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Kapitel 1

Einfithrung und
Literaturhinweise

1.1 Vorbemerkungen

Diese Vorlesung ist fiir Studierende im 2. Semester gedacht. Es wird angenommen,
daBl durch die Mathematikvorlesungen im 1. Semester gewisse Grundkenntnisse auf
dem Gebiet der linearen Algebra und der Analysis vorhanden sind, die im Rahmen
dieser Vorlesung vertieft und auf physikalische Problemstellungen angewandt werden
sollen. Gleichzeitig soll diese Vorlesung als Vorbereitung fiir die TP-Kurse im 3. bis 6.
Semester dienen. Daher ist auch nicht an eine umfassende und vollsténdige Einfithrung
in die theoretische Mechanik, Feldtheorie etc. gedacht, sondern es werden ausgewéhlte
Kapitel aus diesen Gebieten behandelt, die sich einerseits als Einfiihrung in die Denk-
und Arbeitsweise der theoretischen Physik eignen, andererseits auch die Anwendung
und Vertiefung mathematischer Techniken beispielhaft erldutern.
Als vorlaufige Inhaltsangabe sollen folgende Themenkreise genannt sein:

1. Kinematik und Dynamik klassischer Systeme

Insbesondere sollen in diesem Zusammenhang folgende Konzepte erarbeitet wer-
den:

e Der Begriff der Raum-Zeit, Koordinaten, Bezugssysteme und Inertialsyste-
me:
Dieses erste Kapitel hat eher abstrakten, teilweise sogar wissenschaftsphilo-
sophischen Charakter. Begriffe wie ,,geradlinig®, ,, gleichformig*, ,, Abstand“,
etc. werden im Rahmen der klassischen Mechanik iiblicherweise vorausge-
setzt. Trotzdem sind sie nicht selbstverstédndlich, sondern miissen durch kon-
krete physikalische Vorschriften definiert werden. Insbesondere die Allge-
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meine Relativitéitstheorie hat gezeigt, dafl es sich um durchaus nicht-triviale
physikalische Grundlagen handelt.

e Kurze Wiederholung der Kinematik klassischer Punktteilchen:

In diesem Zusammenhang sollen zundchst mathematische Grundbegriffe wie
Vektoren, Vektor- und Kreuzprodukt, Trajektorien, Bahnkurven, etc. wie-
derholt werden. Auflerdem sollen die Index-Schreibweise, die Summenkon-
vention, das Kronecker- und e-Symbol etc. behandelt werden. Physikalisch
werden nochmals kurz die Begriffe ,, Energie®, ,, Impuls*, ,,Drehimpuls“ und
ihre Zusammenhinge im Rahmen der nicht-relativistischen Punktmechanik
wiederholt.

e Die Dynamik klassischer Punktteilchen, das Newtonsche Gesetz F' = ma:

Eine kurze allgemeine Diskussion dieser Gleichung wird Sie hoffentlich da-
von iiberzeugen, dafl keines der vier Symbole in dem Ausdruck F = ma
wirklich trivial ist. Es lohnt sich, iiber jedes Zeichen und seine Bedeutung
nachzudenken.

Die oft auftretende Beziehung F'(7") = —VV (7) fiihrt zunéichst zu einem ma-
thematischen Exkurs iiber Gradienten, Rotation und Divergenz. Verscheide-
ne Formen von Kréften werden besprochen und die allgemeine Struktur der
zugehorigen Differentialgleichung behandelt. Aufierdem werden die Erhal-
tungssitze der Energie (fiir zeitunabhéingige Potentiale), des Drehimpuls (fir
rotationsinvariante Systeme) und der Schwerpunktsbewegung (fiir Mehrteil-
chensysteme mit einer Wechselwirkung, die vom relativen Abstand abhéngt)
hergeleitet.

2. Das Kepler-Problem:

Dieses physikalisch relevante Problem soll eingehender behandelt werden, da es
die Anwendung vieler theoretischer Konzepte erlaubt. Ziel wird unter anderem die
Herleitung der drei Keplerschen Gesetze sein. Unter anderem werden wir jedoch
auch eine zusétzliche Erhaltungsgrofie kennenlernen (den Lenz-Runge-Vektor),
sowie das Verfahren der sogenannten ,,Quadratur“ einer Differentialgleichung er-
ster Ordnung (besser sollte man von einer Separation der Variablen sprechen).

AuBlerdem wird die Keplesche Bewegungsgleich Anlafl zu einer Diskussion {iber
die ,schwere“ und ,,trige“ Masse sein, d.h. das sogenannte ,, Aquivalenzprinzip*,
das als Grundlage der Allgemeinen Relativitéitstheorie angesehen werden kann,
wird angesprochen.

3. Der harmonische Oszillator:

Diese Differentialgleichung 148t sich sehr einfach durch die bekannten periodischen
Funktionen ,,Sinus“ und ,, Kosinus“ l6sen. Trotzdem lassen sich gerade wegen der
Einfachheit der Differentialgleichung viele allgemeine Methoden und Konzepte
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diskutieren. Geplant ist eine kurze Einfithrung in die Theorie der komplexen Zah-
len, die Eulersche Relation fiir die Exponentialfunktion, der Exponentialansatz
fiir homogene, lineare, gewohnliche Diffentialgleichung, etc. Der geddmpfte har-
monische Oszillator.

4. Der harmonische Oszillator im zeitabhéngigen Kraftfeld:

Auch diese Differentialgleichung ist leicht 16sbar. Sie dient als erster Einstieg in die
Theorie der sogenannten Distributionen und Greenschen Funktionen. Die Green-
sche Funktion fiir das freie Teilchen sowie den harmonischen Oszillator lassen sich
exakt berechnen.

5. Der starre Korper:

Die Theorie des sogenannten ,starren Korpers® wird oft als schwer und kompli-
ziert empfunden, und tatséchlich 148t sich das Problem des allgemeinen starren
Korpers im Gravitationsfeld nicht mehr exakt l6sen. Wir werden uns daher auch
auf den Fall des freien starren Korpers beschrianken. Der Trigheitstensors wird zu
einer eingehenden Diskussion iiber die Begriffe ,,Skalar®, ,, Vektor*, down Pseu-
dovektor“ und ,,Tensor* fithren. Das Verhalten dieser Objekte unter Drehungen
(aktiv oder passiv) wird untersucht. Rotationsgruppe und Euler-Winkel sind wei-
tere mathematische Stichpunkte.

6. Partielle Differentialgleichungen: Laplace-Gleichung, Wellengleichung, Helmholtz-
Gleichung, Diffusionsgleichung.

Dies steckt grob den Rahmen der Vorlesung ab, so wie ich ihn derzeit geplant
habe. Trotzdem werde ich Anregungen gerne aufnehmen und sowohl mathematische wie
auch physikalische Probleme, die von Interesse sind und in das Konzept der Vorlesunge
passen, gerne behandeln.

1.2 Literatur

Literatur, die gezielt auf die Thematik dieser Vorlesung abgestimmt ist, ist mir leider
nicht bekannt. Im Allgemeinen handelt es sich einerseits um Lehrbiicher der verschie-
denen Bereiche der theoretischen Physik — Klassische Mechanik, Feldtheorie, Thermo-
dynamik, Hydrodynamik, Statistische Mechanik etc. — andererseits um Lehrbiicher zu
den mathematischen Methoden der theoretischen Physik.

Das einzige mir bekannte einbédndige Lehrbuch, das sdmtliche Bereiche der klassi-
schen theoretischen Physik behandelt, ist das Buch von Honerkamp und Rémer [12].
Allerdings geht auch dieses Buch weit iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus; es
entspricht einer 2-semestrigen Einfiihrung (3. und 4. Semester) in die klassische theo-
retische Physik.
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Ein Kurzlehrbuch und Repetitorium der theoretischen Physik ist das Buch von
Stauffer [15].

Viele der in dieser Vorlesung behandelten Konzepte finden sich beispielsweise in den
Berkeley-Kursen [4]. Ein sehr gutes Buch der klassischen Mechanik (ohne Lagrange-
Formalismus), Einfiihrung in die spezielle und allgemeine Relativitdtstheorie ist das
Buch von Falk und Ruppel [7]. Newtonsche Mechanik (ohne Lagrange-Formalismus)
findet man auch sehr ausfiihrlich behandelt in dem Buch von French [8].

Eine bekannte und sehr gute Serie der Theoretischen Physik sind die Bénde von
Landau und Liffschitz [11].

Die klassischen Biicher zur klassischen Mechanik sind Goldstein [9], Arnold [2],
Budo [5] und fiir mathematische Puristen Abraham und Marsden [1] sowie Thirring
[16].

Der Klassiker zur Elektrodynamik ist der Jackson [10] und etwas abgeschlagen die
beiden Bénde von Becker [3]. Eine Einfiihrung in die mathematische Formulierung der
Feldtheorie ist auch das Buch von Rémer [13].

Gute Biicher zu mathematischen Methoden in der theoretischen Physik sind:

— Courant und Hilbert [6]: Ein Klassiker zu Methoden der Mathematischen Physik,
insbesondere zur Losung von Differentialgleichungen.

— Schutz [14]: Bietet eine Einfiihrung in die Differentialgeometrie mit physikalischen
Anwendungen.
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Kapitel 2

Grundlagen und Kinematik

2.1 Raum-Zeit, Koordinaten, Bezugssysteme,
Intertialsysteme

space-time, coordinates, reference systems, inertial systems

2.1.1 Ereignisse und Raum-Zeit

Ich méchte diese Vorlesung mit einigen grundlegenden Uberlegungen beginnen, die we-
niger einen mathematischen Formalismus in den Vordergrund stellen, als die Frage nach
der Anwendbarkeit bestimmter mathematischer Formalismen auf bestimmte physikali-
sche Begriffsbildungen stellt.

Uberlicherweise wird der Raum mit dem IR? identifiziert und die Zeit mit IR. Diese
Konzepte sind so vertraut, daf§ wir oft nicht mehr nachfragen, ob, warum und in wel-
chem Rahmen diese Zuordnung eines ,, Gegenstandes* der physikalischen Anschauung
zu einer mathematischen Struktur iiberhaupt moglich ist.

Was ist Raum, Zeit bzw. Raum-Zeit? Genauer, was sind die Elemente dieser drei
Mengen. Ich mochte mit der Raum-Zeit als dem iibergeordneten Begriff beginnen. Die
Aufspaltung der Raum-Zeit in Raum und Zeit ist in der klassischen Mechanik und
der relativistischen Mechanik unterschiedlich. Die Elemente der Raum-Zeit sind die
Ereignisse (events). Der Begriff des Ereignisses ist mathematisch nicht mehr genauer
definierbar, sondern wirklich ein Teil der physikalischen Realitéit. Man kann lediglich
gewissen Kriterien aufstellen, die ein Elementarereignis erfiillen sollte.

Ereignisse sind prinzipiell fiir jeden objektiv wahrnehmbar und referierbar. Au-
Berdem sollten sich Elementarereignisse nicht weiter in Teilereignisse zerlegen lassen.
Typische Ereignisse der Alltagswelt sind: ,,Der Zeiger einer bestimmten Uhr zeigt auf
3 Uhr“, ,ein Punktteilchen kreuzt eine bestimmte Markierung auf einem bestimmten
Mefistab“. Konkretere Ereignisse die dem Kriterium der ,, Punktformigkeit“ geniigen

13
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sind beispielsweise ,,ein Elektron trifft auf eine Platte einer Funkenkammer“, ,,ein Pho-
ton trifft auf unsere Netzhaut“ etc. Die Problematik hier ist, daf3 diese Ereignisse be-
reits eine quantenmechanische Beschreibung erfordern und in diesem Zusammenhang
das Kriterium der , Realitdt“ (im Gegensatz zu sogenannten virtuellen Ereignissen) zu
hinterfragen ist. Man erkennt bereits, dafl ein einfaches Nachfragen {iber die Grundlagen
der Raum-Zeit zu tiefen Problemen der Grundlagenphysik fithren kann. Ein endgiiltige
Klarung dieser Fragen wird vermutlich erst im Rahmen einer konsistenten Theorie der
Quantengravitation (also einer Theorie, welche die Dynamik der Raum-Zeit und die
Grundlagen der Quantenmechanik vereint) moglich sein.

Auf der Menge der Ereignisse ist in natiirlicher Weise eine Struktur gegeben, ndmlich
eine kausale Relation, d.h. eine Halb- oder Teilordnung:

Raum-Zeit ~ {(mogliche) Ereignisse} + kausale Relation .

In unserer Erfahrung sind zwischen je zwei kausal zusammenhéngenden Ereignissen wei-
tere Ereignisse wahrnehmbar, d.h. wir empfinden die Menge der (moglichen) Ereignisse
als ein Kontinuum, das wir als Raum-Zeit bezeichnen. Die Frage, ob es eine abstrakte,
»ereignisfreie Raum-Zeit iiberhaupt gibt, ist philosophischer Natur. Zumindest wird
eine solche abstrakte Raum-Zeit nicht Gegenstand physikalischer Beobachtung oder
Forschung sein kénnen.

2.1.2 Weltlinien, Gleichzeitigkeit und die Trennung von Raum und
Zeit

Manche Folgen von Ereignissen empfinden wir als besonders stark kausal korreliert.
Es handelt sich dabei um solche Ereignisse, die wir mit der Beobachtung der Bewe-
gung von Teilchen verbinden. Die Ereignisfolge besteht aus Emissionen von Photonen
des betreffenden Teilchens (die eigentliche Wahrnehmung findet natiirlich erst mit dem
Auftreffen dieser Photonen auf unsere Netzhaut statt). Solche Ereignisfolgen extrapo-
lieren, idealisieren und objektivieren wir zu einer kontinuierlichen Bahnkurve, die man
als Weltlinie des Teilchens bezeichnet.

Die kausale Teilordnung von Ereignissen erlaubt zu jedem Ereignis eine Aufteilung
der verbleibenden Ereignisse in drei Klassen: zukiinftige Ereignisse (die von dem betref-
fenden Ereignis kausal beeinfluft werden kénnen), vergangene Ereignisse (von denen
das betreffende Ereignisse kausal beeinflufit sein kann) und Ereignisse ohne kausale Re-
lation. Die letztere Klasse bezeichnet man in der Relativitdtstheorie als ,, raumartige“
Ereignisse.

Aus der speziellen Relativitdtstheorie ist bekannt, dafl die Aufteilung der Raum-Zeit
in ,Raum*“ und ,,Zeit*, also insbesondere der Begriff der Gleichzeitigkeit, vom Bewe-
gungszustand des Beobachters abhéngt. Die damit verbundenen Probleme werden im
Rahmen der Relativitdtstheorie behandelt. Hier nehmen wir den klassischen Stand-
punkt ein, nach dem ,,Gleichzeitigkeit“ eine objektive, fiir jeden Beobachter gleiche
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Bedeutung hat. Zu jedem Ereignis gibt es damit die Menge der gleichzeitigen Ereignis-
se. Die Menge der (moglichen) gleichzeitigen Ereignisse empfinden wir ebenfalls als ein
Kontinuum, und zwar als ein Kontinuum, dessen Struktur von der Wahl des urspriing-
lichen Ereignisses unabhéngig scheint. Dieses Kontinuum bezeichnen wir als Raum.

Da die Weltlinie von Teilchen die Menge der gleichzeitigen Ereignisse zu einem
vorgegebenen Ereignis irgendwo schneidet, und (zumindest im Prinzip) dies in jedem
der gleichzeitigen Freignisse geschehen kann, 148t sich Raum auch als die Menge der
moglichen Positionen eines Punktteilchens definieren.

2.1.3 Die Geometrie des Raumes

Um nicht zu tief in naturphilosophische Betrachtungen abzusinken setzen wir im fol-
genden voraus, dafl wir wissen, was Raum ist, und dafl wir den Raum auch ausmessen
konnen. Damit ist insbesondere gemeint, dafl wir die Lénge eines Weges im Raum bzw.
einer Strecke im Raum bestimmen koénnen (ausgedriickt in frei wihlbaren Langenein-
heiten). Diese Moglichkeit erlaubt es uns, die Geometrie des Raums zu bestimmen. Da
wir die Lange von Wegen im Raum ausmessen kénnen, kénnen wir auch Geodditen als
die kiirzesten Verbindungswege zwischen zwei Punkten definieren. Noch sollten wir in
diesem Zusammenhang nicht von Geraden sprechen, denn Geraden setzen das Konzept
eines (euklidischen) Vektorraums voraus.

Was ist die Dimension des Raumes ? Drei natiirlich ! Warum ? Wir kénnen die Men-
ge aller Raumpunkte konstruieren, die einen konstanten Abstand von einem gegebenen
Punkt haben (und erhalten eine Sphére). Nun bestimmen wir auf dieser Menge wieder-
um die Menge aller Punkte mit einem konstanten Abstand von einem ausgezeichneten
Punkt (und erhalten einen Kreis). Auf dieser Menge konstruieren wir wiederum die
Menge aller Punkt in konstantem Abstand von einem Referenzpunkt und erhalten
zwei Punkte. Wir mufiten dieses Verfahren dreimal anwenden, um bei zwei (nichtzu-
sammenhéingenden) Punkten zu enden. Daraus konnen wir schliefen, da der Raum
dreidimensional ist.

Als néchstes konnen Dreiecke konstruieren (drei Punkte sowie die verbindenden
Geodéten zwischen ihnen) und iiberpriifen, dafl die Summe der Winkel zwischen den
Geoditen an den Eckpunkten der Dreiecke 180° betrégt. Dieses Experiment wurde von
Gaufl tatsdchlich durchgefiihrt. Er hat die Winkel ausgemessen, unter denen jeweils
zwei von drei Bergspitzen von der dritten aus gesehen werden kénnen (voraussetzend,
dafl sich Licht entlang von Geoditen ausbreitet). Im Rahmen seiner experimentellen
Genauigkeit fand er tatsichlich 180° und schlof3 daraus, dafl unser Raum flach ist. In
einem gekriitmmten Raum wére die Winkelsumme némlich gréfler (positive Kritmmung)
oder kleiner (negative Kriimmung) als 180°. Wir haben somit experimentell iiberpriift,
dafl der beobachtbare Raum (zumindest auf Léngenskalen, die uns durch direkte Be-
obachtung zugénglich sind) ein flacher, dreidimensionaler Raum ist. Nun sagt uns die
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Mathematik, daB ein solcher Raum lokal mit einer offenen Umgebung des IR? iiberein-
stimmt.

2.1.4 Koordinaten

Unser Raum erscheint uns isotrop (es gibt keine ausgezeichnete Richtung) und homo-
gen (es gibt keinen ausgezeichneten Raumpunkt). Es gibt somit kein ausgezeichnetes
Koordinatensystem, also weder einen ausgezeichneten Koordinatenursprung, noch aus-
gezeichnete Richtungen fiir Koordinatenachsen. Weiterhin gibt es in einem Kontinu-
um keine ausgezeichnete Liangenskala, d.h. die Wahl einer Einheitslédnge ist uns eben-
falls freigestellt. Durch die Mo6glichkeit, Abstdnde miteinander vergleichen zu kénnen,
sind wir jedoch in der Lage, zwei Geraden als zueinander ,senkrecht “ zu klassifizieren,
d.h., wir kénnen karthesische Koordinatensysteme bilden. Zwei Koordinatensysteme im
Raum sind daher dquivalent, wenn sie durch eine Verschiebung, eine Drehung und/oder
eine Streckung ineinander tiberfithrt werden kénnen.

Bei vorgegebener Wahl eines Koordinatensystems (was sowohl die Wahl einer
Léngenskala als auch die Wahl , positiver“ Richtungen einschliefit) kénnen wir jeden
Raumpunkt durch die Angabe seines Abstands relativ zu den drei Koordinatenachsen
charakterisieren. In einem nicht-karthesischen affinen Koordinatensystem (bei dem die
Achsen nicht senkrecht aufeinander stehen) projiziert man im allgemeinen den Punkt
entlang der drei Koordinatenachsen auf die Fléche, die von den jeweils anderen beiden
Achsen aufgespannt wird. Die Linge dieser Projektionsgeraden ist dann die entspre-
chende Koordinate des Punktes.

Oft ist es giinstiger, Punkte oder Positionen nicht durch ihre karthesischen Koor-
dinaten auszudriicken, sondern durch andere Koordinaten (z.B. Polarkoordinaten, d.h.
den Abstand des Punktes von einem Referenzpunkt, den Winkel, unter dem er relativ
zu einer ausgezeichneten Achse gesehen wird, und einen zweiten Winkel zwischen der
Ebene, die von dem Punkt und der Achse aufgespannt wird, und einer zweiten ausge-
zeichneten Richtung). Immer miissen jedoch ein Koordinatenursprung, eine Léngens-
kala und zwei Richtungen ausgezeichnet sein. Durch welche Parameter man die Lage
des Punktes dann letztendlich angibt, hingt oft von den Symmetrien des Systems ab,
das man beschreiben mdochte.

Damit kénnen wir auch dquivalent sagen: Durch die Angabe von drei Punkten im
Raum (einen Ursprungspunkt und zwei weiteren, die sowohl zwei Richtungen wie auch
eine Liangenskala definieren) ist ein (rdumliches) Bezugssystem ausgezeichnet.

2.1.5 Zeit

»Zeit ist, was die Uhr anzeigt.“ Diese Antwort Einsteins auf die insistierende Frage
eines Reporters erscheint zunéchst trivial. Bei genauerer Reflexion wird sie jedoch zu
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einer tiefgriindigen Aussage. So verschwindet beispielsweise das sogenannte Zwillings-
Paradoxon der speziellen Relativititstheorie — zwei Zwillinge bewegen sich entlang
verschiedener Weltlinien und sind beim Wiedersehen unterschiedlich alt — ganz von
selbst: Jeder Zwilling trégt seine eigene Uhr bei sich (dabei kann ,, Uhr“ auch die physio-
logische Uhr bedeuten, gegeben z.B. durch den Herzschlag oder den Alterungsprozef),
und wenn die Uhren entlang verschiedener Weltlinien verschieden schnell laufen, dann
heifit dies nach der Aussage Einsteins, dal entlang verschiedener Weltlinien auch die
Zeit verschieden schnell vergeht.

Wir beschrianken uns im folgenden wieder auf die klassische Newtonsche Mechanik,
in der die Zeit als universell aufgefafit wird. Zeit erscheint uns als eindimensionales Kon-
tinuum. Aber ein Kontinuum besitzt keine ausgezeichnete Skala. Dies bedeutet nicht
nur, dafl wir eine Zeitskala festlegen miissen, sondern wir miissen auch eine Vorschrift
angeben, die es uns ermdoglicht von ,, Gleichférmigkeit* zu sprechen. Ein eindimensio-
nales Kontinuum erlaubt es zunéchst nicht, die Skala an einem gegebenen Punkt mit
der Skala an einem anderen Punkt zu vergleichen. (Das gleiche Problem tritt auch
bei der Wahl einer Léngenskala auf. Wir haben implizit vorausgesetzt, daf§ sich unse-
re Mafistédbe nicht verbiegen, wenn wir sie von einem Raumpunkt zu einem anderen
Raumpunkt verschieben.)

Wir benutzen ausgezeichnete physikalische Systeme (Uhren) zur Messung von Zeit.
Diesen Systemen ist gemein, dafi sie periodische Bewegungen ausfithren (Pendel, Er-
drotation, Quarzschwingungen etc.). Vergleichen wir verschiedene solcher einfacher Sy-
steme mit periodischen Bewegungen miteinander, so stellen wir fest, dafl ihre Takt-
zeit (die Zeitspanne zwischen dem Durchlaufen gleicher Zusténde) relativ zueinander
gleichbleibt. (Es gibt komplizierte, nicht-lineare Systeme, fiir die das nicht gilt. Die ein-
fachsten Systeme zeigen jedoch ndherungsweise diese Eigenschaft.) Wir konnen daher
sowohl die Zeitskala wie auch ,,Gleichférmigkeit“ durch die Taktzeit solcher Systeme
mit periodischen Bewegungsabldufen definieren.

Wie problematisch eine solche Zeitdefinition ist, zeigen die Schwierigkeiten bei astronomischen
Zeitangaben: Die Rotation der Erde wird durch die Gezeitenkrifte abgebremst, dadurch wird der
Tag im Laufe der Zeit linger. (Die Zeitangaben der Griechen von Sonnenfinsternissen stimmen nicht
mit den Werten iiberein, die wir durch Riickrechnung der Mondlaufbahn erhalten. Es zeigt sich eine
Differenz in der GréBenordnung von einer Stunde, die sich auf diesen Effekt zuriickfiithren 148t.) Auch
die Bahn der Erde um die Sonne definiert keine gute Zeitskala, da sich aufgrund der Periheldrehung
die Ellipsenbahn der Erde verschiebt. Der sogenannte Frithjahrspunkt verschiebt sich. Die ,relative
Konstanz der Taktzeiten“ ist daher bei sehr genauen Beobachtungen in der Astronomie nicht mehr

gegeben.
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2.1.6 Bezugssysteme und Inertialsysteme

Wir denken uns nun zu jedem Zeitpunkt ein Koordinatensystem gegeben. Die Weltlinien
des Koordinatenursprungs sowie der Koordinatenachsen sollen sich dabei im Verlauf
der Zeit stetig verdndern. Eine solches sich zeitlich entwickelndes Koordinatensystem
bezeichnen wir als Bezugssystem.

Manchmal unterscheidet man zwischen einem sich zeitlich entwickelnden Koordinatensystem und
einem Bezugssystem: Unter einem Bezugssystem versteht man dann nur die Vorgabe eines Koordina-
tenursprungs, der einen Bezugspunkt O definiert. In einem flachen Raum sind dann die Verbindungs-
strecken OP von dem Bezugspunkt zu einem anderen Punkt P die sogenannten Ortsvektoren (s.u.). In
einem gekriimmten Raum, wie er beispielsweise in der allgemeinen Relativitdtstheorie betrachtet wird,
bilden die Verbindungsstrecken (die Geoditen von O zu P) jedoch keinen Vektorraum mehr, so dafl
man nur noch lokal Koordinatenumgebungen definieren kann. Dafl der Newtonsche Raum der klassi-
schen Mechanik bei Vorgabe eines Bezugspunktes zu einem Vektorraum wird, ist daher eine besondere

Eigenschaft.

Da wir Raumpunkte zu verschiedenen Zeiten nicht direkt miteinander vergleichen
konnen, wissen wir auch nicht, wann eine Weltlinie relativ zum Raum ruht. Wir miissen
gewisse Weltlinien als ,,ruhend “ auszeichnen.

Auch diese Eigenschaft der Raum-Zeit ist nicht selbstverstédndlich. Um die Jahrhundertwende glau-
be man an die Existenz eines , Athers“. Ein solcher Ather wiirde bestimmte Bezugssystem als ruhend

auszeichnen, ohne dafl dadurch die Isotropie und Homogenitét des Raumes eingeschrankt wire.

Auch in diesem Fall treffen wir die Wahl nach dem Prinzip der ,,Einfachheit“. Man-
che Koérper bewegen sich relativ zu einander in einer einfachen Weise, ndmlich geradli-
nig. Damit diese Aussage sinnvoll ist, miissen wir die Weltlinien von drei punktférmigen
Teilchen als geradlinig definieren, und kénnen dann von einer vierten Weltlinie sagen,
dafl sie relativ zu den anderen Weltlinien geradlinig verlauft. Bei diesen Korpern lassen
sich im allgemeinen keine offensichtlichen dufleren Einfliisse (Krifte) ausmachen, die die
Weltlinien dieser Korper beeinflussen. Wir erhalten also als experimentellen Befund: Es
ist konsistent, die relative Bewegung von kriftefreien Punktteilchen als geradlinig zu
bezeichnen.

Damit finden wir ein bestimmte Klasse von ausgezeichneten Bezugssystemen, die
sogenannten Inertialsysteme: In einem Inertialsystem bewegen sich alle Punktteilchen,
auf die keine Krifte einwirken, geradlinig und gleichférmig.

Eine detaillierte mathematische Analyse zeigt, dafl jedes Bezugssystem, welches sich
durch eine (zeitunabhéngige) Rotation, eine konstante Verschiebung des Zeitursprungs
und einer geradlinig-gleichférmigen Bewegung der Koordinatenurspriinge aus einem
Inertialsystem erhalten 148t, ebenfalls ein Inertialsystem ist. Die Menge dieser Trans-
formationen zwischen zwei Inertialsystemen (der klassischen Newtonschen Mechanik)
bezeichnet man als Galilei- Transformation.
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Abschlielend sei noch angemerkt, dafl auch in der speziellen Relativitdtstheorie
die Inertialsysteme dadurch ausgezeichnet sind, daf die kréftefreie Bewegung in ihnen
geradlinig und gleichférmig ist. In diesem Fall sind die Transformationen, die zwei
Inertialsysteme ineinander iiberfithren, die Poincaré-Transformationen.

2.2 Vektorraume und Basisvektoren

Ein Vektorraum iiber einem Koérper K (fiir uns ausschliefllich IR oder €) ist eine Menge
V' zusammen mit zwei Verkniipfungen + : V x V — V und () : K x V — V derart,
daf} folgende Bedingungen erfiillt sind:

— V ist beziiglich der Verkniipfung + eine Abelsche Gruppe, d.h. es gilt fiir alle
’L7i eV

1.
2.
3.

4.

Assoziativitat: v + (172 + 173) = (’(71 + 172) + U3

Kommutativitit: ¥ + U9 = s + U3

Existenz eines neutralen Elements: Es gibt ein ausgezeichnetes Element 0
mit 0+7 =17

Zu jedem ¥ € V gibt es ein Inverses —7 mit @ 4 (—7) = 0.

— Es gilt fiir alle A € K und v € V:
A\ = @A und 00 =0

— Es gelten folgende Distributivgesetze fiir alle \,v € K und v; € V:

1.
2.

)\(171 + 172) = A1 + AUy
AN+v)T = M+ vi

3. Awv) = (Av)v

Beispiele fiir (reelle) Vektorrdume sind:

1. Der IR", d.h. n-Tupel von reellen Zahlen.

2. Die Aquivalenzklasse von geordneten Punktepaaren (,, Pfeilen®) im IR™ (genauer,
in einem affinen n-dimensionalen Raum): Zwei Punktepaare heiflen dabei dquiva-
lent, wenn sie durch Verschiebungen ineinander iiberfithrt werden kénnen.

Man beachte, daf§ im IR™ ein Ursprung ausgezeichnet ist, namlich das 0-Element
(0,0,...,0). Die Punkte in unserem dreidimensionalen Raum bilden jedoch zunéchst
keinen Vektorraum, da kein 0-Element ausgezeichnet ist. Wenn wir jedoch einen Ur-
sprungspunkt O definieren, dann bilden die sogenannten Ortsvektoren ¥ = OP einen
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Vektorraum. Im folgenden denken wir uns immer einen Ursprung gegeben, ohne daf es
explizit erwahnt wird.
Ein Satz von Vektoren {&} (# 0) eines Vektorraums V heift linear unabhingig,

wenn aus
E ae; = 0
i

folgt
Q; = 0 V.

Ein Satz von linear unabhingigen Vektoren {€;} aus V heifit eine Basis von V, wenn
es keinen (groferen) Satz linear unabhingiger Vektoren gibt, der {€;} enth&hlt. Die
Anzahl der Elemente in einer Basis ist unabhéngig von der speziellen Wahl der Basis
und wird als Dimension von V bezeichnet.

Sei {€;} eine Basis von V, dann 148t sich jedes Element ¥ € V' eindeutig nach dieser
Basis entwickeln:

Hierbei wurde die sogenannte Einsteinsche Summenkonvention benutzt: Uber doppelt
auftretende Indizes ist zu summieren.

Bei der Summenkonvention ist noch zu beachten, daf§ die Bezeichnung der Sum-
mationsindizes natiirlich beliebig ist, d.h. v;€; und vi€y bezeichnen beide dasselbe:
v1€1 + v2€s + . ... Man sollte darauf achten, in einer Formel nicht mehrmals denselben
Buchstaben fiir verschiedene Summationsindizes zu benutzen, da sonst leicht Verwir-
rung auftreten kann, welche zwei Indizes zusammengehoren.

2.2.1 Basistransformationen, ko- und kontravariantes
Transformationsverhalten

Seien {&;} und {f;} zwei mogliche Sitze von Basisvektoren eines Vektorraumes V.
Zunéchst konnen wir natiirlich jedes Element der ,alten® Basis {€;} als Linearkombi-
nation der ,neuen“ Basis {f;} ausdriicken:

& = Dyfr (Summenkonvention!) .

Die (quadratische n x n-) Matrix D mit Matrixelementen D;; definiert die Basistrans-
formation von der neuen Basis (f) zur alten Basis (e).

Ein Element des Vektorraumes ¢ verindert sich unter einem solchen Basiswechsel
natiirlich nicht, wohl aber seine Komponenten. Es gelte:

— — — I
U = vé& und U = vuf;.

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie die neuen Komponenten v, mit den alten Kompo-
nenten v; zusammenhéngen. Offensichtlich ist:

—

T = € = viDifr = vpfi -
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Hier wird die Einsteinsche Summenkonvention gleich zweimal in einem Ausdruck be-
nutzt.
Da die Zerlegung eines Vektors in einer gegebenen Basis (hier { ﬁ}) eindeutig ist,
muf gelten:
v'Dy, = v, bzw. v, = Dy, . (2.1)

Dies ist die gesuchte Relation zwischen den Komponenten eines Vektors in verschie-
denen Basen. Hier sollte zwischen dem Summationsindex ¢ auf derselben Seite der
Gleichung, und dem offenen Index k unterschieden werden. Die Gleichung 2.1 ist eine
Kurzform fiir drei verschiedene Gleichungen:

!
v] = Dpvr + Digve + Disvs
!
vy = Dajv; + Dagva + Dazvs
vy = Dsjv; + Dsgvg + Dszvs .

Man beachte das entgegengesetzte Transformationsverhalten der Basisvektoren ei-
nerseits und der Komponenten eines gegebenen Vektors andererseits: Die Komponenten
Djy, definierten die Transformation von den neuen Basisvektoren (f) zu den alten Basis-
vektoren (e). Dieselben Komponenten D;; bestimmen dann auch das Transformations-
verhalten von den alten Komponenten eines Vektors (v) zu seinen neuen Komponenten
().

Bezeichnen wir mit D~! die inverse Abbildung von D, dann gilt
& = Dufr = fi = (D Had.

Anders ausgedriickt ist die Abbildung von den alten zu den neuen Basisvektoren gerade
das inverse der Abbildung von den alten zu den neuen Komponenten.
Objekte, die sich wie die Basisvektoren transformieren, bezeichnet man als ko-
variant — Objekte, die sich wie die Komponenten transformieren als kontra-variant.
Als Beispiel fiir ein solches ,,Objekt“ sei der zu V' duale Vektorraum V* angegeben,
dessen Elemente aus allen linearen Abbildungen von V' in den Korper K bestehen:

VY = {&|d:V =K und I\ + vih) = AJ(0h) + vd(Ta) }

V* ist wieder ein Vektorraum und hat (fiir endlich dimensionale Vektorrdume) dieselbe
Dimension wie V. Eine Basis {€;} in V' definiert eine ausgezeichnete Basis {€;} in V*
iiber die Vorschrift:

Yoy - 1 firi=j
€(%) = 0y = { 0 sonst (2:2)
Jedes Element aus V* 1483t sich wieder nach dieser Basis entwickeln:

& = w;€; Summenkonvention!
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Damit die Relation (2.2) erhalten bleibt, hat ein Basiswechsel in V' einen Basiswechsel
in V* zur Folge. Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dafl sich die Basis in V*
gerade entgegengesetzt transformiert, wie die Basis in V', d.h. die Basis in dem dualen
Vektorraum transformiert sich kontravariant. Die Komponenten der dualen Vektoren
hingegen, ({w;}), transformieren sich kovariant.

Spéter werden wir weitere ,,Objekte “definieren, beispielsweise den Gradienten von
Skalarfeldern, Tensoren, etc. Diese Grofl en sind alle durch ihr Transformationsver-
halten under einer Basistransformation in V' charakterisiert, und die Unterteilung in
kovariantes und kontravariantes Transformationsverhalten spielt eine wichtige Rolle.

Auflerdem sei darauf hingewiesen, dafl sich bei der Indexschreibweise in der Re-
lativitédtstheorie wie auch der Differentialgeometrie, wo die Unterscheidung zwischen
ko- und kontravarianten Objekten wichtig wird, eine Notation durchgesetzt hat, die
an der Stellung der Indizes zwischen ko- und kontravariant unterscheidet: Objekte mit
einem Index, die sich beziiglich dieses Index wie Basisvektoren — also kovariant —
transformieren, tragen den Index unten. Objekte mit einem Index, die sich wie die
Komponenten eines Vektors transformieren — d.h. kontravariant — tragen den Index
oben:

U = v'e;  d = wiE .

Die Einsteinsche Summenkonvention wird dann dahingehend spezifiziert, dafl iiber dop-
pelt auftretende Indizes zu summieren ist, von den einer oben und einer unten steht.

2.2.2 Skalar- und Vektorprodukt

Ein Skalarprodukt auf einem (reellen) Vektorraum ist eine Abbildung - : V x V — IR,
die fiir alle v; € V und X € IR folgende Bedingungen erfiillt:

- Kommutativitat: v1 - v = vs - U1

- U1 - (A\U2) = \(Uy - Ua) .

- Bilinearitit: ¢ - (aUy + BU3) = at) - U2 + BV - U3
Gilt auflerdem

- Positivitit: - > 0und 7-5=0 = =0,

so heifit das Skalarprodukt positiv-definit. Statt Skalarprodukt spricht man auch von
einer (positiv-definiten) Bilinearform auf V.

Durch ein positiv-definites Skalarprodukt wird ein Vektorraum zu einem soge-
nannten euklidischen Vektorraum. Im folgenden bezeichnet Skalarprodukt immer ein
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positiv-definites Skalarprodukt. In der Relativitidtstheorie hat man jedoch eine (Poin-
caré-Invariante) Bilinearform auf der Raum-Zeit, die nicht positiv-definit ist. Der 4-
dimensionale Vektorraum der Raum-Zeit wird dadurch zum sogenannten Minkowski-
Raum.

Ein Skalarprodukt ordnet jedem Vektor eine Linge |#] = (7 - ©)'/? zu. Wir kénnen
also Abstinde zwischen Punkten angeben. Auflerdem kann man mit Hilfe des Skalar-
produkts Winkel zwischen Vektoren angeben:

L Ty
cos X(%,9) = ERER

Wir kénnen das Skalarprodukt auch zur Definition einer sogenannten Orthonormalbasis
nutzen. Fiir die Basisvektoren einer Orthonormalbasis gilt:

o o 1 firi=j

€ = 0y = { 0 sonst
Das Symbol §;; bezeichnet man auch als Kronecker-Delta. Es sind die Komponenten
der Identitdtsmatrix.

In einer Orthonormalbasis gilt fiir das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren:
Ty = (2:6) - (y;€5) = xyi(€-€;) = zy;0;; = x;y; (Summenkonvention!)

Wir werden in Zukunft nahezu ausschliellich Orthonormalbasen verwenden. Obige Re-
lation fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren erlaubt auch eine anschauliche Definition
des Skalarprodukts. Da

Ty = cos £(Z,7) 7] - 7],

ist das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren gleich dem Produkt der Lénge der Pro-
jektion des einen Vektors mit der Lénge des anderen. Insbesondere verschwindet das
Skalarprodukt fiir Vektoren, die aufeinander senkrecht stehen.

Wihrend das obige Skalarprodukt fiir jeden IR™ definiert ist, ldBt sich fiir den IR?
noch ein weiteres Produkt definieren, das sogenannte wvektorielle Produkt oder auch
Kreuzprodukt: x : IR® x IR® — IR? Es ist durch folgende Bedingungen eindeutig cha-
rakterisiert:

Ixy = —yx& (Antisymmetrie)
Tx(F+2) = (xy)+(¥xZ) (Bilinearitit)
Ex (AY) = M&x7Y)

€; X €5 = €kCk -
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Hierbei wurde das sogenannte Levi-Civita- Epsilon-Symbol eingefiihrt. Es ist folgender-
mafen definiert:

1 falls (7, j, k) eine gerade Permutation von (1,2,3) ist
€ijk = —1 falls (4, j, k) eine ungerade Permutation von (1,2,3) ist
0 sonst, d.h. falls zwei der Indizes gleich sind

Obige Bedingung fiir das Kreuzprodukt der Basisvektoren in einer Orthonormalbasis
lautet damit explizit:

51 X 52 = 53
52 X 53 = 51
53 X 51 = 62 .

Auch das Kreuzprodukt zweier Vektoren hat eine anschauliche Bedeutung: Der resul-
tierende Vektor steht senkrecht auf den beiden anderen Vektoren (so daf die sogenann-
te ,,Rechte-Hand-Regel “ gilt), und seine Lénge ist proportional zur Fliche des aufge-
spannten Parallelogramms. Insbesondere verschwindet (wegen der Antisymmetrie) das
Kreuzprodukt zwischen parallelen Vektoren.

2.2.3 Bahnkurven und Trajektorien

Im Verlauf der Zeit beschreibt ein Punktteilchen eine sogenannte Bahnkurve, d.h. eine
Abbildung: Zeitintervall — Raum. Bei fester Wahl eines Koordinatensystems koénnen
wir eine Bahnkurve durch eine Abbildung IR — IR mit ¢ — #(¢) beschreiben. Wir
fordern im allgemeinen, dafl die Komponenten dieser Bahnkurve (mindestens) zweimal
stetig differenzierbare Funktionen sind und definieren:

Ft) = &F(t) = U(t) Geschwindigkeit(skurve)
.. d2
7(t) = @F(t) = a(t) Beschleunigung(skurve) .

Wie man sich leicht {iberlegen kann, werden Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
experimentell durch Verfahren gemessen, die genau der mathematischen Operation des
Limes eines Differentenquotienten, d.h. des Differentialquotienten entsprechen. Da der
Differentialquotient durch die Differenz zweier Vektoren definiert ist, féllt die (willkiirli-
che) Wahl des Koordinatenursprungs heraus. Geschwindigkeit und Beschleunigung sind
also von der Wahl des Koordinatenursprungs unabhéngig.

Die Beschleunigung ist auflerdem unabhéingig vom Inertialsystem und hat damit
eine (system-) unabhéngige physikalische Bedeutung. Die Geschwindigkeit héngt aller-
dings von der Wahl des Inertialsystems ab.
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Wie oben angegeben, bezeichnet die Bahnkurve die genaue Zeitabhéngigkeit, mit
der ein Teilchen den Raum durchlduft. Daher haben die Ableitungen nach der Zeit
(Geschwindigkeit und Beschleunigung) auch physikalische Bedeutung. Interessiert man
sich jedoch nur fiir die rdumliche Gestalt der Bahnkurve und nicht fiir die explizi-
te Zeitabhéngigkeit, so kann man auch eine andere Parametrisierung wéhlen. Man
spricht dann von der Trajektorie. Beispielsweise sind die Trajektorien von Teilchen in
einem Kepler-Potential Ellipsen, ebenso wie die Trajektorien von Teilchen eines zwei-
dimensionalen harmonischen Oszillators. Die Bahnkurven unterscheiden sich jedoch
wesentlich: Fiir das Kepler-Problem ist das Rotationszentrum des Potentials in einem
Brennpunkt der Ellipse und die Geschwindigkeit wegen der Drehimpulserhaltung beim
Perihel am grofiten. Bei zweidimensionalen harmonischen Oszillator ist das Rotations-
zentrum des Potentials im Zentrum der Ellipse und daher die Geschwindigkeit bei den
kleinen Halbachsen am grofften. Kennt man die Bahnkurve, so 148t sich auch das Po-
tential berechnen. Fiir die Trajektorie gilt das nicht.

2.3 Energie, Impuls, Drehimpuls — Observable

energy, momentum, angular momentum — observable

Energie, Impuls und Drehimpuls sind — unabhingig ob in einer Newtonschen
oder einer relativistischen Mechanik — die wesentlichen kinematischen Groéfien, durch
die beispielsweise Streuprozesse (scattering process) beschrieben werden. Der tiefere
Grund, daf} gerade diese Grofien eine so herausragende Bedeutung haben, liegt an der
Tatsache, daf sie fiir freie Teilchen Erhaltungsgrofien (conserved quantities) sind, d.h.
der Zustand eines freien Teilchens (wie er gerade bei Streuprozessen asymptotisch auf-
tritt) durch diese Groflen angegeben werden kann.

Ein weiterer Grund fiir die besondere Bedeutung obiger Grofien ist, dafl sie in di-
rektem Zusammenhang mit den Invarianzen des physikalischen Raumes in der Newton-
schen Mechanik stehen. So hingt die Energie eng mit der Invarianz unter einer Zeit-
verschiebung zusammen, der Impuls mit der Translationsinvarianz des freien Raumes
und der Drehimpuls mit der Rotationsinvarianz des freien Raumes.

In der Newtonschen Mechanik lassen sich Impuls, Energie und Drehimpuls folgen-
dermaBen durch die kinematischen Grofen #(t) und #(t) ausdriicken:

—

g = mI

1 - 1
E = 5m|;z?yQ+V(f) = %|MQ+V(9€)
L = m@xi) = Exp.

Energie, Impuls und Drehimpuls sind sogenannte Observable. Observable sind in der
Newtonschen Mechanik gerade die Funktionen auf dem Phasenraum, d.h. die Funk-
tionen von ¥ und p. Durch die Angabe von Ort und Impuls ist der Zustand eines
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(spinfreien Punkt-) Teilchens eindeutig festgelegt, d.h. jede beobachtbare Grofle mufl
sich als Funktion dieser beiden Groflen schreiben lassen. (Noch eine Definition: Unter
dem Konfigurationsraum versteht man die Menge der moéglichen Konfigurationen, d.h.
die Menge der moglichen Positionen eines Teilchens.)

Ganz allgemein bezeichnet in der Mathematik der Differentialgleichungen der Phasenraum den
»,Raum aller moglichen Anfangsbedingungen“. So ist der Phasenraum zu einer Differentialgleichung
der Form # = f(Z) gleich dem Raum der méglichen Positionen #. Bei einer Differentialgleichung der
Form &™) = f(&,Z,...,#" V) kann man neben & selber auch die ersten n — 1 Ableitungen von Z(t)
vorgeben. Der Phasenraum ist also nd-dimensional (falls d die Dimension des Raumes der Positionen
ist).

In der Physik bezeichnet man jedoch mit dem Phasenraum nicht den Raum der Positionen und
Geschwindigkeiten {Z,Z}, sondern den Raum der Positionen und Impulse {Z,5}. Der Grund liegt
darin, daf} die Dynamik eines Systems (niheres s.u.) oft im Rahmen des sogenannten Hamiltonschen
Formalismus behandelt wird. In diesem Fall ersetzt man die Newtonsche Bewegungsgleichung zweiter
Ordnung, mi = F (Z), durch die sogenannte Hamiltonschen Bewegungsgleichungen erster Ordnung:
# = p/m und § = F(&). Der zugehérige Phasenraum ist der Raum der Positionen und Impulse.

Der Drehimpuls hingt vom Ortsvektor & ab und verlangt daher die Angabe eines
Bezugspunktes. Energie und Impuls sind zwar unabhéngig vom Bezugspunkt, héngen
jedoch von der Wahl des Inertialsystems ab. Energie, Impuls, Drehimpuls (und generell
Observable) sind damit keine Gréflen, die der Teilchenbewegung an sich zukommen,
sondern vom relativen Bewegungszustand des Beobachters abhéngen. Statt zu sagen,
»ein Teilchen hat die Energie F ¢, sollte man besser sagen, ,, fiir ein Teilchen beobachtet
man die Energie F*.



Kapitel 3

Die Dynamik der klassischen
Mechanik

3.1 Das dynamische Grundgesetz der
Newtonschen Mechanik

3.1.1 Dynamik der kriftefreien Bewegung

Bisher haben wir uns mit Groéflen beschéftigt, mit deren Hilfe man die Bewegung oder
Bahnkurve eines Teilchens beschreiben kann. Solche Gréflen bezeichnet man auch als
kinematische Groflen. Die Kinematik beschiftigt sich also mit der Beschreibung bzw.
Charakterisierung von Bewegungsabléufen.

Wir wollen uns nun mit den Gleichungen beschéftigen, aus denen sich eine Bahnkur-
ve berechnen tfit, den sogenannten dynamischen Gleichungen. Die Dynamik beschéftigt
sich also mit den Gesetzen, die (bei Vorgabe geeigneter Anfangsbedingungen) Aussagen
iiber die zeitliche Entwicklung der Bahnkurve machen.

Die dyamischen Gesetze der Newtonschen Mechanik sind deterministische Gesetze,
d.h. die Vorgabe der Anfangsbedingungen legt die weitere Entwicklung der Bahnkurve
eindeutig fest. Das gleiche gilt fiir die Gesetze der relativistischen Mechanik (und sogar
in gewissem Umfang fiir die Allgemeine Relativitétstheorie). In der Quantenmechanik
scheinen die Gesetze, die sich auf die Beobachtung bzw. Messung von (Mikro-) Syste-
men beziehen, nicht-deterministisch. Dort lassen sich teilweise nur Wahrscheinlichkeits-
aussagen machen. Solche Gesetze bezeichnet man als probabilistisch. Probabilistische
Gesetze benutzt man ebenfalls zur Beschreibung sogenannter chaotischer Systeme.

Ein dynamisches Gesetz der Mechanik hatten wir schon kennengelernt: ,,Die kréfte-
freie Bewegung eines Punktteilchens verlduft (in einem Inertialsystem) geradlinig und
gleichformig“. Dieses Gesetz bezeichnet man manchmal auch als das erste Newton-
sche Axziom. Wir hatten schon auf die Problematik hingewiesen, inwieweit die Begriffe

27
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»geradlinig und gleichférmig“ erst durch die kréftefreie Bewegung definiert werden, und
dafl das nicht-triviale der Aussage darin besteht, daf3 mehrere kriftefreie Bewegungen
yrelativ zueinander“ geradlinig und gleichférmig sind.

Die Geschwindigkeit dndert sich bei der kréftefreien Bewegung also nicht, d.h.

T
oder

u(t) = %f(t) = Uy bzw. Z(t) = Zo + ot .
Zo und vy sind dabei sogenannte Anfangsbedingungen. Sie hangen von der Wahl des
Bezugspunktes bzw. des Inertialsystems ab, sind also nicht der Bewegung selber son-
dern nur ihrer Beobachtung in einem bestimmten Inertialsystem zuzuschreiben (im
Gegensatz beispielsweise zur Beschleunigung).

So selbstverstidndlich dieses Gesetz erscheint, so weitreichend sind doch seine physi-
kalischen Konsequenzen. So glaube beispielsweise Aristoteles, daf ein Gegenstand, auf
den keine dufleren Kréfte einwirken, zur Ruhe kommt. Die offensichtliche Weiterbewe-
gung eines Pfeils, der von einem Bogen abgeschossen wird, interpretierte er als kompli-
zierte Wechselwirkung mit der umgebenden Luft, die dem Pfeil stéindig neue Bewegung
iibertrigt. Galilei glaubte urspriinglich, dafl die ausgezeichnete kriftefreie Bewegung
die Kreisbahn sei: Einmal in Bewegung gebrachte Gegenstéinde bewegen sich entlang
der Erdoberflidche, also entlang einer Kreisbahn. Um die Jahrhundertwende glaubten
die Physiker an die Existenz eines Athers. Durch die Wechselwirkung mit dem Ather
wiirden Teilchen jedoch auf Dauer ihren Impuls verlieren und (relativ zum Ather) zur
Ruhe kommen, dhnlich wie Teilchen in einer Fliissigkeit. Die Impulserhaltung bzw. das
Gesetz von der konstanten, gleichférmigen kréftefreien Bewegung waren in diesem Fall
ernsthafte Einwiinde gegen die Athertheorie, die nur schwierig zu entkriften waren.

3.1.2 F=ma

Das zweite Newtonsche Axiom der Mechanik wird oft in der Form ausgedriickt [7]:
»Die Beschleunigung d, die ein Korper erfihrt, erfolgt in Richtung der angreifenden
Kraft F und ist proportional zu ihr, in Zeichen F = ma. Der Verbindungsfaktor m ist
die Masse des Korpers. “

Diese Aussage ist die Grundlage der Dynamik der Newtonschen Mechanik. Hier wird
die (Inertialsystem unabhingige) Eigenschaft einer Bahnkurve — ihre Beschleunigung
@ = d%2#/dt?> — mit einer Ursache — der Kraft F—in Verbindung gebracht, wobei
man die Kenntnis der Kraft F voraussetzt. Wir wollen zunéchst einige grundlegende
Bemerkungen zum physikalischen Aussagegehalt dieser Gleichung machen, bevor wir
uns ihrer mathematischen Struktur zuwenden.

Die Relation F' = ma enthilt vier Zeichen, deren Bedeutung jeweils kurz diskutiert
werden soll. Wir gehen dabei von rechts nach links vor:
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— Das ,,unproblematischste* Symbol ist vermutlich @, zumindest, wenn man die
affine Vektorraumstruktur des Raumes und die Universalitit der Zeit akzeptiert.
Dann ist

. d?Z(t)
a =
de?
In der speziellen Relativitdtstheorie wird & (und damit auch F ) zu einem Vierer-Vektor. Die vier-
dimensionale Raum-Zeit ist in der speziellen Relativitdtstheorie ebenfalls ein affiner Vektorraum

(wobei ,, Drehung* durch ,, Lorentz-Transformation “ zu ersetzen ist). Als systemunabhéingige Zeit
tritt die Eigenzeit entlang der Bahnkurve auf.

In der Allgemeinen Relativitétstheorie, wo die Raum-Zeit durch eine (Pseudo-) Riemannsche
Mannigfaltigkeit beschrieben wird, muf3 die Ableitung des Geschwindigkeitsvektors zunédchst de-
finiert werden: Wahrend bei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten die Geschwindigkeit im Tan-
gentialraum der Mannigfaltigkeit liegt und damit ein Vektor ist, mufl man fiir die Bestimmung
der Beschleunigung iiber den Grenzprozef} eines Differenzenquotienten angeben, wie Geschwin-
digkeiten in infinitesimal benachbarten Punkten zu addieren sind. Dazu muf3 zunéchst ein soge-

nannter kovarianter Zusammenhang vorgegeben sein.

— Das zweite Zeichen m ist schon etwas problematischer. m bedeutet die Masse des
Teilchens, genauer sollte man von der trigen Masse, my, sprechen. Es handelt
sich um eine (zeitunabhéngige) Eigenschaft des Teilchens, die ihm unabhéingig
von seinem Bewegungszustand und unabhéngig vom beobachtenden System zu-
gesprochen wird. Diese Eigenschaft duflert sich nach dem obigen Gesetz dadurch,
daf} das betreffende Teilchen einer &ufleren Kraft einen bestimmten ,, Widerstand “
entgegen setzt, d.h. sie ist ein Maf} fiir die Tendenz eines Teilchens, in seinem bis-
herigen Zustand (der gleichférmig geradlinigen Bewegung) zu verharren. Daher
der Ausdruck ,trige Masse“, im Gegensatz zur sogenannten , schweren Masse*,
die wir spéter noch behandeln werden.

Fafit man die Gleichung F = m,d als ein physikalisches Gesetz auf, so wird impli-
zit vorausgesetzt, daf} alle drei Groflen unabhéngig von dieser Gleichung definiert
werden konnen, ihnen also unabhéngig von dieser Gleichung ein physikalischer
Sinn gegeben werden kann. Die tréige Masse eines Korpers ist aber gerade durch
diese Gleichung definiert: B
my = @ .
|dl
Wieder stehen wir vor dem Problem, daf} dieselbe physikalische Aussage ein-
mal als Definition der in ihr auftretenden Begriffe dient, andererseits als
physikalisches Gesetz interpretiert werden kann. Auch hier ist die Losung dhn-
lich, wie schon frither beim Begriff der , geradlinig, gleichférmigen Bewegung*“:
Fiir verschiedene Krifte F' beobachtet man, daB der Quotient | F|/|@| unabhéingig
von allen externen Parametern (Raumpunkt, Art der Kraft, etc.) ist, und nur von
einer einzigen intrinsischen Eigenschaft des jeweiligen Gegenstands abhéngt (also
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nicht beispielsweise von der Form des Gegenstands). Diese Aussage ist ein physi-
kalisches Gesetz. Der gemessene Quotient wird dann als trige Masse definiert und
kann in weiteren Untersuchungen bzw. Experimenten als bekannt vorausgesetzt
werden.

Das dritte Zeichen ,,=*“ erscheint zun#chst trivial. Allerings haben wir im vorigen
Punkt schon gesehen, dafl die Newtonsche Gleichung auch als Definition fiir die
trige Masse dienen kann, und wir werden im néchsten Punkt sehen, daf} sie
ebenso auch als Definition fiir die Kraft aufgefafit werden kann. In diesem Fall
ist das Gleichheitszeichen ,,=% durch ein Definitionszeichen ,,:=* zu ersetzen.
Die Newtonsche Gleichung ist dann kein physikalisches Gesetz mehr, und man
kann die einzelnen Groflen in dieser Gleichung nicht beliebig auf die andere Seite
bringen.

Abschliefiend soll das Symbol F , die Kraft, diskutiert werden. Auch hier 148t sich
die Newtonsche Gleichung als Definitionsgleichung verstehen:
F = ma.

Streng genommen handelt es sich sogar in zweifacher Hinsicht um eine Definiti-
onsgleichung: Einerseits wird die Stdrke und Richtung einer unbekannten Kraft
oft iiber diese Relation gemessen, d.h., man beobachtet die Beschleunigung eines
Testteilchens bekannter Masse und bestimmt daraus die Kraft. Andererseits gibt
es aber auch den Begriff der sogenannten ,, Tragheitskraft“, die gerade iiber obi-
ge Beziehung definiert ist. Es handelt sich dabei nicht um die externe, an einem
Teilchen angreifende Kraft, sondern um diejenige Kraft, die das Teilchen entge-
gensetzt. Am deutlichsten wird die Bedeutung der Tragheitskraft bei rotierenden
Gegensténden, beispielsweise einem rotierenden Pendel: Die Tragheitskraft driickt
das Pendel nach aulen und damit — der Schwerkraft entgegen — nach oben.

Der Begriff der ,, Tragheitskraft “ ist nicht unumstritten. Gliicklicherweise spielt
er in der Anwendung eine untergeordnete Rolle, und ist eher von philosophi-
schem Interesse. Wihrend sich letztendlich alle Kriifte auf eine Wechselwirkung
(gravitativ, stark, schwach, elektromagnetisch) — und damit im Rahmen einer
quantenfeldtheoretischen Behandlung auf die Existenz von Austauschteilchen —
zuriickfithren lassen, gibt es zur ,, Tragheitskraft* kein Austauschteilchen. Diese
fehlende Wechselwirkung hat Einstein unter anderem dazu angeregt, die Trégheit
auf eine Wechselwirkung ,,mit dem Fixsternhimmel* zuriickzufithren (vgl. das
sogenannte Machsche Prinzip), und er war teilweise enttduscht, dafl die Allge-
meine Relativitiatstheorie keine zufriedenstellende Antwort auf diese Frage geben
konnte.

Abschlielend kénnen wir auch hier sagen, dafl die Newtonsche Gleichung erst
dann zu einem physikalischen Gesetz wird, wenn auch die Kraft F' zunéchst durch
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andere Experimente gemessen wurde. Die physikalisch nicht-triviale Aussage lau-
tet hier, daf} es fiir eine bestimmte Klasse von Materie bzw. Testteilchen sinnvoll
ist, an einem Ort im Raum eine von diesen Testteilchen unabhéngige Kraft an-
zugeben, fiir die dann in weiteren Experimenten die Newtonsche Relation erfiillt
ist.

3.1.3 Die mathematische Struktur der Newtonschen Bewegungsglei-
chung

Die mathematische Struktur der Bewegungsgleichung héngt offensichtlich davon ab,
von welcher Art die Kraft ﬁ(t) ist, die zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ auf den Korper
am Punkte Z(t) wirkt:

d22(t)

de?

Diese Kraft kann beliebig kompliziert sein und beispielsweise von der Vergangenheit der
Bewegung des Massepunktes abhédngen. Dieser Fall tritt z.B. auf, wenn die Bewegung
des Massepunktes seine Umgebung beeinfluit, und die Kraft auf den Massepunkt wie-
derum von dem Zustand der Umgebung abhéngt. Obwohl dieser Fall durchaus auftritt,
soll er hier nicht weiter betrachtet werden. (Ohnehin ist es in diesem Fall giinstiger, die
Bewegung der Umgebung mit in die dynamische Beschreibung aufzunehmen und ein
Mehrteilchensystem mit gegenseitiger Wechselwirkung zu betrachten. Dieser Fall wird
spéter untersucht.)

m = F(t).

Oft hiangt die Kraft jedoch nur von wenigen Gréflen ab, die das Teilchen charak-
terisieren, beispielsweise von seiner momentanen Position, seiner Geschwindigkeit und
explizit von der Zeit: . . .

F(t) ~ F(Z(t),Z(t),t) .

(Wir haben uns hier einer gerade in der Physik sehr verbreiteten Unsitte angeschlossen,

verschiedene Funktionen, die physikalisch dasselbe beschreiben, auch gleich zu benen-

nen: Auf der linken Seite steht eine Funktion von einem einzelnen Argument, ¢, auf der

rechten Seite steht eine Funktion von 7 Argumenten — &, f’, t. Die iibliche Ausrede, daf3

solche Identifikationen keine Schwierigkeiten bereiten sollten, stimmt leider oft nicht.)
In diesem Fall wird die Newtonsche Bewegungsgleichung des Massepunktes

mZ(t) = F(Z(t), Z(t), )

zu einer gewdhnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung. ,, Gewohnlich“, weil es sich um
die Differentialgleichung fiir die Funktion von einem Argument (¢) handelt, und ,,2. Ord-
nung“, weil der Differentialquotient von & in zweiter Ordnung autritt. Die Losung einer
solchen Differentialgleichung ist im Allgemeinen eindeutig gegeben, wenn man zu einem
Zeitpunkt #o die Position Z(ty) = Zo und die Geschwindigkeit #(to) = @ vorgibt. Ein
solches Problem — eine Differentialgleichung plus die Vorgabe von ausreichend vielen
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Anfangsdaten zu einem Zeitpunkt tg — bezeichnet man auch als Anfangswertproblem
(bzw. manchmal auch als Cauchy-Problem). Inwieweit jedoch immer eine Losung exi-
stiert (zumindest fiir ein beschrénktes Zeitintervall [to, t]) hdngt von der genauen Form
von F ab und ist oft schwierig zu entscheiden.

Manchmal ist es physikalisch sinnvoll, die Losung der Differentialgleichung durch
andere Daten als Anfangswerte festzulegen, beispielsweise durch die Vorgabe der Po-
sitionen zum Zeitpunkt ty und zum Zeitpunkt ¢;, durch die Vorgabe der Geschwin-
digkeiten zu zwei verschiedenen Zeitpunkten, oder auch gemischte Vorgaben (Position
und Geschwindigkeit zu verschiedenen Zeitpunkten). Die Existenz von Loésungen zu
solchen Randwertproblemen ist meist noch schwieriger zu entscheiden und schon fiir
einfachste Fille kann beispielsweise zur Vorgabe zweier Position zu verschiedenen Zeit-
punkten iiberhaupt keine Losung existieren (z.B. beim harmonischen Oszillator, wenn
die Zeitdifferenz gerade der Periode entspricht, die Positionen aber verschieden sind).

Besonders héufig ist der Fall, dafl die Kraft nur von der momentanen Position des
Massepunktes abhéngt: . B

F(t) ~ F(Z(t)) .

In diesem Fall spricht man von einem (zeitunabhéngigen) Kraftfeld.

Ein Feld ist ganz allgemein eine Abbildung vom Raum (oder — bei zeitabhingigen Feldern —
von der Raum-Zeit) in eine Menge, die die lokalen Freiheitsgrade des Feldes charakterisiert. Diese
lokalen Freiheitsgrade konnen beispielsweise durch eine reelle Zahl gegeben sein (Temperaturfeld oder
Dichtefeld — sofern die betrachteten Raumvolumina nicht zu klein werden —, allgemein ein Skalarfeld),

oder auch durch einen Vektor, wie das Kraftfeld, das elektrische und magnetische Feld etc.

Eine besonders wichtige Klasse von (moglicherweise zeitabhéngigen) Kraftfeldern
bilden die sogenannten konservativen Kraftfelder. Bei ihnen verschwindet das Wegin-
tegral entlang eines geschlossenen Weges:

fﬁ(f)-dgz _ / ﬁ(f(T)).di(:) dr = 0.

Hierbei beschreibt Z(7) einen geschlossenen Weg (d.h. eine Abbildung [y, 7] C R —
IR? mit #(70) = #(71)). Ein konservatives Kraftfeld F(Z) a8t sich immer als Gradient
eines skalaren Feldes U(Z), dem sogenannten Potential, scheiben:

F(&) = —VU(Z).

(Das Minus-Zeichen ist Konvention.) Der Gradient eines skalaren Feldes ist dabei ge-
geben durch:
> ou oU oU
U ~ (| —, —,—
v (x> <8x1’ 8.7327 8.%'3)
bzw.

VU@ = oU(&) .
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Fiir eine skalare Funktion U(Z) konnen wir den Gradient koordinatenunabhingig durch die Tay-
lorentwicklung,
U(Z+th) = U(Z)+ t(DU(Z),h) + OF°) ,

definieren, wobei (-, E) eine lineare Abbildung auf den Vektoren h bedeutet. Diese Definition kennzeich-
net DU(Z) als Element des Dualraumes. Oft bezeichnet man DU (Z) als den Gradienten von U an der
Stelle Z, d.h. es handelt sich um ein Vektorfeld im dualen Tangentialraum. Ist ein Skalarprodukt defi-
niert, so bezeichnet man auch oft das Vektorfeld DU(Z)™ als das Gradientenfeld zu U. In Koordinaten
wird aus obiger Gleichung:

B ou ou ou 9
U(z1 + thi, z2 + the,x3 + ths) = U($1,$2,$3)+t(8x1h1+ 8x2h2+ 8m3h3> + O@t7),

was den Gradienten in Koordinatenschreibweise als
= oUu oU 0U
VU(:E) B (8.@1 ’ 81‘2’ 61’3)

identifiziert.

Beweis:

Falls F = —VU verschwindet das Integral iiber jeden geschlossenen Weg, bzw.
dquivalent, hingt das Integral entlang jeden Weges nur vom Anfangs- und Endpunkt
ab, ist ansonsten also wegunabhéngig:

/T: VU (i(T)) - di(:) dr = /TOT1 dUE;T(T)) dr

= U(@(n)) - U(E(n)) -

Umgekehrt kénnen wir zu einem konservativen Kraftfeld F immer eine Funktion U
durch die Vorschrift

U@ = [ F@)-d
Zo
T d_'
= [y E o
0 dr

definieren, wobei nun Z(7) einen Weg von &y = Z(79) zum Punkt Z = #(7) beschreibt.
Da das Integral wegunabhéingig ist, hingt es nur vom Anfangspunkt (d.h. einer Kon-
stanten) und Z ab, ist also eine wohldefinierte Funktion von Z. Die Funktion U (Z) ist
durch die Eigenschaft F(&) = —VU(Z) ohnehin nur bis auf eine Konstante definiert.
Wir erhalten somit fiir konservative (zeitunabhéngige) Kraftfelder die folgende Be-
wegungsgleichung;:
mE(t) = —VU(Z()) . (3.1)

Wir werden spéter sehr oft Gleichungen dieses Typs untersuchen, obwohl nicht
alle Krifte in der klassischen Mechanik konservative Kréfte sind. Auch fiir nicht-
konservative Kréfte werden wir Beispiele angeben.
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Es ist hilfreich, ein rasches Entscheidungsverfahren zu haben, ob es sich bei einer
vorgegebenen Kraft um eine konservative Kraft handelt. Da die Wegunabhéngigkeit
meist schwieriger zu tiberpriifen ist, und bei komplizierteren Kréiften die Existenz einer
»Stammfunktion“ U(Z) auch nicht immer offensichtlich ist, wollen wir ein weiteres
Kriterium fiir eine konservative Kraft beschreiben:

Satz: Fiir eine konservative Kraft gilt: V x F(Z) = 0.

Hierbei ist die Rotation eines Vektorfeldes definiert als:

[V x F(@))i = €jxd;Fir(7)

bzw. ausfiihrlich:

> o _ 0F3 0F,
VX F@)) = 87562 87303
> o _ 0FR OF3
> o OB OF,
[V x F(@)]s = a1 Day

Der Beweis obiger Behauptung ist sehr einfach, und soll als Beispiel fiir die Vorteile
der Indexschreibweise dienen. Da sich eine konservative Kraft immer als Gradient eines
skalaren Potentialfeldes schreiben 148t, miissen wir nur zeigen, dafl die Rotation eines
Gradientenfeldes verschwindet:

[V x (VU@ = epdi VU@ = endioU (&) . (3:2)

Wenn U(Z) ein Potential ist, das zweimal stetig differenzierbar ist, 1a8t sich die Rei-
henfolge der Ableitungen vertauschen:

0,0,U (%) = 0p0;U(T) .

Das nun folgende Argument tritt oft bei Beweisen dieser Art auf soll daher allgemeiner
analysiert werden:

Auf der rechten Seite von (3.2) ist nach der Summenkonvention iiber die Indizes j
und k zu summieren (die Gleichung gilt fiir jeden Index ). €;5;, ist aber bei Vertauschen
der Indizes j und k (unabhéngig von ¢) antisymmetrisch: €ijk = —€ikj, wihrend der
Ausdruck 0;0), symmetrisch ist. Allgemein hat man also einen Ausdruck der folgenden
Form: AjiSjk, wobei Aj, = —Ay; und Sj, = Sy ist. Fiir einen solchen Ausdruck gilt
immer:

Aijjk = 0 falls Ajk = —Akj und Sjk = Skj .

Der Grund ist, dafl zu jedem Term, bei dem j und k& mit einem bestimmten Wert belegt
sich, in der Summe auch der Term auftritt, bei dem j und k& mit dem umgekehrten Wert
belegt sich. Wegen der Antisymmetrie heben sich die beiden Terme jedoch weg.
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Wir haben also die Aussage bewiesen: F=-VU =V x F = 0. Die Umkehrung
gilt nicht immer und soll hier nur als Satz angegeben werden. Den Beweis werden wir
spater fiihren.

Satz: Verschwindet die Rotation eines Vektorfeldes innerhalb eines einfach zusam-
menhéngenden Gebietes, so 148 t sich das Vektorfeld in diesem Gebiet als Gradientenfeld
schreiben.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dal das Definitionsgebiet einfach zusam-
menhdngend ist, d.h. das jeder geschlossene Weg stetig zu einem Punkt zusammen-
gezogen werden kann. Aquivalent kann man auch sagen, daf in einem einfach zusam-
menhingenden Gebiet jeder geschlossene Weg Rand einer Fléche ist. Eine bekannte
Ausnahme bilden beispielsweise Probleme in der Magnetostatik, bei dem entlang ge-
schlossener Schleifen Strome flielen. Das Gebiet, in dem die Bewegung von Ladungs-
trigern erfolgen kann, ist nun der IR?/S, d.h. der dreidimensionale Raum ohne eine
geschlossene Schleife S. Jeder geschlossene Weg um diese Schleife 148t sich nicht stetig
zu einem Punkt zusammenziehen, bzw. ist kein Rand einer Fldche.

In einem einfach zusammenh#ngenden Gebiet sind die beiden Aussagen , F ist kon-
servativ® und V x F = 0 also dquivalent.

Fiir das folgende Vektorfeld verschwindet die Rotation, das Wegintegral um ge-
schlossene Wege ist jedoch nicht immer Null:

—

S (z2, —21,0)
= T2, —2x1,0) .
22 + 13 2 !

Als Wegintegral wihlen wir einen Kreis um die z-Achse:

Z(t) = (Rsin2nt, Rcos2nt,0) = &(t) = 2nR(cos2nt, —sin 27t, 0)
1 5 7 2 1
/ th(f(t))-% = % / dt(cos 27t, — sin 2, 0) - (cos 2t — sin 27, 0)
0

0
1
= 27T/dt:27r.
0

Das Integral verschwindet somit nicht, hdngt aber nicht vom Radius des Kreises ab.
Gangz allgemein 148t sich zeigen, dafl das Integral nur von der Windungszahl des Weges
um die z-Achse abhéngt.

3.1.4 Die Bewegungsgleichungen fiir Mehrteilchensysteme

Wir hatten schon erwiahnt, dafl die Bewegung eines Masseteilchens von der Umgebung
abhingen kann, und dafl andererseits das Teilchen umgekehrt einen Einflul auf sei-
ne Umgebung ausiiben kann. Alle Wechselwirkungen der Natur haben eine endliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit. Wiirde die Sonne ,, plotzlich verschwinden*, so bliebe die
Erde noch ungefihr fiir 8 Minuten auf ihrer Ellipsenbahn, bevor ihr Schwerpunkt in
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den Zustand der gleichférmigen gradlinigen Bewegung iiberginge. Die Bewegung eines
(beispielsweise massiven und geladenen) Teilchens wirkt sich also erst mit einer ge-
wissen Verzogerung (einer sogenannten Retardierung) auf seine Umgebung aus, und
umgekehrt macht sich eine Verdnderung der Umgebung erst mit einer Verzogerung
fiir das Teilchen bemerkbar. Die bekannten Wechselwirkungskréfte (elektromagnetisch,
gravitativ) breiten sich (im Vakuum) mit Lichtgeschwindigkeit aus, d.h. der Einflu} der
Verzogerung macht sich bei Systemen innerhalb des Laboratoriums kaum bemerkbar.
Wir werden daher im folgenden die Wechselwirkungen als instantan ansehen. Solche
sogenannten Fernwirkungsprinzipien waren schon Newton auflerordentlich suspekt, so
daf er seine Theorie der Gravitation auch nur als etas vorldufiges, phdnomenologisches
ansah.

Unter der Annahme einer Fernwirkung nehmen die Bewegungsgleichungen der New-
tonschen Mechanik fiir ein System aus IV Teilchen meist die folgende Form an:

ml,%l(t) = Fl(fl,...,f]v,fl,...,fN,t)
mzfg(t) = Fg(fl,...,f]\[,fl,...,.’fN,t)
myZn(t) = Fn(Z1,...,EN,T1,...,ZN,t)

bzw. in Kurzschreibweise:
mzzi‘}(t) = Fi(fl, o ,l_”N,fl, e fN,t) .

(Man beachte hier, daf sich der Index ¢ nicht auf die Koordinaten eines Vektors bezieht,
sondern das i-te von N Teilchen bezeichnet. Dementsprechend ist auf der linken Seite
auch nicht iiber ¢ zu summieren.)

Unter Beriicksichtigung der Dreidimensionalitit des Raumes ist dies ein System
von 3N gekoppelten gewodhnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung. Eine Loésung
(Z1(t),...,Zn(t)) wird durch die Vorgabe von N Anfangspositionen und N Anfangs-
geschwindigkeiten zu einem Zeitpunkt tg festgelegt. Der Phasenraum ist somit 6./N-
dimensional.

FEine erste Vereinfachung ergibt sich, wenn wir die Kraft wiederum nur von der
Position der Teilchen abhéngen lassen:

miZi(t) = Fy(#,...,Ex) .

Eine weitere Vereinfachung geht davon aus, dafl die Kréfte durch paarweise Wechselwir-
kungen zwischen den Teilchen herriihren, die nur von der relativen Lage der jeweiligen
Massepunkte abhéingen: ) .
miTi(t) = Y Fi(T— ;) . (3.3)
J#1
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(Die Summe lduft dabei iiber alle j = 1,..., N auer j = i, was sogenannte Selbst-
wechselwirkungen ausschlieit.) Das 3. Newtonsche Aziom der klassischen Mechanik,

»actio=reactio“, besagt fiir diesen Fall
(3.4)

Die letzte Vereinfachung schliefllich nimmt an, dafl sich die Wechselwirkungskréfte als

Potentialkrafte schreiben lassen,

also

mit
Uij(Ti — Z5)) = Uu(Z; — 7) -

Das Gleichungssystem (3.3) bzw. (3.5) ist nur fiir sehr spezielle Félle 16sbar. Allerdings
188 t sich aufgrund des 3. Newtonschen Axioms sofort eine einfache Aussage herleiten:
Bildet man die Summe der N Gleichungen in (3.3), so erhélt man

i j#i

N
Yoomidi(t) = Y Y Fy(@—3) = 0,
i=1

oder
d2

Bezeichnen wir mit
fiy = M0 () L
mi1 + ... + mpy M p v

den Schwerpunkt des N-Teilchensystems, so erhalten wir aus dem 3. Newtonschen

Axiom
a2 - _ L

Der Schwerpunkt eines Systems von N untereinander wechselwirkenden Teilchen be-

wegt sich also gleichférmig und geradlinig.
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3.1.5 Zwei-Korper-Probleme

Wihrend das allgemeine N-Korper-Problem aufer fiir sehr einfache Fille (freier Fall,
gekoppelte harmonische Oszillatoren) nicht mehr 16sbar ist, lassen sich die Zwei-Kérper-
Probleme auf das normale Problem eines einzelnen Massepunktes reduzieren. Addieren
wir die beiden Gleichungen

mli‘l(t) = ﬁ(fl - _»2)

moia(t) = —F(&h —22) ,
so erhalten wir wieder die geradlinige Bewegung des Schwerpunktes:

d2 miZ1 + mals

= 0.
dt? mi + me

Dividieren wie die beiden obigen Gleichungen durch die Massen und bilden die Diffe-
renz, so folgt:
F(#h — 7) ,

2 1 1N z. -
p@—2) = <+)F($1—$2) =

mit der sogenannten reduzierten Masse u:

1 ( 1 1 ) m1ms
- = —+ — bzw. yu = —— .
o m1 moy my + m2

Bezeichnen wir mit 7#(t) = #1(t) — Z2(t) den Differenzvektor zwischen Z; und Zo (er
ist unabhéingig vom Bezugspunkt!), so erhalten wir also als Differentialgleichung fiir
diesen Vektor: ) B
pr(t) = F(r(t)) .

Dies ist die gewthnliche Bewegungsgleichung fiir einen einzelnen Massepunkt der Mas-
se u, auf den die Kraft F wirkt. Wir haben also das Zwei-Korper-Problem auf ein
Ein-Korper-Problem reduziert. Dies wére nicht méglich gewesen, hétten neben der ge-
genseitigen Wechselwirkung noch weitere duflere Krifte auf die Teilchen eingewirkt.

3.1.6 Erhaltungssitze

Wir betrachten im folgenden die Bewegungsgleichung eines Massepunktes in einem
konservativen Kraftfeld, d.h. in einem Potential U:

mE(t) = —VU(Z({)) . (3.6)

Eine Losungskurve ist durch Vorgabe von &y und py = mj festgelegt. Man erhélt so ei-
ne sechsparametrige Schar von Losungskurven in einem 6-dimensionalen Phasenraum.
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(Die Losungskurven im Phasenraum haben die Eigenschaft, daf8 keine Uberschneidun-
gen stattfinden, d.h. durch jeden Punkt verlduft genau eine Losungskurve. Im Konfigu-
rationsraum konnen durch einen Punkt unendlich viele Bahnkurven verlaufen, je nach
Wahl der Geschwindigkeit.)

Zunichst wird man versuchen, den Raum, in dem sich die Lésungskurven bewegen,
einzuschrinken. Dies ist durch sogenannte Erhaltungsgréfien moglich. Erhaltungsgrofien
sind Observable (d.h. Funktionen iiber dem Phasenraum), die sich zeitlich nicht &ndern,
d.h. fiir die gilt

SR, P0) = 0,

wenn man fiir (Z(t),p(t)) eine Losungskurve einsetzt. Eine solche Erhaltungsgrofe ist
also entlang der Losungskurve konstant. Umgekehrt schénkt eine Erhaltungsgofidie
Bewegung im Phasenraum ein, da ausgehend von den Anfangsbedingungen fiir den
weiteren Verlauf der Losungskurve nur die Hyperfliche im Phasenraum in Frage kommt,
auf der die Erhaltungsgofle denselben Wert wie bei den Anfangsbedingungen hat.

Ziel ist es daher, moglichst viele Erhaltungsgofien zu einer Differentialgleichung zu
finden und dadurch die Bewegung im Phasenraum auf einen Teilraum mit moglichst
kleiner Dimension einzuschrinken. Welche und wieviele Erhaltungsgréfien zu einer Dif-
ferentialgleichung existieren, 148t sich oft nicht leicht erkennen. Daher ist es notwendig,
allgemeine Methoden zum Auffinden von Erhaltungsgrosfien zu entwickeln.

Ein Beispiel fiir eine Erhaltungsgrofie haben wir bereits bei Mehrteilchensystemen
ohne duflere Kriafte gefunden: Die Geschwindigkeit des Schwerpunkts bleibt konstant,
ist also eine Erhaltungsgrofie. Weitere bekannte Erhaltungsgrofien bei bestimmten Sy-
stemen sind die Energie und der Drehimpuls, die wir nun untersuchen wollen.

Die Energie
Wir betrachten die Differentialgleichung (3.6) und bilden auf beiden Seiten das Skalar-
produkt mit Z(¢).

mi- & = — (VU(D))-Z .
Man erkennt nun, daf} sich beide Seiten der Gleichung also totale Ableitung nach der
Zeit schreiben lassen:

5005 1 d S 005
mr-Tr = §mE(zx)
~(U@)-F = ~SUED).

Wir erhalten also:
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Diese Gleichung gilt fiir jede Bahnkurve Z(t), welche die Bewegungsgleichung erfiillt.
Wir haben damit eine Erhaltungsgrofie gefunden, die Energie:

Eine wesentliche Vorraussetzung war, dafl das Potential U ein zeitunabhéngiges Feld ist,
also nur eine Funktion der Position des Massenpunktes ist, nicht aber noch explizit von
der Zeit abhingt. (Das bedeutet natiirlich nicht, daf sich die potentielle Energie eines
Teilchens im Verlauf seiner Bewegung nicht éndert, wie durch U(Z(t)) beschrieben.)

Eine Losungskurve von (3.6) kann also nur auf einer 5-dimensionalen Hyperfliche
im Phasenraum verlaufen, auf der die Energie konstant ist. Man spricht auch von der
Energie(hyper)fidche.

Der Drehimpuls

Weitere ErhaltungsgroBen zu der Bewegungsgleichung (3.6) gibt es im allgemeinen
nicht, es sei denn, man macht einschrinkende Annahmen iiber die Form des Poten-
tials U(Z).

Bei einer sehr hiufig auftretenden Situation hiangt das Potential U nur vom Ab-
stand des Massepunktes von einem ausgezeichneten Bezugspunkt ab, dem sogenannten
(Rotations-) Zentrum der Bewegung. Es gilt also U(Z) = U(|Z|) (auch hier haben wir
uns wieder der Unsitte angeschlossen, zwei verschiedene Funktionen mit demselben
Symbol zu bezeichnen). Der Gradient eines solchen radialsymmetrischen Potentials ist:

Beweis:
Nach der Kettenregel ist
a:U(zl) = U'(z)ailal
und 1 1 1
Oi(zim:) — il — — = o
2(xjx;)'/? i(s%) 2(wja;) 20 T () 2

Also gilt fiir die i-te Komponente des Gradienten von |Z|:

Oizjz;)'? =

.
8|z = ‘xf'

Die Bewegungsgleichung in einem radialsymmetrischen Potential ist also
xz

mit) = —U'(1#) 5
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Wir bilden nun auf beiden Seiten das Kreuzprodukt mit Z. Da aber das Kreuzprodukt
eines Vektors mit sich selber verschwindet, folgt:

mEt) x & = 0.

Aus demselben Grund (Z x & = 0) 148t sich die linke Seite dieser Gleichung als totale
Zeitableiung schreiben,

mi(t) x T = m—(Z x & ,
(v i 7)
und wir erhalten die zeitliche Konstanz des Drehimpulses:

d- d . .
&L—am(:nxx)—o.

Wesentliche Voraussetzung fiir die Drehimpulserhaltung war die Rotationsinvarianz des
Potentials um ein Rotationszentrum, beziiglich dessen auch der Drehimpuls zu messen
ist. Dabei héitte das Potential durchaus auch explizit von der Zeit abhéngen kénnen,
denn der Gradient eines rotationssymmetrischen Potentials ist immer proportional zum
Ortsvektor, d.h. das Kreuzprodukt mit dem Ortsvektor verschwindet.

Wir erhalten also: Der Drehimpuls eines Teilchens in einem rotationssymmetrischen
Potential (selbst wenn sich dieses explizit mit der Zeit veréndert) ist erhalten.

3.1.7 Das zweite Keplersche Gesetz

Die drei Keplerschen Gesetze entstanden urspriinglichim Zusammenhang mit der Be-
schreibung der Planetenbahnen. Wihrend das erste Keplersche Gesetz (,,die Bahn-
kurven verlaufen auf Ellipsen bzw. Kreisen“) und das dritte Keplersche Gesetz
(,T?/R3 =const.“) ein sehr spezielles Potential voraussetzen (das erste Keplersche Ge-
setz gilt noch fiir den rotationssymmetrischen harmonischen Oszillator), gilt das zweite
Keplerscher Gesetz bei allen Potentialen mit Drehimpulserhaltung (d.h. bei allen rota-
tionssymmetrischen Potentialen).

Die Erhaltung des Drehimpulses L bei rotationssymmetrischen Potentialen fiihrt
sofort auf mehrere einschréinkende Bedingungen an die méglichen Bahnkurven. Der
Drehimpuls als Vektor definiert eine zu ihm senkrechte Ebene. Da aus der Drehimpul-
serhaltung insbesondere die Konstanz der Richtung von L folgt, und damit auch die
Konstanz der Ebene senkrecht dazu, kann die Bahnkurve nur innerhalb dieser Ebe-
ne verlaufen. Die Erhaltung des Drehimpulses bei rotationssymmetrischen Potentialen
fithrt also zu einer erheblichen Vereinfachung der Beschreibung: Die Fbene, in der die
Bewegung zu einem rotationssymmetrischen Potential verlduft, bleibt konstant.

Wir kénnen nun die méglichen Bahnkurven weiter einschrénken, indem wir ausnut-
zen, dafl auch der Betrag von L zeitlich konstant bleibt. Dies fiihrt direkt auf das zweite
Keplersche Gesetz: ,,In gleichen Zeiten werden von dem Bahnvektor gleiche Flichen
iiberstrichen.
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Beweis: Innerhalb des Zeitintervalls d¢ bewegt sich der Massepunkt von Punkt Z(t)
zum Punkt Z(t + dt), legt also die Strecke d¥ = Z(t + dt) — Z(t) zuriick. Die Fléche, die
der Bahnvektor innerhalb dieses Zeitintervalls iiberstreicht, ist:

1
dF = S|i(t) x dif(t)

1 4z
5 |#0) e

1 =
= ——|L|dt.
5 1

Die Gesamtfldche, die im Zeitintervall At = to — t1 tiberstrichen wird, ist daher:

Fay = [Car = At
t1 2m
Hier geht die Erhaltung des Drehimpulses ein: |E | héngt nicht von der Zeit ab und kann
daher vor das Integral gezogen werden.

Das dritte Keplersche Gesetz ist also eine direkte Folge der Drehimpulserhal-
tung und gilt bei jedem rotationssymmetrischen Potential (sogar wenn eine explizite
Zeitabhéngigkeit vorliegt) !

3.2 Die eindimensionale Bewegungsgleichung

Oft verlduft eine Bewegung aufgrund von dufleren Einschrinkungen effektiv nur eindi-
mensional, d.h. die moglichen Positionen eines Massenpunktes sind auf eine eindimen-
sionale Kurve eingeschrénkt. Dazu zéhlen beispielsweise das einfache Pendel oder die
Bewegung von Kugeln auf einem Draht. In vielen anderen Fiéllen ist es moglich, durch
Ausnutzung der Erhaltungsgrofien das Problem effektiv auf ein eindimensionales Pro-
blem zu reduzieren. Dies gilt zum Beispiel bei alles rotationssymmetrischen Potentialen,
wie wir noch sehen werden.
Wir betrachten die eindimensionale Bewegungsgleichung:

dU (z(t))
 dz
(In einer Dimension ist es immer moglich, die Kraft als Ableitung eines Potentials
darzustellen.)

Wir wollen nun zeigen, daf} sich eine Gleichung von diesem Typ immer integrieren
la83t. Die allgemeine Losung besteht aus Kurven im zweidimensionalen Phasenraum
{(z,4)}. Wir wissen, nach unseren allgemeinen Uberlegungen, daf es fiir die Losungen
einer Gleichung der obigen Form (3.7) immer eine Erhaltungsgrofie gibt, die Energie:

dE
dt

mi(t) = F(z(t)) = (3.7)

— 0 mit E = %m(t)? + U@(®) .
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Damit ist die Bewegung im zweidimensionalen Phasenraum effektiv auf einen eindi-
mensionalen Unterraum eingeschrénkt, der durch die Gleichung

E(z,z) = E = const. (3.8)

beschrieben wird.

Zunéchst soll gezeigt werden, dafl die Differentialgleichung fiir die Energieerhaltung
dquivalent zu der Bewegungsgleichung ist. Dies gilt nur fiir eindimensionale Bewegun-
gen:

dr .. dU . . .

- mm:—i—ax = (mx—d%>x =0.
Sofern © # 0 mufl der Term in Klammern verschwinden, d.h. gilt die Bewegungsglel—
chung. In mehr als einer Dimension folgt aus der Energieerhaltung nur (mx+VU) =0,
d.h. der Ausdruck (ma + VU) ist senkrecht zur Geschwindigkeit Z. Diese Aussage ist
nur in einer Dimension dquivalent zum Verschwinden dieses Terms, d.h. zur Bewegungs-
gleichung.

Die Gleichung fiir die Energieerhaltung £ = 0 liBt sich aber leicht integrieren:
E(z,%) = E. Man sagt in diesem Fall auch, dal man ein erstes Integral der Bewe-
gungsgleichung gefunden hat. Wir kénnen nun fortfahren, und diese Gleichung selber
integrieren, wobei (3.8) eine Differentialgleichung 1. Ordnung ist:

Smi(t) + U(e(t) = B
bow. () = % E—U(®) . (3.9)

Der Wert der Energie F spielt hierbei die Rolle einer Integrationskonstanten, die durch
die ,,Integration“ der Differentialgleichung 2. Ordnung zu einer Differentialgleichung 1.
Ordnung hereinkommt. Statt beispielsweise die Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt ¢
als Anfangsbedingung an die Losungskurve vorzugeben, kann man natiirlich auch die
Energie als mogliche Anfangsbedingung wéhlen.

Die Differentialgleichung 1. Ordnung (3.9) ist vom Typ:

w(t) = flx(t)) -

Eine solche Differentialgleichung 148t sich immer durch die sogenannte ,,Quadratur®,
oder auch Trennung der Variablen, integrieren:

dx

o - @ (3.10)
dx
o
o
= /xo oy = =t (3.11)
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Sei G(z) die Stammfunktion zu 1/f(z), d.h. dG(z)/dz = 1/f(z), dann erhalten wir
somit als Losung;:

G(z(t)) — G(z(tg)) = t—to bzw. G(z(t)) = t + G(x(to)) —to -
Ist die Umkehrfunktion G~! bekannt, d.h. die Lésung von G~1(G(z)) = x, dann folgt:
z(t) = Gt + const.) .

Zur Angabe der Losung haben wir zwei Voraussetzungen gemacht: Erstens, daf§ die
Stammfunktion G(z) zu 1/f(x) bekannt ist und zweitens, daf sich die Stammfunkti-
on zu G~1(x) invertieren liBt. Beide Voraussetzungen hingen von der expliziten Pro-
blemstellung ab, und in der Praxis sind diese Funktionen oft nicht durch elementare
Funktionen ausdriickbar. Vom theoretischen Standpunkt gilt jedoch ein Problem als
»gelost“, wenn es auf die Berechnung eines Integrals (Gl. (3.11)) bzw. die Bestimmung
einer Umkehrfunktion zuriickgefiihrt wurde.
Wir erhalten also fiir die eindimensionale Newtonsche Gleichung:

de = t—to.

/m(t) m
x(to) 2/ F — U(x)
3.2.1 Die Methode der Variablentrennung

Das oben angegebene Verfahren zur Integration einer Differentialgleichung 1. Ordnung
ist so allgemein und wird in der Physik so hdufig benutzt, dal einige allgemeine Be-
merkungen angebracht scheinen. Die Differentialgleichung (3.10) ist ein Spezialfall der
folgenden Differentialgleichung:

& = i) | (312)

wobei im obigen Fall g(t) = const. gilt. Ein anderer Spezialfall, f(z) = const., ist
ebenfalls wohlbekannt und fiihrt zur Losung z(t) = [ ¢(¢')d¢’. Die allgemeine Gleichung
148t sich nach demselben Verfahren der Variablentrennung umformen:

1

Fmdr = edl (3.13)
:E(t) 1 , t / /
/z(to) f(x’)dx - /tog(t)dt- (3.14)

Vom theoretischen Standpunkt ist die obige Differentialgleichung damit geltst. Von
praktischer Seite miissen die beiden Integrale noch bestimmt und (eventuell) die Losung
nach z(t) aufgelost werden.
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Der ,, Trick“ durch Multiplikation mit dem Differential d¢ von Gl. (3.12) zu (3.13)
zu gelangen und so die Variablenseparation zu erreichen fithrt zwar auf das richtige
Ergebnis, aber streng genommen darf man mit Differentialen natiirlich nicht wie mit
gewohnlichen Zahlen umgehen. Der Ausdruck dz(t)/dt bildet eine zunéchst nicht trenn-
bare Einheit und steht fiir die erste Ableitung der Funktion x(¢). Daher soll an dieser
Stelle kurz der , korrekte“ Weg von (3.12) zu (3.14) skizziert werden:

Wir dividieren beide Seiten von (3.12) zunéchst durch f(z(¢)) und integrieren beide

Seiten nach ¢: Co1 o de) .
z(t
dt = / t')de .
o Fal?)ar o)
Nun fithren wir auf der linken Seite dieser Gleichung 2’ = z(t’) als neue Integrations-
variable ein, wobei wir durch den Ubergang ¢ — z(¢) fiir das Differential im Integral
gerade

dz(t')
dt/
erhalten, und die neuen Grenzen durch xy = z(to) und z(t) gegeben sind:

dz’ = dt’

1 da’ / t (') at’
xr = .
o f(m/) tog

Damit ist das obige Ergebnis (3.14) wieder abgeleitet, diesmal ohne ,, unerlaubte“ Ma-
nipulationen der Differentiale.

3.3 Die Hamiltonsche Form der Bewegungsgleichungen

Unter der Annahme einer instantanen Fernwechselwirkung fiir die Kréfte hatten wir
gesehen, dafl die Newtonschen Bewegungsgleichungen in den meisten Fillen die Form
m¥ = F(Z,7,1)
annehmen. Wie schon erwéhnt, handelt es sich hierbei um eine gewthnliche Differen-
tialgleichung 2. Ordnung (genauer, um drei gekoppelte gewohnliche Differentialglei-
chungen 2. Ordnung). Jede solche Differentialgleichung hoherer Ordnung 148t sich zu
einem System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung umformen. Fiir

obige Gleichung kénnen wir auch schreiben:

i =4
mv = F(Z,0,t),
bzw.
mE = 19
P o= F@p/mt).
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Es handelt sich hierbei also um einen Satz von sechs gekoppelten Differentialgleichungen
1. Ordnung. Handelt es sich speziell um eine konservative Kraft, die sich aus einem
Potential ergibt, so folgt:

=7

= —VU().

3
11

-

Dieser Satz von Differentialgleichungen 148t sich formal auch aus der Energie

H@ER) = 51 + U@)

erhalten:
> affﬂfﬁﬂ
= ——= 1
Z 95 (3.15)
S 8}{(faﬁ)
p = 07 . (3.16)

(Hierbei bezeichnet 9/0p den ,,Gradienten “ nach p, d.h. 9H/9p'ist der Vektor mit Kom-
ponenten OH/Jp;. Entsprechendes gilt fiir 9/9%.) In dieser Form bezeichnet man die
Bewegungsgleichungen auch als Hamiltonsche Bewegungsgleichungen. Die Bedeutung
des Phasenraumes (Z, p) als Menge der moglichen Anfangsbedingungen sowie auch als
Menge der moglichen (reinen) Zustidnde eines Massepunktes wird hier offensichtlich.

Ganz allgemeine 148t sich eine gewohnliche Differentialgleichung (n. Ordnung) der
Form

d"x(t
djﬁ N I
zu einem Satz gekoppelter Differentialgleichungen 1. Ordnung umformen:
dxl
i
dt 2
dxo
=2 _ 5
dt °
dzy,_1
=z
dt "
dx
Tﬂﬁ = f(mnflvxnf2w">x2a$l)'

Vom mathematischen Standpunkt sind gewo6hnliche Differentialgleichungen héoherer
Ordnung nur Spezialfille von gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung.



Kapitel 4

Das Kepler-Problem

Das Kepler-Problem, d.h. die Bewegung eines Planeten im Gravitationsfeld der Sonne,
ist sicherlich eines der , Paradebeispiele“ fiir den Erfolg der Newtonschen Mechanik.
Zum einen konnte Newton mit Hilfe ,seiner® Gleichungen die drei Keplerschen Geset-
ze aus einem viel allgemeineren Gesetz ableiten. Wichtiger aber war die Moglichkeit,
die Abweichungen der Planetenbahnen von den Keplerschen Idealformen aufgrund der
Storeinfliissse der anderen Planeten mit einzubeziehen. Die Newtonsche Theorie war
dabei so erfolgreich, da von LeVerrier (1846) und Adams (1845) aufgrund minima-
ler Abweichungen der Uranusbahn von ihren , Sollwerten* die Existenz eines neuen
Planeten (Neptun) sowie der richtige Ort fiir seine Beobachtung vorhergesagt werden
konnte.

Als man dann in der zweiten Hélfte des letzten Jahrhunderts einige Abweichungen
der Merkurbahn beobachtete (die sogenannte Periheldrehung) postulierte (derselbe)
LeVerrier wiederum die Existenz eines neuen Planeten (Vulkanus), diesmal aber zwi-
schen der Merkurbahn und der Sonne. Gliicklicherweise (?) erlebte LeVerrier den Tag
nicht mehr, fiir den er eine Moglichkeit fiir die Beobachtung von Vulkanus vorhergesagt
hatte. Erst die Allgemeine Relativitdtstheorie gab eine befriedigende Erkldrung fiir den
beobachteten Effekt.

Dabei handelt es sich nicht einfach um die Periheldrehung des Merkurs, die ungefahr 574,1 Win-
kelsekunden im Jahrhundert ausmacht. Unter Beriicksichtigung der Einfliisse der anderen Planeten
(hauptséchlich Venus, Jupiter und Erde) hétte sich ein Wert von 531,5 Winkelsekunden pro Jahrhun-
dert ergeben sollen. Die Differenz — 42,6 Winkelsekunden im Jahrhundert — wird durch die Allgemeine
Relativitédtstheorie erklért.

4.1 Die Bewegungsgleichungen im Gravitationsfeld

Wir werden spéter allgemeiner die Bewegung in einem rotationssymmetrischen Poten-
tial behandeln, da (abgesehen von der abschlieSenden Bestimmung der Integrale) dieser

47
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keine weiteren Schwierigkeiten beinhaltet. Trotzdem sollen zunichst ein paar Bemer-
kungen speziell zum Gravitationsgesetz vorangestellt werden.
Fiir das Kraftgesetz der Gravitation fand Newton das sogenannte 1/r2-Verhalten:
o mims T
Fr) = -G——" = .
GG
my und ms sind hierbei die Massen der beiden beteiligten Korper, # der Relativvek-
tor zwischen diesen beiden Korpern (von dem Korper aus betrachtet, der die obi-
ge Kraft ausiibt), und G ist die Newtonsche Gravitationskonstante (G = 6,67 X
10~ " mPkg~1s72).
Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir den Kérper am Punkt 7 lautet somit:

dQF(t) o mamy
TaE T

(4.1)

SR

Ublicherweise dividiert man diese Gleichung durch m; und begriindet so, da die Bewe-
gungen von Massepunkten in der Newtonschen Gravitationstheorie von der Masse des
Korpers unabhéngig sind. (,,Alle Korper fallen gleich schnell!“) Wir wollen zunéchst
kurz iiberlegen, warum diese Vorgehensweise gerechtfertigt ist.

Auf der linken Seite von Gleichung (4.1) steht die sogenannte trige Masse, ein Mafl
fiir die Eigenschaft eines Korpers, sich der Beschleunigung durch eine Kraft entgegenzu-
stellen. Auf der rechten Seite von Gleichung (4.1) steht jedoch die sogenannte schwere
Masse, ein Maf fiir die Eigenschaft eines Korpers, andere massive Gegenstinde auf-
grund der Gravitationswechselwirkung anzuziehen. Die Gleichheit (genauer sollte man
von Proportionalitidt sprechen, da ein entsprechender Faktor immer in die Definition
der Gravitationskonstanten bzw. der Definition von ,,Kraft*“ absorbiert werden kann)
dieser beiden Groflen ist alles andere als selbstverstédndlich. Die ersten Experimente da-
zu werden Galilei zugesprochen, der angeblich am schiefen Turm von Pisa die Fallzeiten
von Gegenstinden unterschiedlichen Materials ausgemessen hat. Genauere Experimente
hat E6tvos um die Jahrhundertwende durchgefiihrt (er nutzte dabei die Fliehkréfte, die
ebenfalls Trigheitskrifte sind, von massiven Gegenstinden im Gravitationsfeld aus).
Die vermutlich genauesten Experimente stammen aus den 60er Jahren von Dicke, der
die Gleichheit von schwerer und triger Masse auf 1 : 10'0 bestitigte. Dabei sollte man
jedoch immer bedenken, dafl es sehr schwierig ist, wirklich verschiedene Materialien zu
untersuchen. Letztendlich ist das Verhé&ltnis von Protonen zu Neutronen zu Elektronen
in den Materialien nahezu gleich. Fiir andere Elementarteilchen ist das Gesetz sehr
viel schlechter iiberpriift. Aulerdem findet man immer noch populdrwissenschaftliche
Artikel, in denen der ,, Antimaterie“ auch eine ,, Antigravitation“ zugesprochen wird.

Die Gleichheit von schwerer und trager Masse ist also eine experimentelle Tatsache:

trige Masse = schwere Masse .



4.2. DAS EFFEKTIVE POTENTIAL 49

Eine wirkliche Erklarung gibt es nicht fiir dieses Gesetz, allerdings bildet es die Grundla-
ge fiir die Allgemeine Relativitdtstheorie. Man bezeichnet es in diesem Zusammenhang
auch als Aquivalenzprinzip.

Fiir einen Gegenstand der Masse m im Abstand h oberhalb der Erdoberfliche bietet
es sich an, die Kraft als Funktion vom Abstand vom Erdmittelpunkt nach der Héhe zu
entwickeln (die Richtung der Kraft ist dabei immer zum Erdmittelpunkt gerichtet und
wird im folgenden nicht beriicksichtigt):

m 1 2
F(R+h) = GmErdem ~ GmErdemﬁ <1— Rh+0((h/R)2)) .

Der erste Term dieser Entwicklung entspricht dem Gewicht des Massekorpers auf der
Erdoberfliche, der zweite gibt die Abnahme des Gewichts mit der Héhe an und ist um
einen Faktor h/R kleiner. Geht man vom Potential aus,

1 1 1
V(IR+h) = GmErdem ~ GmErdeE (I—Rh+0((h/R)2)) )

so ist der erste Term eine (irrelevante) Konstante, der zweite Term fiihrt auf die Kraft:

V(R + h)
oh

1
= GMErde—5 = 9 -
heo reR2

(9 ~ 9,81 ms~? ist die Konstante der Massenanziehung auf der Erdoberfléiche, und mg
ist das Gewicht einer Masse m an der Erdoberfliche.) Auch in dieser Néherung eines
linearen Potentials V' o< h bzw. einer konstanten Kraft fillt die Masse des Gegenstandes
natiirlich heraus, d.h. alle Korper fallen im Gravitationsfeld der Erde gleich schnell.

4.2 Das effektive Potential

Wir nehmen nun eine Bewegungsgleichung der Form

d2Z(t) S,
an. Wir hatten schon gesehen, dafl die Bewegungsgleichungen eines Zwei-Ko6rper-
Problems fiir die Relativkoordinate die obige Form annehmen, wobei m allerdings die

reduzierte Masse
m1me

omy +my

ist. Fiir mq > mo wird m = mo.
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Wir hatten auch gesehen, daf§ es fiir eine solche Bewegungsgleichung zwei Erhal-
tungsgrofien gibt, die Energie und den Drehimpuls:

E

1. S
Sl + U()
L = m@xT).
Die Erhaltung des Drehimpulses impliziert insbesondere, daf§ die Bewegung innerhalb
einer festen Ebene erfolgt. Wir wéhlen das Koordinatensystem so, dafl diese Ebene den
xy-Koordinaten entspricht.

Als néchsten Schritt beschreiben wir die Punkte der Ebene in Polarkoordinaten, d.h.
wir bezeichnen sie durch ihren Abstand r vom Rotationszentrum und ihren Winkel ¢
relativ zur z-Achse. Es gilt also:

Z(t) = (r(t)cose(t),r(t)sinp(t),0) = r(t)(cose(t),sinp(t),0) .

Als Geschwindigkeitskurve erhalten wir:

di(tt) = dz(tt) (cos p(t),sinp(t),0) + r(t)(izit)(—sin o(t),cosp(t),0) .
Damit folgt fiir die Erhaltungsgréfien:
B o= om (f0) 4 (07607 +UG()

L3:=1 = mr(t)’p(t) .
Wire die Losung fiir 7(¢) bekannt, so konnten wir nach

p(t) —po = /t:mrét,)2dt’ (4.2)

auch die Losung fiir die Winkelabh#ngigkeit bestimmen. Andererseits geht in die Ener-
gie nur die Zeitableitung von ¢ ein, die wir somit durch den Drehimpuls (der fiir eine
feste Bahnkurve eine Konstante ist) und r(¢) ersetzen kénnen:

pt) = (D2 (4.3)
dh.
E(ir) = +m (r(t)2 c ) )
2 m2r(t)?
= SmE) + Ua(r(0)
mit Ua() = — U@ .
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Dieser Ausdruck fiir die Energie hat also genau dieselbe Form, wie die Energie fiir ein
Teilchen in einer Dimension (beschrieben durch die Koordinate r(t), allerdings mit ei-
nem sogenannten effektiven Potential Ueg, das zu dem urspriingliche Potential noch um
dem Beitrag 12/2mr? erweitert ist. Dieser Beitrag ist positiv, d.h. wirkt vom Zentrum
abstoBend, und ist fiir das Gravitationspotential U(r) oc —1/r (fiir [ # 0) bei geniigend
kleinen Werten von r immer dominant.

Eine qualitative Analyse der Bahnkurven eines eindimensionalen Teilchens in die-
sem effektiven Potential liefert schon weitreichende Aussagen iiber die Bahnkurven des
zweidimensionalen Problems. So erkennt man beispielsweise sofort die moglichen Bah-
nen zu gebundenen Zustinden sowie auch zu Streuzustinden (je nachdem, ob E < 0
oder E > 0), die Umkehrpunkte (fiir die 7 = 0, also E = U.g), etc.

4.3 Die Losung des Kepler-Problems

Die Losungskurve r(t) (und nach Integration von Gl. (4.2) damit auch ¢(t)) &8t sich
nun nach dem allgemeinen Verfahren bestimmen, das wir fiir die eindimensionale Be-
wegung schon erlduert hatten. Aus der Energieerhaltung ergibt sich eine Bewegungs-
gleichung 1. Ordnung fiir den Abstand:

) (4.4

o[ m ' = t—t
[0 2AE—Ug(r) "

Das Problem ist also (bis auf die Bestimmung der Integrale) gelost. Die explizite Be-
rechnung der Integrale ist allerdings meist schwierig.

bzw.

Oft ist es leichter, statt der expliziten Losung fiir die Bahnkurve — also r(t) — eine
andere Parametrisierung zu bestimmten, insbesondere die Abhéngigkeit des Radius
vom Winkel, r(y), wobei natiirlich gelten soll r(¢(t)) = r(¢). (Auch hier wurde wieder
von der Unsitte gebrauch gemacht, verschiedene Funktionen mit demselben Symbol zu
benennen.) Es gilt in diesem Fall:

dr(cp)dﬁ dr(t)
de dt dt ’

bzw. mit Gleichung (4.3)
dr(p) mr? dr(t)
de [odt
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und weiter mit Gl. (4.4):

= E —
a4 " Uest (1)
2mE 1 2m
= ?”2\/ l2 — ﬁ — ZTU(T) . (45)

Auch wenn diese Differentialgleichung zunéchst schwieriger erscheint, als die Differen-
tialgleichung fiir r(t), so 148t sich ihre Losung hiufig leichter angeben.
Wir betrachten nun ganz speziell den Fall des Kepler-Problems, bei dem

Ulr) = —— (k=GMm) .

(M ist die Masse eines Zentralkorpers, dessen Position fest bleibt.) Diese Differential-
gleichung wird durch die Funktion

p

rle) = 1+ ecosp

gelost. Zum Beweis bilden wir die Ableitung nach ¢:

dr epsin 9€ .
- - @ = — . 4.6
dp (1+ ecosp)? " psmgp (4.6)

Wir kénnen r(p) nach cos¢ auflésen, und dann sin ¢ daraus als Funktion von r be-

cosp = —|=-—1
€ \r
o sine = Sl oo = 1oL (P 2
sme = COS = g 7’72 7

_p [e-1 1+2
€ P2 r2  pr’

Setzen wir dieses Resultat in Gleichung (4.6) ein, so sehen wir, daf§ r(¢) tatséchlich die
richtige Differentialgleichung

rechnen:

dr 2 2mE 1 2mk
dp 12 r2 2y
erfiillt, und durch einen Vergleich der Parameter folgt:

12 2E12

p = — e = (/1+

. 4.7
me mek2 (4.7)
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Fiir gebundene Zusténde ist

m/<c2

—W<E<0,

und damit 0 < € < 1. In diesem Fall beschreibt die Bahn eine Ellipse. Ist £ > 0 so wird
der Radius fiir bestimmte Winkel unendlich, die Lésung beschreibt eine Hyperbel, d.h.
ein Streuproblem.

Der Parameter € ist gleich dem Verhéltnis aus der groflen Halbachse zum Abstand
Mittelpunkt—Brennpunkt. Fiir ¢ = 0 erh&lt man Kreisbahnen.

Wir haben gesehen, dafl die Bahnkurven des Kepler-Problems fiir gebundene Zusténde geschlossene
Kurven darstellen. Dies ist nach den bisherigen Uberlegungen (insbesondere nach der Kenntnis der
bisherigen ErhaltungsgréBen) nicht selbstverstindlich. Der tiefere Grund dafiir ist, daf es neben der
Energie und dem Drehimpuls noch eine weitere Erhaltungsgrofie gibt, die allerdings nicht so leicht zu
finden ist. Diese Erhaltungsgrofie A bezeichnet man als Lenzschen- Vektor oder auch als Lenz-Runge-
Vektor:

—

A=2xL—k

&l w

Beim Kepler-Problem gilt also dff/dt =0.

4.4 Das dritte Keplersche Gesetz

Das erste Keplersche Gesetz (,Die Planetenbahnen sind Ellipsen“) haben wir im vor-
herigen Abschnitt hergeleitet. Das zweite Keplersche Gesetz (,,In gleichen Zeiten iiber-
streicht der Ortsvektor gleiche Flidchen®) folgte ganz allgemein aus der Erhaltung des
Drehimpulses. Wir wollen nun das dritte Keplersche Gesetz herleiten, das eine Aussage
iiber die Umlaufzeit als Funktion der groflen Halbachse der Ellipse macht.

Zunichst wollen wie die Parameter der Ellipse — die grofle und kleine Halbachse a
bzw. b — durch die beiden Parameter ¢ und p ausdriicken. Fiir die grofle Halbachse a
gilt:

P P 2p
2a = Tmin + Tmax = 1+€+176 = 1—e2
bzw.
_p
1—€2"

Weiterhin ist die Lage des Brennpunktes durch

1 p
™ = §(rmax_rmin) = € = €a

gegeben, und es gilt fiir die kleine Halbachse b:
T]2_>)—|-b2 = &a®+b? = o

bzw.
¥ = d*(1-¢€) = ap.
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Damit haben wir alle Relationen, die wir fiir das folgende bendtigen.
Fiir das Flachenelement, dafl in einer Zeiteinheit dt¢ {iberstrichen wird, gilt

1 -
dFf = —|L|dt
S |Eldt

und da die Gesamtfliche einer Ellipse F' = wab ist, folgt fiir die Umlaufzeit:

_ QTriF _ 2mmab _ Zﬂm\/f)awg
|L| ! l

I

bzw.
T? = 4r2—Zq

Mit p = I?/mk und kK = GMm erhalten wir schliefilich:

T2 472

Pl = GM = const.
(Eine genauere Rechnung ausgehend von einem Zwei-Korper-Problem mit der redu-
zierten Masse liefert statt M — also der Sonnenmasse — den Wert M + m, der aber
fiir die Planeten praktisch immer durch M ersetzt werden kann.) In dem Mafle, wie
die Eigenbewegung der Sonne vernachlissigt werden kann (bzw. die Sonnenmasse sehr
viel grofer als die Planetenmasse ist), haben wir damit das dritte Keplersche Gesetz
hergeleitet.



Kapitel 5

Der harmonische Oszillator

5.1 Die Losung des Anfangswertproblems

Der harmonische Oszillator ist neben der freien Bewegung sicherlich das einfachste
System. Die Bewegungsgleichung ist linear, d.h. die Funktion #(¢) tritt nur in erster
Ordnung auf. Die Bewegungsgleichung des ungedédmpften, freien harmonischen Oszil-
lators lautet:

mi(t) = — Dx(t),

i) = —wz(t) mit w = \/E

Die speziellen Losungen dieser Gleichunge sind

bzw.

x1(t) = sinwt und x9(t) = coswt,

und die allgemeinste Losung ergibt sich als Linearkombination der beiden speziellen
Lésungen:
z(t) = asinwt + beoswt = Asin(wt + ¢p) ,

mit a = Acospg und b = Asin pg. Die beiden Integrationskonstanten a,b bzw. A, ¢q
lassen sich beispielsweise durch Anfangsbedingungen bei t = 0 festlegen:
b =x0), a = @
w

Damit ist das allgemeine Anfangswertproblem fiir den freien, ungeddmpften harmo-
nischen Oszillator gelost. Vom mathematischen Standpunkt aus bereitet der harmo-
nische Ostzillator also keinerlei Schwierigkeiten. Gerade deshalb bietet er sich aber
als ,, Testsystem“ zur Untersuchung vieler Methoden und Verallgemeinerungen an.
Zuniéchst wollen wir aber ein paar Bemerkungen zur physikalischen Bedeutung des
harmonischen Oszillators machen.

55
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5.2 Physikalische Bedeutung des harmonischen Oszilla-
tors

Die wesentlichste Bedeutung des harmonischen Oszillators ergibt sich daraus, daf} er fiir
geniigend kleine Amplituden das Verhalten von Systemen in der Nihe ihrer Ruhelagen
beschreibt. Sei U(x) ein Potential mit einem Minimum bei xg, d.h.

d 2
—U = 0 und —d v
dx

o2 = x>0,

T=Zo T=x0

so laBt sich fiir kleine Amplituden y = z — zy die allgemeine Bewegungsgleichung

dU(zx)
Az

mi(t) =

naherungsweise in der Form

my = _(iy (U(xo)+;)\y2+...) = —Ay+...

schreiben. Man erhélt also die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators, wo-
bei sich ,,...* auf Terme hoherer Ordnung in y bezieht. Gerechtfertigt wird diese Néhe-
rung allerdings erst dadurch, dafl die Losung der Bewegungsgleichung zu einer kleinen
Auslenkung bei t = 0 (und kleiner Geschwindigkeit) auch fiir lange Zeiten eine kleine
Amplituden beibehélt. Hierfiir ist notwendig, dafl bei x¢ ein Minimum des Potentials
vorliegt, d.h. A > 0 ist. Anderenfalls wire die Losung eine Exponentialfunktion der
Form

y(t) = eV 4 pe~ VA
und diese wiirde fiir grofie Zeiten selbst bei kleiner Anfangsamplitude a+bbeit = 01i. A.
zu groffen Auslenkungen fithren, so dafl die lineare Naherung in der Bewegungsgleichung
nicht mehr gerechtfertigt ist. (Einzige Ausnahme ist der Fall a = 0, der fiir b # 0
gerade einer Anfangsgeschwindigkeit entspricht, die fiir das Teilchen asymptotisch zu
einer metastabilen Ruhelage auf dem Potentialmaximum fiihrt.)

)

Die lineare Approximation ld8t sich nicht nur fiir eindimensionale Probleme
durchfiihren. Sei U(¥) ein Potential mit einem Minimum bei &y, so fiihrt eine Ent-
wicklung nach Potenzen von ¢ = ¥ — Zp um den stationéren Punkt

1 02U

U(z) = U(do) + 578%8%%%

+ ...

zu einer Bewegungsgleichung der Form

my; = —1Iy;, Summenkonvention! (5.1)
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mit )
o°U
Fij =
81‘2‘ axj =7,
In Vektorschreibweise kénnen wir auch sagen:
my(t) = —Tt) .

Offensichtlich ist I' eine reelle, symmetrische Matrix, I';; = I'j;, die bei einer geeigne-
ten Wahl des Koordinatensystems Diagonalgestalt annimmt. Sei R eine Drehung (d.h.
R~! = R") des Koordinatensystems (dessen Zentrum wir nun in den Punkt %, legen),
so daB fiir die Koordinaten eines Vektors gilt
%=y, = (R Dyy;» vi = Rijzj .
So ist:
mz = m(R iy = — (R Dyl = — (R )iTjnRuz -

Wir erhalten so:
/

mz; = — 12
mit
I, = (R YylwRy, bzw. I'=R'TR.

Wihlen wir die Rotation des Koordinatensystems gerade so, dafl IV diagonal wird, mit

M 0 0
I'Y = R'TR = 0 X O ,
0 0 M3

so folgt als Bewegungsgleichung fiir die Koordinaten {z; }:
mZ; = — Nz; keine Summenkonvention !

Wir haben also die drei gekoppelten harmonischen Oszillatoren (5.1) durch eine ge-
eignete Koordinatenwahl ,,entkoppelt“. {)\;} sind gerade die Eigenwerte der zweiten
Ableitung von U(Z). Damit &y wirklich ein Minimum von U ist, miissen alle drei Ei-
genwerte positiv sein. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dafl I eine positive
Matrix ist. (Fiir eine positive Matrix gilt (&, I'Z) > 0 fiir jeden Vektor Z # 0.)

Der harmonische Oszillator beschreibt also die Bewegungen von Newtonschen
Korpern in einem Potential um die Ruhelage. Damit ist er gleichzeitig auch Aus-
gangpunkt fiir sogenannte storungstheoretische Betrachtungen, bei denen man die ver-
nachléssigten Terme bei der Entwicklung von U um die Ruhelage schrittweise wieder
mitberiicksichtigt.



58 KAPITEL 5. DER HARMONISCHE OSZILLATOR

Eine direkte physikalische Bedeutung gewinnt der harmonische Oszillator durch die
Eigenschaft, dafl die Periode der Bewegung 7' = 27 /w nicht von der Amplitude bzw.
den Anfangsbedingungen abhiingt, sondern eine Systemeigenschaft ist. Daher eignen
sich Systeme, die hinreichend genau den Bewegungsgleichungen des harmonischen Os-
zillators geniigen, auch als Taktgeber fiir die Zeitmessung. Beispiele dafiir sind das
Pendel (bei kleinen Auslenkungen — daher auch meist die grofien Pendeluhren) oder
die Schwindungen einer Feder.

5.3 Zwischenabschnitt: Komplexe Zahlen

Wir werden in den nédchsten Abschnitten die Bedeutung des Exponentialansatzes fiir
die Losung des harmonischen Oszillators (ungeddmpft, geddmpft, und mit dufleren
Kriften) untersuchen. Da die Losungen in diesem Fall zunéchst als komplexe Funktio-
nen erscheinen, sollen einige grundlegende Eigenschaften der komplexen Zahlen kurz
wiederholt werden.

Wir definieren ein Symbol i durch die Eigenschaft i2 = —1 oder formal:i = /—1.
Jede komplexe Zahl 148t sich dann darstellen als

z = x +iy mit z,y€IR.

x bezeichnet man als den Realteil von z und y als den Imaginérteil.
Wir fordern, dal das Produkt assoziativ und kommutativ sein soll, und die iiblichen
Distributivgesetze gelten. Dann folgt:

2122 = (w1 +iy1) (w2 +iy2) = (122 — Y1ye) +i(z1y2 + Y122) -

Das Eins-Element beziiglich der Multiplikation ist offensichtlich die 1 der reellen Zahlen,
und wenn das Produkt zweier Zahlen verschwindet, mufl eine der beiden verschwinden:

21729 = 0 = 2z =0o0der zo =0 .

Zu jedem z = x + iy # 0 gibt es ein inverses Element:

1 1 T .y
z = = — 1 .
T+ 1y 2+ 12 2+ 12

Die komplexen Zahlen bilden offensichtlich einen (kommutativen) Kérper.
Zu einer komplexen Zahl z definieren wir die konjugierte Zahl zZ durch:

z =x+ily = zZ=x—1y.
Offensichtlich ist die =Operation eine Inversion, d.h. es gilt Z = z. Aulerdem ist

Z129 = Z1%2 . (52)
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Wir kénnen jeder komplexen Zahl eine Norm zuordnen:

2] = (22)'? = a2+ 2,

und es gelten folgende Regeln:

5 _ 1
|Z’ = |z |z122] = ’Z1H2’2| ‘z 1‘ = m

Funktionen mit einer Potenzreihendarstellung lassen sich so auch fiir komplexe Zah-
len angeben:
f(z) = Z an 2" .
n

Handelt es sich bei den Koeffizienten a,, um reelle Zahlen, so spricht man von analy-
tischen Funktionen. Die Konvergenz einer solchen Reihe bezieht sich auf eine Konver-
genz beziiglich Real- und Imaginérteil. Als Konvergenzradius einer solchen Funktion
bezeichnet man den grofiten Wert R, so daf die Reihe fiir f(z) fiir alle z mit |z| < R
konvergiert.

Formal kann man solche Reihen auch fiir negative Potenzen definieren, man spricht
dann von sogenannten Laurent-Reihen:

f(z) = i ap 2" .

n=—p

Sind die Koeffizienten alle reell, so gilt
flz) = f(2).

Aquivalent hitten wir die Menge der komplexen Zahlen auch als die Algebra der
2 x 2-Matrizen der Form
y

mit der iiblichen Matrixmultiplikation einfithren kénnen. Komplexe Konjugation ent-
spricht der Transposition der Matrix. Die Norm ist die Wurzel aus der Determinante.

Fine wichtige Formel ist die Euler-Formel fiir die Exponentialfunktion einer ima-
gindren Zahl:

e’ = cosp+ising .

Der Beweis erfolgt iiber die Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion sowie der
trigonometrischen Funktionen. Mit dieser Formel lassen sich beispielsweise sehr rasch
die trigonometrischen Additionstheoreme ableiten:

@0 = cos(a+ B) +isin(a + B)
e@e” = (cosa+isina)(cos S+ isinf)

= (cosacosf3 —sinasinF) + i(cosasin( + cosfsina) .
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Komplexe Zahlen lassen sich damit auch in ,, Polarkoordinaten“ angeben:

2 = x4+iy = re¥ = r(cosp+ising) ,

r = /22+y? = |2| und tangp = %

Die Euler-Formel erméglicht es, die Exponentialfunktion von komplexen Zahlen anzu-
geben:

e = "™ = e"(cosy +isiny) .

Fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen in der Polarzerlegung (z; ~ (r;, ¢;)) folgt:

(r1,¢1)(r2, 02) = (rire, 1+ 2) .

Die Winkel addieren sich und die Betrédge multiplizieren sich. Die-Konjugation bedeutet
¢ — —. Multiplikation einer komplexen Zahl mit ' entspricht daher einer Rotation
der komplexen Zahl in der komplexen Ebene um den Winkel ¢. Dies wird auch durch
die Matrixdarstellung der Eulerformel,

e _ cosp —sing
sinp  cosp ’
deutlich: Die rechte Seite ist eine Matrix-Darstellung einer Drehung in der 2-
dimensionalen Ebene um den Winkel ¢.

Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl z = x + iy lassen sich auch durch z

und z ausdriicken:
1 _ 1 _
x = §(Z+Z) y = 2—2,(;2—2).
Daher i3t sich jede (komplexwertige) Funktion f(z,y) iiber der 2-dimensionalen reel-
len Ebene auch als Funktion f (z, Z) schreiben. Falls sich eine Funktion iiber der 2-dim.
Ebene nur als Funktion von z schreiben 148t, so nennt man sie holomorph. Fiir holo-

morphe Funktionen gilt das sogenannte Residuen-Theorem: Fiir das Integral von
[e.e]
flz) = Z anz"
n=-p

um einen (positiv orientierten, d.h. dem Uhrzeigersinn entgegengerichteten) Weg um
den Punkt z = 0 gilt:

zlm,%f(z)dz = a_.

Man bezeichnet a_; auch als das Residuum von f(z), wobei man strenggenommen von
dem Residuum der Form f(z)dz sprechen sollte.
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Beweis: Wir berechnen das Integral von 2" um einen Kreis vom Radius » um den
Punkt z = 0 in der Polardarstellung z = rel¥ mit dz = izdp:

1 n . 1 2m n+1 i(n—l—l)tp . 0 furn;«é—l
27 \z|:rz dz = %/0 roe dp = 1 firn=-1

Dieses Theorem ist oft hilfreich bei der Berechnung von Integralen. Kann man ndmlich
den Integrationsweg geeignet in die komplexe Ebene fortsetzen, so dafl sich ein ge-
schlossener Weg ergibt, so reduziert sich das Integral im wesentlichen auf die Summe
der Residuen innerhalb des Integrationsweges. Wir werden spéter Beispiele hierfiir se-
hen.

Strenggenommen ist das Residuentheorem damit noch nicht bewiesen, da wir nur
spezielle Wege (Kreise) um den Punkt 0 betrachtet haben. Man mufl noch zeigen,
dafl die Integration unabhéngig von der Wahl des Weges ist. Dazu benutzen wir ei-
ne Darstellung, die wir im Zusammenhang mit den konservativen Kraftfeldern schon
untersucht haben, ndmlich dafl ein geschlossenes Wegintegral iiber ein Vektorfeld ver-
schwindet, wenn das Vektorfeld rotationsfrei ist und der Weg keine Singularitdten des
Feldes einschlief3t.

Zunéchst beweisen wir jedoch die Cauchy-Riemann-Gleichungen. Sei F'(z) eine kom-
plexe Funktion auf der komplexen Ebene, welche die Form

F(z) = F(z+1iy) = f(z,y) +ig(z,y)

habe. Dann gilt:
oF oF .OF
— = — = —i—.
ox Oiy oy
Die obige Zerlegung von F' in Real- und Imaginérteil fiir auf die Gleichung;:

of(@,y)  .0g9(xy) _  .0f(zy) | Og(z,y)
Ox i or oy + oy

bzw., da Real- und Imaginérteil getrennt iibereinstimmen miissen:

of (z,y) dg(,y)

Ox - oy (5:3)
of(x,y)  9dg(x,y)
S T el (5.4)

Diese beiden Gleichungen bezeichnet man als Cauch-Riemann-Gleichungen. Sie sind
dquivalent dazu, daf§ sich die Funktion f(z,y) + ig(z,y) in der Form F(z) schreiben
1a8t.
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Wir wollen nun die Wegunabhéngigkeit von komplexen Integralen zeigen. Es gilt:

FFEE = flF@) +ig)] [de +idy
= f(f(x, y)dr — g(z,y)dy) + if(g(w,y)dx + f(z,y)dy) .

Damit dieses Integral verschwindet, miissen Real- und Imaginérteil verschwinden. Beide
Anteile kénnen wir jedoch auch als Integrale iiber 2-dimensionale Vektorfelder inter-
pretieren. Die Rotationsfreiheit des Vektorfeldes zum Realteil, (f(x,y), —g(x,y)), folgt
aus der zweiten Cauchy-Riemann-Gleichung (5.4), die Rotationsfreiheit des Vektorfel-
des zum Imaginérteil, (g(x,y), f(x,y), folgt aus der ersten Cauchy-Riemann-Gleichung
(5.3). Damit ist das Residuentheorem bewiesen.

Man kann den Residuensatz auch noch aus einem anderen Blickwinkel verstehen.
Komplexe holomorphe Funktionen kann man ableiten und die Ableitungen sind ein-
deutig. Ebenso kann man zu einer holomorphen Funktion die Stammfunktion bilden.
Das Wegintegral (in der komplexen Ebene) iiber eine Funktion ist dann gleich der Diffe-
renz aus dem Wert der Stammfunktion am Wegende und dem Wert am Weganfang. Bei
einem geschlossenen Weg ist diese Differenz 0, vorausgesetzt die Stammfunktion ist ein-
deutig. Nun hat die Funktion F'(z) = 2" fiir alle n # —1 eine eindeutige Stammfunktion
G(z) = 2" /(n + 1), so dal das Integral iiber einen geschlossenen Weg verschwinden
muf. Die Funktion F(z) = 1/z hat als Stammfunktion aber G(z) = Inz, und diese
Funktion ist iiber der komplexen Ebene mehrdeutig — sie verlang eine unendliche Uber-
lagerung. Nach einem Umlauf um den Nullpunkt gelangt man auf ein anderes Blatt der
Logarithmusfunktion mit einer Unterschied von 27i, d.h. der Wert am Endpunkt minus
dem Wert am Anfangspunkt bei einem geschlossenen Weg um die Null ist gerade 2.

5.4 Der Exponentialansatz

Kehren wir zur Differentialgleichung des harmonischen Oszillators zuriick:

i(t) +w?z(t) = 0 baw. <§:2 +w2> z(t) = 0.

Diese Differentialgleichung besitzt folgende Eigenschaften: Sie ist

linear

homogen

invariant unter Zeittranslationen

gewOhnlich von 2. Ordnung .
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Die ersten beiden Punkte bedeuten, daf§ mit je zwei Losungen x4 (t) und xz2(t) auch eine
beliebige Linearkombination ax;(t) + Bx2(t) Losung der Gleichung ist. Invarianz unter
Zeittranslationen bedeutet, dafl mit jeder Losung z(¢) auch z(t—a) fiir beliebiges a € IR
Losung der Differentialgleichung ist. Sie folgt aus der Tatsache, da3 die Koeffizienten
in obiger Gleichung — w? und 1 (vor der Ableitung) — nicht explizit von der Zeit
abhingen. Die letzte Bedingung — gewohnlich und von 2. Ordnung — kennen wir
schon, wird aber fiir die folgenden Bemerkungen die untergeordnetste Rolle spielen.
Die Invarianz unter Zeittranslationen ist fiir das folgende sehr wichtig. Wir wissen,
daf eine Differentialgleichung 2. Ordnung nur zwei linear unabhéngige Losungen be-
sitzt, sich also jede Losung als Linearkombination dieser beiden Losungen xi(t) und
x2(t) erhalten 1&8t. Fiir den Fall des harmonischen Oszillators folgt diese Eigenschaft
einfach aus den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen. Der einfachste
Ansatz fiir die Losungen ergibt sich daher fiir Funktionen f(¢) mit der Eigenschaft:

ft+a) = Ma)f(t) .
kt

Die einzige Funktion mit dieser Eigenschaft ist die Exponentialfunktion f(t) = e"".

Wir kénnen auch eine infinitesimale Betrachtung anstellen, d.h. @ — 0, und erhalten
dann fiir f(¢) die Gleichung

%f(t—i—a)la:o = %f(t) = AM(t) .

Die Losung dieser Gleichung ist wiederum die Exponentialfunktion. Die Bedeutung der

Exponentialfunktion liegt also darin, daf} sie ,, Eigenfunktion* zum Ableitungsoperator

ist: d

&ekt = keM . (5.5)
Die Gleichung (5.5) 1dft sich in einem ganz dhnlichen Sinn verstehen, wie in der

linearen Algebra eine Eigenwertgleichung fiir eine Matrix A:

D Ay = M-
ij

Man iiberzeuge sich insbesondere davon, dafl auch Funktionen Vektorrdume bilden (sie
lassen sich addieren und mit Zahlen multiplizieren), und die Operation einer Ableitung
des Arguments eine lineare Operation ist. (Unter einem Operator versteht man eine
lineare Transformation von Funktionen.) Wir werden diesen Gesichtspunkt spéter noch
ausfiihrlicher besprechen. Er spielt im Zusammenhang mit Distributionen und Green-
schen Funktionen eine wichtige Rolle, und wird dann spéter fiir den Formalismus der
Quantenmechanik sogar grundlegend.

Diese Eigenschaft der Exponentialfunktion, Eigenfunktion zum Ableitungsoperator
zu sein, macht sie fiir das Losen von linearen Differentialgleichungen, bei denen die



64 KAPITEL 5. DER HARMONISCHE OSZILLATOR

Koeffizienten nicht explizit von dem Argument abhéinge, so bedeutend. So gilt bei-
spielsweise:

LMt = Zn:an(;i;ekt = <;ank"> ekt

Die Exponentialfunktion ist damit auch Eigenfunktion von beliebigen Summen von
Ableitungen. Wollen wir eine entsprechende Differentialgleichung 16sen,

L) = Yawg () = 0, (5.6)

so fithrt uns der Exponentialansatz auf eine Gleichung der Form

(Zank‘"> ef =0 baw. Zank” =0. (5.7)

Wir haben durch die Exponentialfunktion dividiert, da die Gleichung nur dann fiir alle
t erfiillt sein kann, wenn der Term in den Klammern verschwindet.

(5.7) ist eine algebraische Gleichung fiir £ mit (im allgemeinen) reellen Koeffizien-
ten a,. Nun sind die reellen Zahlen aber algebraisch nicht abgeschlossen, d.h. nicht alle
Losungen von algebraischen Gleichungen mit reellen Koeffizienten sind auch wieder re-
ell. Aber die komplexen Zahlen sind algebraisch abgeschlossen, d.h. sémtliche Losungen
der Gleichung (5.7) liegen innerhalb der komplexen Zahlen. Ein fundamenales Theorem
der Algebra besagt, dafl sich jedes Polynom N-ter Ordnung in der Form

N

N
> ank™ = ] (kn—k)
n=1

n=1

schreiben léss t, wobei &, (nicht notwendigerweise verschiedene) komplexe Zahlen sind,
die gleichzeitig die Losungen der Gleichung

N
Zank” =0
n=1

darstellen.

Die Differentialgleichung (5.6) ist linear und homogen. Ist f(¢) daher eine Losung
und eine komplexe Funktion, f(t) = g(¢) + ih(t), dann sind sowohl der Realteil g(t)
als auch der Imaginérteil h(¢) Losungen. Zu je zwei Losungen f1(t) und fa(t) der Dif-
ferentialgleichung sind auch beliebige Linearkombinationen afi(t) + (f2(t) Losungen,
wobei a und § auch komplexe Zahlen sein kénnen. Aus physikalischen Griinden wird
man verlangen, daf§ die gesuchten Losungen reell sind.

Wir beginnen mit der Differentialgleichung 1. Ordnung. Wir wissen, dafl es bis auf
einen Faktor nur eine Losung gibt. Es kann sich also nicht um eine komplexe Losung
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handeln, bei der Real- und Imaginérteil von einander linear unabhéngig sind. (Zwei
Funktionen heiflen linear abhéngig, wenn f1(t) = afa(t) fir alle ¢.) Tatséchlich hat

(((;t—i—ag) f(t) =0

nur die Losung;:
f(t) = Ae 2t

Die Integrationskonstante ist A. Diese Losung ist (fiir reelles A) reell. (Fiir komplexes A
ist die Losung zwar komplex, Real- und Imaginérteil sind aber proportional zueinander,
also linear abhingig.)

Betrachten wir nun den schon bekannten Fall der Differentialgleichung fiir den har-
monischen Oszillator:

Der Exponentialansatz f(t) = e* fithrt auf die algebraische Gleichung:
E+w? =0.
w ist in jedem Fall reell, so daf} fiir k£ nur rein imaginire Losungen in Frage kommen:
kijp = +iw.
Als spezielle Losungen der Differentialgleichung erhalten wir somit:
fo(t) = et und f_(t) = e,

Diese beiden Losungen sind als komplexe Funktionen linear unabhéngig, die allgemein-
ste Losung der Differentialgleichung fiir den harmonischen Oszillator ist also:

f(t) = Ae' 4 Be™! (5.8)

wobei A und B beliebige komplexe Zahlen sein koénnen. Nun bilden der Real- und
Imaginérteil einer Losung ebenfalls Losungen der Differentialgleichung. Wir kénnen fiir
die speziellen Losungen die Euler-Formel anwenden und erhalten:

fr(t) = coswt+isinwt und f_(t) = coswt—isinwt .

Real- und Imaginérteile der beiden Losungen sind aber linear abhéngig. Wir erhalten
somit aus f_ keine neuen, linear unabhingige Losungen und kénnen daher auch

fi(t) = coswt und fo(t) = sinwt
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als spezielle Losungen ansehen. Diese speziellen Losungen erhalten wir auch aus (5.8)
durch die Wahl der Koeffizienten A = B = 1/2 bzw. A = —B = 1/2i. Ob man nun mit
den reellen oder den komplexen Lésungen rechnet, ist eine Frage der Bequemlichkeit.
Man verliert oder gewinnt keine zusétzliche Information durch die Anwendung der einen
oder anderen Schreibweise.

Wir wollen nun den allgemeinen Fall der (homogenen) Differentialgleichung 2. Ord-
nung betrachten, wobei wir den Koeffizienten der hochsten Ableitung zu 1 normieren:

Das physikalische System, das von dieser Differentialgleichung beschrieben wird, ist ein

harmonischer Oszillator (mit Eigenfrequenz w) mit einer Reibungskraft, beschrieben

durch einen Reibungskoeffizienten k. Die Reibungskraft ist proportional zur Geschwin-

digkeit und sollte durch ihre Wirkung die Geschwindigkeit verlangsamen, d.h. x > 0.
Der Exponentialansatz fiihrt auf die Gleichung:

bzw.

Wir miissen mehrere Falle unterscheiden:

1. k2 —4w? > 0:

In diesem Fall erhalten wir zwei reelle Losungen k1 und ko, und die allgemeinste
Losung ist:

f(t) = Aeft 4 Bekat

Der physikalische Fall einer bremsenden Reibung (k > 0) fithrt auf &; < 0, und
wir erhalten eine geddmpfte Bewegung ohne Schwingungen.

2. k2 —4w? < 0:

Jetzt existieren zwei komplex konjugierte Losungen fiir k:

1
kg = —o4icVdw? — k2 = —A+iD.

22
Wir erhalten also als spezielle Losungen:
oMot

~M(cos @t + isin t)

~

+

=

~—
|

= €

f-(t) = e Me W = e M(cos@t —isint) .



5.4. DER EXPONENTIALANSATZ 67

Die Real- bzw. Imaginérteile dieser beiden Lésungen sind wieder linear abhéngig,
und die allgemeinste Losung hat die Form

ft) = e*)‘t(a coswt + bsinwt) = Ae™M sin(wt + ¢p) -

Dies ist der typsische Fall eines geddmpften harmonischen Oszillators, wobei
die riicktreibende Kraft grofl genug ist, so dafl es zu geddmpften Schwingungen
kommt.

3. k2 = 4w? = 4)\?: Zunichst erhalten wir nur eine Losung aus der algebraischen
Gleichung:
k= —X\.

Die Tatsache, dafl es sich dabei um eine doppelte Nullstelle der quadratischen
Gleichung handelt, &ndert leider nichts daran, dafl wir zunéchst nur eine Losung
der Differentialgleichung finden:

f(t) = Ae .

Andererseits wissen wir aus physikalischen Griinden, daf} es sich bei diesem Sy-
stem um einen geddmpften (A > 0) harmonischen Oszillator handelt, und wir
erwarten, sowohl den Ort wie auch die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 0 vor-
geben zu konnen. Auch die Mathematik sagt uns, dafl es zwei linear unabhéngige
Losungen geben mu$.

Einen ersten Hinweis darauf, daf3 wir mit dem Exponentialansatz nicht alle Losun-
gen gefunden haben, erhalten wir, wenn wir A = 0 setzen. Das fithrt uns auf die
kraftefreie Bewegung mit der Losung f(t) = a + bt. Diese Losung 148t sich nicht
als Exponentialfunktion darstellen.

Ein anderer Trick hilft uns, die fehlende Losung zu finden: Wir betrach-
ten zunéchst die Losung des geddmpften harmonischen Oszillators mit 20 =
Vaw? — k2 £ 0:

fo(t) = e M(acosdt + bsindt) .
Wir lésen nun das Anfangswertproblem f(0) = z¢ und f(0) = vo, was uns auf
die Koeffizienten

—_

a=xz9 und b= —(vy+ Axp)

&

fiihrt. Die Losung lautet also:

inwt
folt) = e (xg coswt + (vp + )\xo)smfu > .
w

Nun betrachten wir den Grenzfall @ — 0:

lim f5(t) = e [zo + (vo + Azo)t] - (5.9)

w—0



68 KAPITEL 5. DER HARMONISCHE OSZILLATOR

Wir sehen, daBl in der Klammer ein in ¢ linearer Term iibrigbleibt. Tatséchlich er-
halten wir fiir A = 0 wieder die Lésung der kréiftfreien Bewegung. Aulerdem kann
man sich {iberzeugen, daf3 die angegebene Funktion tatsédchlich die Bewegungs-
gleichung 16st. Die folgenden beiden speziellen Funktionen sind also die Losungen
in diesem Fall:

fit)=e™ und  fo(t) = te M.

5.5 Zwischenkapitel

5.5.1 Darstellungen der Translationsgruppe

Gangz allgemein hat die Differentialgleichung

N qn
ap—— t)y =0
(z dtn)f()

N linear unabhéngige spezielle Losungen, die wir mit {f;(¢)}, ¢ = 1,... N bezeichnen.
Mit jeder Losung f(t) der Differentialgleichung ist auch die Funktion (P, f)(t) = f(t—a)
Losung der Differentialgleichung, d.h. sie muf} sich in die speziellen Losungen entwickeln
lassen. Insbesondere gilt:

i(t—a) ZPU

Die Matrizen P;;(a) bilden eine Darstellung der Translationsgruppe auf dem Raum der
Losungen:
PZ] a-+ b Z P’Lk Pk]

Die einfachsten Darstellungen der Translatmnsgruppe sind eindimensional, d.h. die Ma-
trizen P;;j(a) haben Diagonalgestalt:

Pij(a) = diag (ekla,ekza, ... ,ekN“) )
Dies ist gerade der Fall, wenn die Nullstellen der charakteristischen Gleichung

Y ank™ = [[(k—kn) =0

verschieden sind, d.h. simtliche Losungen f;(t) = e¥i linear unabhiingig sind.

Sind jedoch einige der k; gleich, so haben wir gesehen, dafl es noch andere Losungen
gibt. In diesem Fall kann es sein, daf die Darstellungen der Translationsgruppe P;;(a)
nicht voll reduzierbar sind. Betrachten wir als Extremfall die Differentialgleichung

dN
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mit den linear unabhingigne Lésungen:

filt) = ¢! i=1,...,N.

1 0 0 0 0
a 1 0 0 0
a? 2a 1 0 0
0
Pla) = .
ak kak—1 . < I )ak_l 0
a1l (N -1aV 2 ... (N—-1a 1

Diese Darstellung ist nicht irreduzibel, da Unterrdume in sich selber abgebildet werden.
Aber sie 148t sich auch nicht weiter zerlegen, d.h., sie ist nicht voll reduzierbar.

5.5.2 Losung der Differentialgleichungen in Matrix-Form

Gegeben sei die Differentialgleichung

42 d
S Y = 0.
(dt2+ )\dt—I—w)f(t) 0

Wir schreiben diese Differentialgleichung zunéchst als Differentialgleichung 1. Ordnung

mitf:g:
d<f<t>> _ ( 0 1 )(ﬂt))
de \ g(t) —w? =2\ gt) |-

0 1
A= (—w2 —2/\>’

besitzt die beiden Eigenwerte A4 = —\ £ v/ A2 — w? und 148t sich als Summe von zwei
zueinander senkrechten Projektionsoperatoren Py auf die zugehorigen Eigenvektoren
schreiben:

Die Matrix A,

A == )\+P++)\_P_,

wobei

1 A 1 1 Ay 1
P = — P_ = —
LA ( M —Ay ) Ay — A ( P W ) ’
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mit
P: =P, P:=pP_ P,P. =P P, =0 P,+P =1.

Der Ausdruck ,,zueinander senkrecht “ bezieht sich auf die letzten beiden Eigenschaften.
Die Projektionsoperatoren sind jedoch im allgemeinen keine orthogonalen Matrizen.

Jeder Projektionsoperator auf einen Vektor & 148t sich in der Form

Pt () o

T1Y2 — T2 T2Y2 —T2Y1 T Yy

schreiben. Hierbei ist % ein beliebiger (von Z linear unabhingiger) Vektor, entlang dessen Richtung die
Projektion auf & erfolgt, d.h. Py = 0. | ist der auf ¢ senkrechte Vektor, d.h. (y1)a = €as(yL)s und
7" ist der transponierte Vektor.

In N Dimensionen gilt folgende Verallgemeinerung obiger Formel: Seien {7;},i = 1,..., N linear
unabhéngige Vektoren und {&;} die dazu dualen Vektoren, d.h. (&J;, ;) = d;;. Dann ist

P = (U, 0&;)
ein Satz von Projektionsoperatoren mit folgenden Eigenschaften:

P?=p PP, =P;P,=0 (i) dp=1.

P; ist Projektor auf ¥; entlang der Hyper-Ebene, die von allen ¥ (j # 4) aufgespannt wird, d.h. der
Kern vonP; sind alle ¥ mit (J;, ¥) = 0.

AuBerdem gibt es zu jeder Matrix A mit Eigenwerten {)\;}, fiir die die geometrische Entartung
gleich der algebraischen Entartung ist, einen Satz von Projektionsoperatoren { P;} mit P? = P;, P,P; =
PiP; =0 (i #j), > ,Pi=1,s0daB A= )" A\iP; (Spektralzerlegung von A).

Damit folgt
eAt — e/\+tp+ 4 e)\ftp_’

und wir erhalten als Losung des Anfangswertproblems:

FO N g t £(0)
(f(t)> = [e’\ P++e)‘ P}(JC(O))

Die beiden Projektionsoperatoren wurden dabei so gewéhlt, dafl P, Eigenvektor ¢ zu
A+ projiziert, und zwar entlang ¢, d.h. P,y = 0. Entsprechend projiziert P_ auf 3_
mit P_y, 0.

Diese Wahl von zueinander senkrechten Projektionsoperatoren ist nicht mehr
moglich, wenn AL = A— = —\. Der Eigenwert ist in diesem Fall algebraisch 2-fach ent-
artet, geometrisch jedoch einfach, d.h. der zugehorige Eigenraum ist nur 1-dimensional.
In diesem Fall 1a8t sich I" als Summe aus der Einheitsmatrix und einer nillpotenten Ma-
trix ¥ mit U? = 0 schreiben:

1 A 1
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Wegen ¥? = ( folgt:
" = (=A)"(I+n¥) bzw. el! = e M@ - \T),

was ebenfalls auf die oben gefundene Losung (5.9) fiihrt.

Alternativ kann man I' auch als Summe zweier Projektionsoperatoren P; und P
darstellen, wobei das Bild von P; im Kern von P; liegt, d.h. PoP; = 0. Allerdings ist
P1P2 =V 75 0:

I = — AP+ P) P?=P, PP=P,, P,P=0,

1{0 1 00
Pl_A(O—A) P = (A 1)'

P, ist Projektionsoperator auf den Eigenvektor von I'. Dieser Eigenvektor wiederum ist
der Kern von P.
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Kapitel 6

Distributionen und Greensche
Funktionen

6.1 Vorbemerkungen

Im néchsten Kapitel wollen wir den harmonischen Oszillator mit einer dufleren Kraft
untersuchen. Im ungeddmpften Fall haben wir also eine Differentialgleichung der Form

ez,
<dt2+w )f(t) = K(1) (6.1)

zu 16sen. Formal hat diese Gleichung die Gestalt:
Lf = K. (6.2)

Ebenso formal mdchte man nun gerne ,,das Inverse*“ von £ finden, so dafl die Lésung

lautet:
f=L'K. (6.3)

Das Inverse ist dabei definiert durch die Bedingung:
cct o =1. (6.4)

Uberlegen wir uns kurz die Analogie zur Matrizenschreibweise. In der linearen Algebra
entspriche (6.2) einer Gleichung der Form:

> Lijf; = Ki,
5

mit der Losung analog zu (6.3)
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Hierbei ist das Inverse der Matrix L durch die Gleichung
Y Lik(L™ Ny = 4y
k

definiert, was Gleichung (6.4) entspricht.

Grundsétzlich kénnen wir auch bei Differentialoperatoren von ,,Inversen“ sprechen,
obwohl in diesem Zusammenhang der Ausdruck Greensche Funktion gebrduchlicher
ist. Bevor wir aber das Problem des harmonischen Oszillators mit dufleren Kréften
behandeln, wollen wir die obigen Uberlegungen konkretisieren. Wir miissen uns dazu
iiberlegen, was eigentlich ,lineare Operationen“ auf Rdumen von Funktionen sind, was
die Identitétsabbildung T in Gleichung (6.4) bzw. d;; bei Funktionen zu bedeuten hat
und somit durch welche mathematisch wohldefinierte Vorschrift Gleichung (6.4) zu
ersetzen ist.

Wir werden dabei eine Struktur finden, die in folgender Tabelle zusammengefaflt
ist:

lineare Algebra Funktionalanalysis
Vektoren vevV f
Komponenten von Vektoren | v; € IR f(z) e R
Dualer Vektorraum Vi={d:V->1R} |{g9:{f} =R}
Komponentenschreibweise (&,7) =Y, wiv; (9,f) = [g(x) f(z)dz
Speziell i-te Komponente U0 — v =305v | f— f(zo) = [(z —z0)f(7)dx
Lineare Abbildungen Lv =~ 3, Lijv; Lf~[L(z,y)f(y)dy
Differentialoperatoren L.f(x)= ; an% f(zx)
Identitit vi = 3 0ijv; flz)=[d(z—y)f(y)dy
Inverse Abbildung >k LikL,;jl = 0j; [dzL(x,2)L7Y(2,y) = d(x — v)
Greensche Funktion L,G(z,y) = 6(x—y)
Losung von Lf = K fi=>;(LuKy | fe) = [G(x,y)K(y)dy

Ziel dieses Kapitels ist es, diese Tabelle zu erldutern.

6.2 Funktionenriume als Vektorraume

Wir haben bei der Behandlung des harmonischen Oszillators erwéhnt, daf§ die Bewe-
gungsgleichung , linear“ ist, d.h. mit f1(¢) und fa(¢) ist auch af1(t)+ 3 f2(t) eine Losung
der Differentialgleichung. Dabei haben wir implizit vorausgesetzt, dafl man Funktionen
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(punktweise) addieren und mit reellen (oder komplexen) Zahlen multiplizieren kann. In
diesem Sinne bilden Funktionen also einen Vektorraum. Wir miissen allerdings genauer
spezifizieren, welche Klassen von Funktionen wir zulassen. Je nachdem unterscheidet
man verschiedene Funktionenrédume.

Beispielsweise konnen wir verlangen, dafl die Funktionen auflerhalb eines kompakten
Gebietes verschwinden. Die Eigenschaft wird von der Linearitét respektiert. Wir kénnen
aber im allgemeinen nicht verlangen, dafl die Funktionen an einem bestimmten Punkt
xo einen bestimmten Wert fy annehmen, es sei denn fy = 0. Anderenfalls wire der
entsprechende Raum kein Vektorraum.

Fiir die weiteren Uberlegungen ist es sinnvoll anzunehmen, da8 die Funktionen be-
liebig oft differenzierbar sind, und auch die Integrale fiir alle Ableitungen existieren.
Dazu ist es notwendig, daf3 die Funktionen fiir x+ — 400 geniigend rasch verschwin-
den. Wir werden im folgenden verlangen, dafl samtliche Ableitungen der Funktionen
existieren, und daf} die Funktionen sowie ihre Ableitungen fiir grofle x schneller als jede
Potenz verschwinden (d.h. lim, .4+ 2" f(z) = 0). Solche Funktionen bezeichnet man
auch als Testfunktionen. Ein Beispiel fiir eine solche Funktion ist die Gauflkurve:

Testfunktionen bilden einen Vektorraum, d.h. sie lassen sich beliebig addieren und mit
reellen Zahlen multiplizieren, ohne daf} sie ihre Eigenschaft als Testfunktionen verlieren.
Man kann sich leicht iiberlegen, dafl es unendlich viele linear unabhéngige Testfunktio-
nen gibt, d.h. der Vektorraum der Testfunktionen ist unendlichdimensional.

Die Bezeichnung f(x) kann zweierlei bedeuten, was im folgenden jedoch begrifflich
unterschieden werden sollte: Entweder ist damit die Funktion f gemeint (d.h. ein Ele-
ment des Funktionenraums), oder der Wert dieser Funktion (d.h. eine reelle Zahl) an
einer speziellen Stelle z. Ganz entsprechend sollte man bei gew6hnlichen Vektoren auch
zwischen dem Vektor Z und seinen Komponenten x; unterscheiden.

6.3 Distributionen

Distributionen sind lineare Abbildungen von einem Testfunktionenraum in die reellen
Zahlen. (Bei komplexen Testfunktionen betrachtet man auch lineare Abbildungen in
die komplexen Zahlen, was hier jedoch nicht untersucht werden soll).

Bevor wir Folgerungen aus dieser Definition ziehen und Beispiele geben, soll das
Konzept der Distributionen an Hand eines physikalischen Beispiels motiviert werden.
Dieses Beispiel war tatséichlich der Ausgangspunkt fiir die Theorie der Distributio-
nen. Angenommen, wir mochten die Ladungsverteilung §(z) (daher auch der Name
»Distribution“ — es handelt sich um verallgemeinerte ,, Verteilungen*) einer Punktla-
dung am Ort = 0 beschreiben. Die Einheiten seien so gew#hlt, dal die Ladungsmenge
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1 ist. Da sich aulerhalb dieses Punktes keine Ladung befindet, miissen wir
plx) = 0 firx#0

verlangen. Andererseits sollte aber auch fiir die Gesamtladung in einem Volumen, das
x = 0 enthilt, gelten:

/p(w)dx =1.

Beide Eigenschaften zusammen lassen sich von einer gewdhnlichen Funktion (und der
gewohnlichen Definition des Integrals) nicht erfiillen. Auch die hiufig zu lesende Eigen-
schaft 0(0) = oo ist eher irrefithrend. (Erweitert man die reellen — bzw. noch héaufiger
die komplexen — Zahlen um oo, so gibt es fiir co Rechenregeln wie fiir die 0, insbeson-
dere gilt co = 200, was aber bei der §-Funktion nicht der Fall ist.)

Gliicklicherweise benétigen wir den Wert der ,,-Funktion“ an der Stelle Null nicht.
Was wir benotigen ist folgende Eigenschaft:

Js@r@dy = 50 (65)

Dies fafit beide obigen Eigenschaften zusammen: Falls f seinen Tréger aulerhalb der 0
hat, so verschwindet das Integral, was gleichbedeutend mit der Bedingung 6(x) = 0 fiir
x # 0 ist.

Gleichung (6.5) ist sicherlich nur ein formaler Ausdruck, denn einerseits haben wir
gesehen, dafl es sich bei §(z) nicht um eine Funktion handelt, und andererseits kann
daher die Integration nicht im Riemannschen oder Lebesgueschen Sinne zu verstehen
sein. Noch besser sollte man von einer Zuordnung bzw. Abbildung sprechen:

0,f) = f(0) . (6.6)

Der Funktion f wird ihr Wert an der Stelle x = 0 zugeordnet. Diese Abbildung ist
linear:

(6, afi + Bf2) = a8, fi) + B0, f2) = afi(0)+ Bf2(0) .

In diesem Sinne ist die -Funktion eine lineare Abbildung auf dem Funktionenraum.
Wir wollen nun die obigen Konzepte verallgemeinern. Distributionen wurden de-

finiert als lineare Abbildungen vom Raum der Testfunktionen in die reellen Zahlen.

Uberlegen wir uns zunéichst ein paar Beispiele von solchen linearen Abbildungen.

- Ein einfaches Beispiel haben wir im Zusammenhang mit der J-Funktion gerade
kennengelernt: § : f — f(0) ist eine lineare Abbildung, die einer Funktion eine
reelle Zahl zuordnet.
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- Die Stelle z = 0 ist natiirlich in keiner Weise ausgezeichnet. D.h. wir kénnen einer
Funktion auch ihren Wert an einer anderen Stelle xy zuordnen:

= (O, /) = f(=o) - (6.7)
Formal kénnen wir das mit der §-Funktion auch als Integral schreiben:
(Gos§) = [ 6= w0)f (@) dw = F(ao) (635)

- Das Integral einer Funktion

f o [ @

ist ein weiteres Beispiel. Die Linearitét dieser Abbildung ist offensichtlich, und da
wir fiir die Funktionen f zunichst nur Testfunktionen zulassen, existiert dieses
Integral auch im tiblichen Sinne.

- Fiir jede (integrierbare) Funktion w(x) ist die Abbildung

fo ) = [w@ f@)d (69)
ebenfalls eine lineare Abbildung in die reellen Zahlen.

- Als letztes Beispiel betrachten wir noch die folgende Abbildung:

df

f-fo =3 (6.10)

=0

Auch hier ist die Linearitét leicht nachgewiesen.

Beginnen wir unsere Diskussion mit Gleichung (6.9). Jede integrierbare Funktion de-
finiert durch das Integral eine lineare Abbildung auf dem Raum der Testfunktionen.
Insbesondere sind die Testfunktionen selber integrierbar, d.h. jede Testfunktion kann
auch in diesem Sinne als Distribution fungieren. Aber der Raum der Distributionen
ist offensichtlich viel grofler. Dies ist ein erster Unterschied zu endlich dimensionalen
Vektorrdumen: Die dualen Vektorrdume sind nicht notwendigerweise isomorph zu den
Vektorrdumen selber.

»Jede integrierbare Funktion schlieit beispielsweise auch Potenzen w(z) = 2™ mit
ein (daher mufiten wir annehmen, dafl die Testfunktionen im Unendlichen stéirker als
jede Potenz verschwinden). Auch nichtsteige Funktionen sind meist integrabel. Ein
bekanntes Beispiel ist die Heaviside-Funktion:

o) = {1 fiir 2 > 0

0 firz<O
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Der genaue Wert fiir z = 0 spielt keine Rolle, wird aber oft zu 1/2 gesetzt. Als Distri-
bution ist die Heaviside-Funktion folgendermaflen definiert:

;- ©.f) = /Ooof(:v>dx-

Die Integralschreibweise ist nicht nur der Indexschreibweise bei endlichen Vektorrdumen
sehr &hnlich,

(w, f) = /w(x)f(ac)d:r & (@) = Yww,

sondern sie ist auch als suggestive Form fiir eine lineare Abbildung so einpriagsam,
dafl man versuchen mochte, jede Distribution in dieser Form auszudriicken. Wir haben
schon gesehen, wie das fiir die §-Funktion und ihre Verallgemeinerung ¢,, moglich ist
(vgl. Gleichung (6.7)). Bis auf das letzte Beispiel in unserer obigen Liste kénnen wir
daher alle Distributionen formal als Integrale schreiben. Man spricht daher auch oft
von verallgemeinerten Funktionen. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dafl dies
auch fiir das letzte der Beispiele zutrifft.

6.4 Rechenregeln fiir Distributionen

Die Sprechweise, daf es sich bei Distributionen um verallgemeinerte Funktionen han-
delt, legt nahe, dafl wir mit Distributionen &hnlich ,,rechnen* diirfen, wie mit Funktio-
nen. Dies ist jedoch nur in einem eingeschrinkten Sinne richtig.

Distributionen bilden wieder einen Vektorraum, d.h. sie lassen sich addieren und
mit reellen Zahlen multiplizieren. Dies gilt immer fiir duale Vektorrdume:

(awy + Bwa, f) = a(wi, f) + Blws, f) -

Die Integralschreibweise respektiert diese Eigenschaft:

/(awl(:v)—i—ﬁwg(:v))f(:v) de = a/wl(:v)f(x) dz + B/wg(x)f(:v)dx.

Nicht definiert hingegen ist die Multiplikation von Distributionen. Es macht keinen
Sinn, von §(z)? zu sprechen. Wihrend fiir die Testfunktionen also eine allgemeinere
mathematische Struktur definiert ist, ndmlich die punktweise Multiplikation, die den
Vektorraum der Testfunktionen zu einer (kommutativen, assoziativen) Algebra macht,
ist fiir Distributionen zunéchst keine Multiplikation moglich.

Wir wollen nun definieren, wie man Distributionen ableitet. Dazu gehen wir wieder
von Gleichung (6.9) aus. Zu jeder integrierbaren und ableitbaren Funktion w(z) kénnen
wir auch dw(z)/dz bilden, und es gilt:

dw(z)
dx

flz)dy — —/w(g;)dfi@ dz = —(w, ). (6.11)
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Diese Eigenschaft bildet die Definition der Ableitung einer Distribution. Insbesondere
gilt fiir die §-Funktion:

0f) = =(6.f) = - 10).

Damit haben wir auch die letzte lineare Abbildung aus unserer obigen Liste durch eine
Operation auf der d-Funktion ausgedriickt. Formal schreibt man auch:

—/5’(w—x0)f(x) dz = f'(x0) .

Die Ableitungen von Distributionen sind durch die partielle Integration, bzw. allgemei-
ner die Relation (6.11) definiert.

Wir wollen die obigen Rechenregeln anwenden, um die Ableitung der Heaviside-
Funktion zu berechnen:

—d
o dx

©.f) = —©.f) = - z = —[f(o0) = f(0)] = f(0).

Die Ableitung der Heaviside Funktion ist somit die §-Funktion:

dO(z)
dx

= 0(x) .

Weiterhin 148t sich leicht zeigen, daf§ die Ableitung der stetigen Funktion

xz firxz >0

bzw. in der Distributionsschreibweise
T = [ af@)de,
gerade die Heaviside-Funktion ergibt, die zweite Ableitung daher die §-Funktion:
T'(x) = O(x) T'(x) = 6(z) . (6.13)

Ein allgemeines Theorem aus der Theorie der Distributionen besagt, dafl sich jede
Distribution als Ableitung von stetigen Funktionen darstellen 14t.

6.5 Distributionen als Grenzwerte regulidrer Funktionen

Obwohl die obigen Rechenregeln fiir Distributionen sehr einfach sind und meist leicher
zum Ziel fithren als andere Verfahren, ist es aus physikalischer Sicht manchmal sinnvoll,



80 KAPITEL 6. DISTRIBUTIONEN UND GREENSCHE FUNKTIONEN

Distributionen als Grenzwerte reguliérer Funktionen zu verstehen. Dabei beschranken
wir uns im wesentlichen auf die J-Funktion.
Wir suchen Funktionen D.(z) mit folgenden Eigenschaften:

/De(m) dez =1 und hII(l)DE(l‘) =0 firz#0. (6.14)

Drei solche Funktionen wollen wir hier angeben:

- Die Kastenfunktion:

— fir |z] <€
DE(CL‘) = 26 | ’
0

sonst

- Die Gaufifunktion:

72
D (z) = exp (—2€2> . (6.15)

- Die Lorentz-Kurve:
T2 4 €2’

In allen drei Féllen lassen sich die obengenannten Bedingungen leicht nachweisen. Fiir
jede Testfunktion f(z) 148t sich auch beweisen, daf

[0.9]
lim D (x)f(x)dz = f(xo) .
e—0 J _s0
In diesem Sinne 1dft sich die J-Funktion (und auch ihre Ableitungen) als Grenzwert
von gewohnlichen Integralen verstehen. Allerdings ist die explizite Auswertung solcher
Integrale oft schwierig.
In dhnlicher Weise ist auch die Heaviside-Funktion Grenzwert von stetigen Funk-
tionen, beispielsweise:

Oc(z) = ltan_1 (x) —i—% .

™ €

Die Ableitung dieser Funktion ist die Lorentz-Kurve. Die meisten ,,Regularisierungen “
dieser Art ergeben fiir z = 0 den Wert 1/2.

6.6 Lineare Abbildungen auf dem Funktionenraum

In den letzten Abschnitten haben wir Distributionen als lineare Abbildungen vom Funk-
tionenraum in die reellen Zahlen kennengelernt. Nun wollen wir lineare Abbildungen
vom Funktionenraum in sich selber untersuchen. Zunéchst wieder ein paar Beispiele:
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Die Identitédtsabbildung:
=17 (6.16)

Multiplikation mit einer beliebigen Funktion g:

f—=gf f(@) = [9f1(z) = g(2) f () . (6.17)

Die Faltung mit einer beliebigen (integrierbaren) Funktion g:

fod @ = ey, (6.1)

Die Integration iiber einen Integralkern L(x,y):

S Lf L) = [ L) f)dy. (6.19)
- Die Anwendung eines Ableitungsoperators, beispielsweise:
d? d*f ()
== ) = S (6.20)

In allen Féllen ist die Linearitit der Abbildungen wiederum leicht nachgewiesen. Das
Ergebnis — das Bild — der Abbildung ist diesmal jedoch eine Funktion.

Zunichst erkennen wir, dafi Gleichung (6.18) ein Spezialfall von (6.19) ist. Wie-
derum erinnert (6.19) an eine Verallgemeinerung der Indexschreibweise bei linearen
Abbildungen in endlich-dimensionalen Vektorrdumen:

L = YLy & Liw@ = [Law)i)dy.

Tatséichlich kénnen wir uns leicht davon iiberzeugen, dafl samtliche Beispiele in obiger
Liste sich in dieser Form schreiben lassen, vorausgesetzt wir benutzen unsere Definiti-
on der Distributionen, die wir jetzt allerdings als Funktion eines weiteren Arguments
auffassen. So gilt beispielsweise

fa) = [o-psmdy.

Die Identitétsabbildung (6.16) wird also durch die d-Funktion représentiert. Man ver-
gleiche auch hier mit der Intexschreibweise in der linearen Algebra:

5ij = 5(56 — y) .
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Die Multiplikation mit einer beliebigen Funktion g(z) 148t sich ebenfalls in dieser Form
schreiben:

(99@) = g@)f@) = [ 93 —y) S)dy.

In diesem Fall hat der Kern die Form L(z,y) = g(y)d(xz — y). In einem gewissen Sinn
ist dies die funktionale Form einer Diagonalmatrix:

A = diag()\l, ce ,)\n) = (Al_f)l = )\ivi .
Auch den Ableitungsoperator kénnen wir in dieser Form schreiben:

df
dz?

— [ iy

Man beachte hierbei, daf3 bei einer ungeraden Anzahl von Ableitungen genau anzugeben
ist, auf welches Argument der d-Funktion die Ableitung wirkt, beispielsweise ist:

L) = = 0=y

Nach unserer Definition der Ableitung der §-Funktion gilt:

d{i(;) - /(5(:U—y)d£§j/)dy = —/(w(fiy_y)f(y)dy = /dé(m_y)f(y)d%

Der Integrationskern zur Ableitung ist daher:

d diz—y) _ _dé(a:—y).

dz dz - dy

Im allgemeinen ist es nicht notwendig und auch nicht iiblich, die speziellen linearen
Abbildungen, die sich als Multiplikation mit einer Funktion (6.17) oder als Ableitun-
gen (6.20) schreiben lassen, in die umsténdliche Integraldarstellung (6.19) zu bringen.
Die bisherigen Uberlegungen sollten nur zeigen, daf es prinzipiell maglich ist, lineare
Abbildungen unter Zuhilfenahme von Distributionen auch als Integral iiber einen ver-
allgemeinerten Integralkern zu schreiben. Auflerdem wird dadurch die Definition der
inversen Abbildung einsichtig.

6.7 Greensche Funktionen

Wir kénnen nun den Formalismus der linearen Abbildungen anwenden und die inversen
Abbildungen definieren. Gegeben sei ein Integralkern L(zx,y):

foLf=g wit o) = [ L@yl
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Gesucht ist die Abbildung L~!, so da8 fiir g = Lf gilt:

f=1L"g mit f(z) = /L_l(z,y)g(y)dy-

Wenden wir auf diesen Ausdruck die Abbildung L an, so folgt:

o@) = [Le2fEd = [Laz) [ L7 e dedy .

Andererseits ist

Also muf} gelten:
/L(:c,z)L_l(z,y) dz = 6(z—vy) . (6.21)

Dies ist die Definitionsgleichung fiir die inverse Abbildung und gibt somit Gleichung
(6.4) einen Sinn. Formal ist also L- L~ — d.h. die Hintereinanderschaltung der Abbil-
dung L~! und L — die Identitéitsabbildung. Man vergleiche (6.21) wiederum mit dem
entsprechenden Ausdruck bei Matrizen:

ZLik(L_l)kj = 0;j -
%

Selbstverstindlich hat L~!(x,y) im allgemeinen nichts mit der Funktion 1/L(z,y) zu
tun, ebensowenig wie (L™1);; nicht durch das Inverse der Matrixelemente 1/L;; gegeben
ist. Diese Eigenschaft gilt nur bei Diagonalmatrizen, d.h. in diesem Fall fiir die einfache
Multiplikation mit einer Funktion g(z) (vgl. Gleichung (6.17)).

Bei sogenannten Differential- oder Ableitungsoperatoren vereinfacht sich Gleichung
(6.21) noch. Sei £, ein allgemeiner Differentialoperator:

dn
Ez = Zan<$)w,

n

dann ist der Integrationskern dazu durch
L(J}:y) = ﬁxé(.%' - y)
gegeben, und (6.21) wird zu:
/L(x,z)G(z,y) dz = L,G(z,y) = d(x—vy) .

Entsprechend der iiblichen Notation haben wir den inversen Operator zu einem Diffe-
rentialoperator — die sogenannte Greensche Funktion — mit G(x,y) bezeichnet. Die
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Greensche Funktion zu einem Differentialoperator L, erfiillt also die Differentialglei-
chung

dTL
L,G(z,y) = Zan(x)@ G(z,y) = 6(x—vy) . (6.22)
Haben wir also eine Differentialgleichung der Form

ar
daxm

Lof(x) = ) an(x)-— fla) = K(z)

gegeben, so lautet die Losung dieser Differentialgleichung, ausgedriickt durch die Green-
sche Funktion zum Operator L,:

fa) = [GaypKmdy.

In diesem Sinne kann man Greensche Funktionen als das ,,Inverse* eines Differential-
operators auffassen.

Obwohl die bisherigen Uberlegungen sich auf Funktionen in einer Variablen bezogen,
gelten ganz entsprechende Beziehungen auch fiir Funktionen in mehreren Variablen und
fiir Differentialoperatoren mit partiellen Ableitungen.

6.8 Die Randbedingungen fiir Greensche Funktionen

Wir haben uns bisher keine Gedanken dariiber gemacht, ob die inverse Abbildung L~!
zu einer gegebenen linearen Abbildung L iiberhaupt existiert. In der linearen Algebra
gibt es ein einfaches Kriterium, wann es zu einer Matrix L;; auch die inverse Matrix
L~ gibt: Notwendige und hinreichende Bedingung ist, daf§ die Determinante von Null
verschieden ist. Diese Aussage ist dquivalent zu der Aussage, dafl das Gleichungssystem

Ly = 0 bzw. ZLijUj =0
J

keine nichttrivialen Losungen (d.h. mit @ # 0) besitzt. Gibt es solche Lésungen, so ist
der Rang der Matrix L nicht maximal, d.h. es gibt lineare Unterrdume des Vektor-
raums, die auf die 0 abgebildet werden. Die Abbildung L ist also nicht injektiv, und
da es sich um eine lineare Abbildung handelt auch nicht surjektiv. Es gibt daher keine
Umkehrabbildung als Abbildung V' — V.

Trotzdem kénnen wir Gleichungen der Form

—

Lv = k bzw. ZLUUJ = ki
J
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unter bestimmten Bedingungen losen. Voraussetzung ist, dafi der Vektor k im Bild der
Abbildung L liegt. Ist dies der Fall, gibt es nicht nur eine Lésung, sondern jeder Vektor
der Form

—

= U+ 1

Sy

mit
Li=Fk wnd Lig=0

ist ebenfalls eine Losung. Zu jeder speziellen Lésung der inhomogenen Gleichung kénnen
wir also eine beliebige Losung der homogenen Gleichung addieren.

Uberlegen wir uns nun, wie sich die vorherigen Resultate auf Greensche Funktionen
iibertragen. Wenn wir eine inhomogene Differentialgleichung der Form

16sen wollen, und

L.f(x) =0

Losungen besitzt, so werden zwei Dinge zu beachten sein:

- Moglicherweise ist nicht jede Funktion K (x) im Bildraum der Abbildung £,. Zu
manchen dufleren Krifte gibt es daher keine (reguléren) Losungen. Wir werden
Beispiele dafiir kennenlernen.

- Zu jeder speziellen Losung der inhomogenen Gleichung erhalten wir weitere

Losungen, indem wir die Losungen der homogenen Gleichungen addieren. Sei
fx Losung der inhomogenen Gleichung,

Lofi(z) = K(z),
und seien {f;(x)} linear unabhéngige Losungen der homogenen Gleichungen,
Ly fi(z) = 0,
so ist die allgemeinste Losung der inhomogenen Gleichung von der Form:

flz) = f(z) Zaz’fi(l‘)-

Durch die Wahl geeigneter Rand- oder Anfangsbedingungen werden die Koeffizi-
enten «; festgelegt.
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6.9 Zwischenkapitel: Inverse Operatoren zu Abbildungen
mit Nullmoden

Sei L : V — V eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum V', Vy der Kern dieser
Abbildung, d.h. L(Vp) = 0, und L(V) = V; C V das Bild von L. Bei endlich dimen-
sionalen Vektorrdumen gilt dann dim(Vp) + dim(V1) = dim(V'). Sei weiterhin P ein
Projektionsoperator auf den Vektorraum Vi, d.h. P2 = P und P(V) = Vj. Gesucht ist
eine Abbildung L~! mit

LoL™t =P. (6.23)

Mehr kénnen wir nicht verlangen, denn da L(V) = V7, kann auch das Bild von Lo L1
nur V; sein. Fiir Vektoren aus V;, also in dem Bild von L, soll L o L™! die Identitéts-
abbildung sein.
L' ist durch diese Bedingung nicht festgelegt, denn jede lineare Abbildung A :
V — V deren Bild gleich dem Kern von L ist, d.h. A(V) = Vp, kann zu L~! addiert
werden:
Lyt =L1+A.

LZI erfiillt ebenfalls die Bedingung (6.23). Auflerdem gibt es mehrere Projektionsope-
ratoren auf den Vektorraum Vj, so da L~! auch von der Wahl von P abhiingt. Wir
betrachten hierzu ein einfaches Beispiel.

Fiir A # 0 sei

L= (3 8) dh. Vo = {(0,5)} und Vi = {(2,0)}.

Eine allgemeine Abbildung A mit A(V) =V} und ein allgemeiner Projektionsoperator

P, auf V; sind:
1l « 0 0

Zu einem gegebenen P, ist die allgemeinste Losung zu L o L™ = P, gegeben durch:

1 a 1 a
L7t = A A = A2 + A.
a b 0 0

Man erkennt die Abhingigkeit von L~! von a wie auch die verbleibende Freiheit der
Wahl von a,b. Insbesondere kann L~! durchaus bijektiv sein, obwohl L selber nicht
bijektiv ist.



Kapitel 7

Lineare Systeme mit dufleren
Kraiften

Wir wollen in diesem Kapitel die Theorie der Greenschen Funktionen auf veschiedene
Differentialgleichungen anwenden. Im Vordergrund stehen dabei Bewegungsgleichungen
fiir Massenpunkte mit dufleren (ortsunabhiingigen) Kriften in der klassischen Mecha-
nik. Ganz allgemein werden wir folgendes ,, Kochrezept “ anwenden:

Gegeben ist eine Differentialgleichung mit Differentialoperator L;:

Lix(t) = K(t) .
Wir suchen zunéchst die Greensche Funktion zu £, d.h.
LGt —t) = §(t—1t),
und die Losung ist dann durch

2(t) = /_ O:O Gt — VK () df' + xo(t)

gegeben, wobei x(t) eine Losung der homogenen Differentialgleichung ist.

7.1 Differentialgleichung 1. Ordnung

Beginnen wir die Anwendung der Theorie der Greenschen Funktionen mit einem sehr
einfachen Beispiel, der Differentialgleichung

S0 = g0).

87
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Die Losung dieser Gleichung ist bekannt:

50 = [ o@)ar + ria).

to
Wir wollen nun sehen, wie man diese Losung mit Hilfe des Formalismus der Greenschen

Funktionen erhilt. Zunéichst haben wir die Greensche Funktion zum Ableitungsoperator
zu bestimmen. Diese ist aber bekannt, es ist die Heaviside-Funktion:

d A !
SO—t) = at—t).

Damit ergibt sich die Losung der obigen Differentialgleichung zu

st = [~ ew-terat = [ grar.

Offensichtlich stimmen die beiden Ergebnisse iiberein, insbesondere wenn man noch
beriicksichtigt, dafl wir eine Konstante (als Losung der homogenen) Gleichung addieren
konnen.

Man beachte, daf3 die Heaviside-Funktion auflerhalb des Punktes ¢ = ¢y konstant
ist, also eine Losung der homogenen Differentialgleichung darstellt. Ganz allgemeine
erfiilllen Greensche Funktionen auflerhalb des singuldren Punktes die homogenen Glei-
chungen. Die d-Funktion erhilt man nach der Ableitung, weil die Heaviside-Funktion
am singuldren Punkt gerade einen Sprung der Héhe 1 macht. Diese Vorstellung werden
wir im folgenden benutzen, um Greensche Funktionen zu anderen Differentialoperatoren
»zu erraten. Auflerdem geniigt es wegen der Zeittranslationsinvarianz der homogenen
Gleichung, allgemein fiir einen Differentialoperator £, die Losung zu der Differential-
gleichung

L,G(t) = §(t)

zu bestimmen. Die allgemeine Greensche Funktion ist dann G(¢,t') = G(t — t').
Betrachten wir als néichstes Beispiel die Differentialgleichung

(5+a)f0 = o). (7.1)

Thre Losung ist im allgemeinen nicht so leicht zu erraten. Aber nach den obigen Uber-
legungen koénnen wir die Greensche Funktion, bzw. die Losung von

(jt + a> G(t) = 6(t),

leicht bstimmen. Fiir ¢ # 0 mufl G(t) eine Losung der homogenen Gleichung sein, d.h.
ganz allgemein muf} gelten:

ae” firt<0
G(t) = { be—ot fir ¢t > 0



7.2. DAS FREIE TEILCHEN MIT EINER AUSSEREN KRAFT 89

Die Konstanten a und b sind nun so zu wahlen, dafl wir bei ¢t = 0 gerade einen Sprung
der Hohe 1 haben, also b — a = 1. Insbesondere kénnen wir a = 0 und b = 1 wéhlen

und erhalten:
fir t <t/

0
Gt.t) = { e =t firt >t/

Die anderen Fille ergeben ebenfalls Greensche Funktionen, unterscheiden sich aber von
dieser speziellen Wahl fiir ¢ und b nur um eine Lésung der homogenen Gleichung. Damit
finden wir als Losung der inhomogenen Differentialgleichung (7.1):

t ’ t ’
) = [ e geyar = et [ e geyar

Durch Ableiten dieser Funktion kann man sofort nachpriifen, dafl es sich um eine Losung
von (7.1) handelt. Wir haben natiirlich weiterhin die Freiheit, eine Losung der homo-
genen Gleichung zu addieren.

7.2 Das freie Teilchen mit einer dufleren Kraft

Wir wollen nun die einfachste inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung be-
trachten: 2 o0
Car = K@ = 2
Diese Differentialgleichung kénnen wir interpretieren als die Differentialgleichung eines
Teilchens, auf das eine ortsunabhéngige Kraft F'(t) wirkt. Auch in diesem Fall ist uns

die Losung bekannt: Wir erhalten sie nach zweimaliger Integration von K (t),

d t
—f(t) = K@{)dt + v,
dt to

bzw.

t/
/ / K ” dt” + vot + xo . (7.2)
to

Uberlegen wir uns nun, wie wir dieses Ergebnis aus dem Formalismus der Greenschen
Funktionen ableiten kénnen. Zunéchst miissen wir die Losung von

d2

—G(t) = ot 7.3

TG0 = &) (73)
bestimmen. Auch diese ist uns aber schon bekannt (vgl. Kapitel 6.4, Gleichungen (6.12)
und (6.13)):

0 firt<O0
G = {t fir t >0 (7.4)
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Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet somit:

t

10 = [ =KW + fole)
—0o0

wobei fo(t) = at + b Losung der homogenen Gleichung ist. Dies hat noch nicht die

Form, die wir in (7.2) gefunden haben. Allerdings zeigt uns eine partielle Integration,

bei der (t — ') nach t' abgeleitet, und K (¢') integriert wird, dafl die beiden Ergebnisse

iibereinstimmen.

Die Greensche Funktion zur freien Bewegung besitzt ein anschauliche Interpretation.
Die §-Funktion in (7.3) konnen wir als eine ,, Kraft“ auffassen, die nur zum Zeitpunkt
t = 0 wirkt und dem Teilchen einen endlichen Impuls iibertrégt. Die Greensche Funktion
(7.4) beschreibt ein ruhendes freies Teilchen, das bei ¢ = 0 einen Stofi bekommt und
anschlieBend mit endlicher Geschwindigkeit (v = 1) weiterfliegt.

7.3 Die Greensche Funktion des harmonischen Oszillators

Zur Berechnung der Greenschen Funktion des harmonischen Oszillators haben wir fol-
gende Gleichung zu 16sen:

2
<;§2 +w2) Gt) = 6(t) .

Fiir t # 0 ist G(t) Losung der homogenen Gleichung, d.h.

a_sinwt +b_coswt firt <0
G(t) = . .
a4 sinwt + by coswt  fiir t > 0

Bei ¢t = 0 erhilt der Ostzillator einen Stof}; der seine Geschwindigkeit um 1 erhoht, d.h.

lim G(t) = lim G(t)

t—0t+ t—0~
und ' ‘
lim G(t) = lim G(t)+1.
S ) = lip G+
Wir erhalten also fiir die Koeffizienten b_ = b4 = b und wa_ + 1 = way. Speziell

kénnen wir wieder a=0 = b setzen und finden als Losung:

sinw(t—t) . ,
Gret (t - t/) _ 70‘) firt >t
0 fir t <t/

_ et t,)sinw(t —t)

w
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Der Index ,,ret“ bedeutet retardierte Greensche Funktion und bezieht sich auf die spe-

zielle Wahl der Koeffizienten a_ und b. Im n#chsten Abschnitt werden wir auf diese

Randbedingungen néher eingehen. Die Lésung hat also die physikalische Interpretati-

on, daf der Oszillator (beispielsweise ein Pendel) fiir ¢ < ' ruht, bei ¢t = ¢’ einen Stofl

erhélt (mit Energie 1) und von da an mit der entsprechenden Amplitude schwingt.
Fiir eine Gleichung der Form

2
<dt2 +w )x(t) = K(t) (7.5)

erhalten wir als Lésung:

: /
2(t) = /t K@)l =0 g 1w
oo w

xo(t) ist eine Losung der homogenen Gleichung und beschreibt das Verhalten der Funk-
tion x(t) fiir die ferne Vergangenheit ¢ — —oo, bevor die dulere Kraft K(¢) einge-
setzt hat. Wir kénnen uns bei dieser Losung vorstellen, daf zu jedem Zeitpunkt ¢’ ein
StoBK (t') auf den Oszillator iibertragen wird, und fiir die Losung iiber diese kontinu-
ierliche Abfolge von Stoflen integriert wird. Dabei spielen nur die Sté8e eine Rolle, die
in der Vergangenheit des Oszillators stattgefunden haben.

7.4 Randbedingungen: Die retardierte und avancierte
Greensche Funktion

Da es Losungen zur homogenen Gleichung des harmonischen Oszillators gibt, ist auch
die Greensche Funktion nicht eindeutig. Wir kénnen zur Greenschen Funktion ebenfalls
eine homogene Losung addieren. Das entspricht einer anderen Wahl der Parameter a_
und b. Insbesondere kénnen wir auch a4 = 0 setzen und erhalten:

sinw(t—t) . ,
Ga(t — 1) = B — firt <t
0 fiir t >t/
i t—t
— _@(t/_t)w
w

Der Index ,av“ steht hier fiir avancierte Greensche Funktion. Die Interpretation die-
ser Losung ist, dal der Oszillator fiir alle Zeiten ¢ < ¢’ mit der Energie 1 schwingt
und zum Zeitpunkt ¢’ durch einen Stofl in Ruhe versetzt wird. Physikalisch ist dieser
Prozefl natiirlich ebenfalls moglich. Die Differenz zwischen retardierter und avancierter
Greenscher Funktion ist eine Losung der homogenen Gleichung:

Gres(t) — Ga(t) = %sinwt.
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Welche physikalische Interpretation haben aber die Losungen der Bewegungsgleichung,
die wir mit der avancierten Greenschen Funktion berechnen:

z(t) = /too K(t’)Wdt’ + #o(t) .

Zo(t) ist nun die homogene Losung, die x(¢) in der fernen Zukunft ¢ — oo einnehmen
wird, nachdem die Kraft K(¢) aufgehort hat zu wirken. z(t) beschreibt also eher, wie
die Kraft K (t) das System ,,abddmpft“ bis es schliellich in den Zustand &(t) gelangt.
Fiir (t — —o0) gibt uns die Lésung an, wie wir das System zu priparieren haben,
damit es unter der Einwirkung der Kraft in der fernen Zukunft zu Zo(t) wird.

Die Losungen, die sich aus der retardierten Greenschen Funktion ergeben sind phy-
sikalisch naheliegender: Wir kennen den Schwingungszustand des Systems in der Ver-
gangenheit (zo(t)) und wollen wissen, wie sich das System unter der Einwirkung der
Kraft entwickelt. Trotzdem gibt es auch Fille, wo die avancierte Greensche Funktion
oder auch andere Kombinationen von Interesse sind.

7.5 Resonanz

7.5.1 Einfache harmonische duflere Kraft

Wir betrachten nun einen harmonischen Oszillator, bei dem die duflere Kraft selber
eine harmonische Schwingung darstellt, beispielsweise

K(t) = Acoswot .

Die Frequenz der dufleren Kraft wy ist zunichst verschieden von der Frequenz des
Oszillators w. Wir konnen dieses Problem natiirlich mit Hilfe der Greenschen Funktion
l6sen, allerdings nehmen wir dabei zunéchst an, daf§ die Kraft K (t) erst zum Zeitpunkt
to einsetzt, und fiir ¢ < ty der Oszillator in Ruhe ist:

t
z(t) = — [ sinw(t—t)coswet’ dt’
W Jtg

= % /t{Sin[wt — (w — wo)t'] + sinfwt — (w + wo)t']} dt’

to

cos(wot) +

A
= 3 L} — W cos(wot) (7.6)

= — coslwt — (w — wo)to] — cos[wt — (w + wo)to]

w — wo w wo
A

= —coswpt + xo(t) .
w? — wd 0 o(t)
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Hierbei ist xo(t) eine Losung der homogenen Gleichung, die vom Startzeitpunkt to
abhéngt.

In diesem speziellen Fall 148t sich die spezielle Losung auch aus einem harmonischen
Ansatz ,erraten“, denn bei einer dufleren Kraft mit der Frequenz wy wiirden wir aus
physikalischer Anschauung bereits erwarten, dafy der Oszillator auch mit der Frequenz
wo reagiert. Setzen wir den Ansatz

z(t) = acoswot

in die Differentialgleichung fiir den Oszillator mit der Kraft K (¢) ein, so finden wir
direkt:
a(—wi + w?) coswot = Acoswpt ,
bzw.
B A
a = — —

Die spezielle Losung lautet also:

z(t) = cU2fw(2]coswot,
was wir auch aus dem Formalismus mit der Greenschen Funktion erhalten haben.

Zunéchst erkennt man, dafl die Losung fiir wyg = w divergent ist. Wenn die dufle-
re Kraft also dieselbe Frequenz hat wie der harmonische Oszillator, gibt es keine
Losung. Physikalisch bedeutet dies, dafi der Oszillator durch die duflere Kraft unbe-
grenzt , aufgeschaukelt “ wird, seine Amplitude also unbegrenzt zunimmt. Vom mathe-
matischen Standpunkt betrachtet ist dies genau der Fall, bei dem K(¢) nicht im Bild
des Operators des harmonischen Oszillators liegt, es zu diesem speziellen K (t) also
keine Losung gibt.

Das ,, Aufschaukeln“ erkennt man iibrigens besser an der Losung, die wir mit Hilfe
der Greenschen Funktion hergeleitet haben und bei der die duflere Kraft erst zum
Zeitpunkt to einsetzt. In dem Grenzfall w — wy erhélt man aus (7.6):

A

z(t) = — 2—(15 —tg)sinwpt + homogene Losung .
wo

Die Amplitude nimmt also linear mit der Zeit zu.

7.5.2 AuBere Kraft mit mehreren harmonischen Anteilen

Wir nehmen nun an, dafl die duflere Kraft mehrere harmonische Anteile besitzt, d.h.
von der Form

K(t) = Z Ay, coswpt
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ist. Wir erhalten in diesem Fall die spezielle Losung sofort als entsprechende Summe
von harmonischen Anteilen:

A
I'(t) = Zﬁcoswnt.

n n

Die Losung des harmonischen Oszillators enthélt also genau dieselben Frequenzanteile,
wie die duflere Kraft. Die zugehorige Amplitude hangt dabei nur von der entsprechenden
Amplitude der Kraft ab (A,) und dem Faktor 1/(w? — w?2), nicht jedoch von den
Amplituden zu den anderen Frequenzen. Die einzelnen Frequenzanteile beeinflussen
sich also nicht gegenseitig, sondern iiberlagern sich einfach. Dies ist typisch fiir den
Oszillator und folgt aus der ,, Linearitéat“ der Gleichungen.

Wegen des Faktors 1/(w? — w?) macht sich bei einer duBeren Kraft die Frequenz
am stirksten bemerkbar, die am néchsten zur Frequenz des Oszillators ist. Fiir w ~ wy
kann es in diesem Fall zu gewaltigen Amplituden kommen. Ein bekanntes Beispiel ist
die Briicke von Tampas (?), wo durch Resonanz mit Winden in der Bucht die Briicke
ins Schaukeln geriet und schliellich zerfiel.

7.5.3 Der gedampfte Oszillator mit duflerer Kraft

Wir hatten gesehen, dafl die Losung des harmonischen Oszillators mit einer Frequenz
w zu einer duBeren Kraft mit derselben Frequenz w divergiert. In der Realitéit wird
das allerdings meist dadurch verhindert, dal entweder nicht-lineare Beitréige fiir grofie
Amplituden wesentlich werden, oder aber Dampfungsbeitréige beispielsweise durch Rei-
bung. Diesen letzteren Fall wollen wir kurz besprechen. Die &duflere Kraft sei wieder
harmonisch mit einer Frequenz wy:

i(t) + ki(t) + wx(t) = Aewot

Der Realteil dieser Gleichung (A sei reell) entspricht einer Kraft A coswyt, der Ima-
ginérteil einer Kraft A sinwgt. Es handelt sich hier lediglich um einen mathematischen
Trick, der aber das Rechnen etwas vereinfachen wird, und der uns gleichzeitig beide
Losungen liefert. Der Ansatz

z(t) = aeo! (7.7)
fithrt nun auf die Gleichung;:
2 . 2y _
a(—wg + kwol +w*) = A,
bzw.
A A (2 9 0
a = = w® —wj§ — Kkwol) .
w? — wg + Kwol (w? — wd)? + k2w 0 0
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Zerlegen wir mit diesem Ergebnis fiir a die Losung (7.7) nach Real- und Imaginérteil,
so erhalten wir:
A

2 2 ~
x(t) = =R T R ((w — w() coswot + Kwp sin wot)

[\

w? — wg) sin wot — Kwg COS wmﬁ) .

A ((
(w? — w§)? + k2w

Hierbei bezeichnet z.(t) die Losung zur &uere Kraft K(t) = Acoswot und z4(t) die
Losung zu K (t) = Asinwgt. Wie beim ungedédmpften harmonischen Oszillator ist die
Responz des Oszillators auf eine duflere Kraft umso stérker, je ndher die Frequenz wy
an der Oszillatorfrequenz w ist. Allerdings divergiert die Losung nun nicht fiir w = wy,
sondern wir erhalten beispielsweise:

A
x(t) = o sinwot . (7.8)

Da die homogenen Losungen in diesem Fall einen Dadmpfungsfaktor haben, also
fir grole t gegen Null gehen, stellt sich nach geniigend langer Zeit immer das obige
Schwingverhalten ein.

Eine wesentliche Eigenschaft des geddmpften harmonischen Oszillators mit duflerer
Kraft ist die Phasenverschiedung fiir die Responz relativ zur Anregung. Diese betréigt
bei der Resonanzfrequenz gerade 90° (vgl. (7.8)). Schreiben wir die Amplitude a in
Polarkoordinaten:

a = Re @
mit
R _ A B A
- 2_ 2.1 =
w? — wf + ikwy \/(wz — w2)? + K2w?
dem Betrag der Responz und
RWQ
a = arctan 53
w - wO

als seine Phase, so folgt fiir die komplexe Losung;:
z(t) = Rel@i=a)

« ist also gerade die Phasenverschiebung zwischen der dufleren Kraft und der Anregung
des Oszillators. Dies gibt uns gleichzeitig eine andere Interpretation der komplexen
Losung bei Resonanzphidnomen: Komplexe Zahlen haben einen Betrag und eine Phase,
und die Responz des Oszillators — der Betrag und die Phasenverschiebung — wird
gerade durch die entsprechende komplexe Losung ausgedriickt.
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KAPITEL 7. LINEARE SYSTEME MIT AUSSEREN KRAFTEN



Kapitel 8

Die lineare Kette

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der sogenannten ,,linearen Kette“ aus N Masse-
punkten befassen. Diese Massepunkte (Masse m) seinen untereinander durch eine Feder
(Federkonstante D) gekoppelt und kénnen nur longitudinale Schwingungen ausfiihren.
Die Wahl der Randbedingungen, d.h. die Vorgabe der Kopplungen fiir Teilchen 1 und
Teilchen N werden wir spéter diskutieren. Dieses Modell ist gleich in zweifacher Hin-
sicht ein ,,Prototyp“: Einerseits dient eine dreidimensionale Verallgemeinerung dieses
Modells als Grundlage fiir die Beschreibung von Festkérpern, andererseits 1483t sich ein
sogenannter Kontinuumsgrenzfall betrachten, bei dem die N Teilchen in eine schwin-
gende Seite iibergehen. Man erhilt so den Ubergang zu einer (eindimensionalen) Feld-
theorie.

8.1 Die Bewegungsgleichungen

Wir denken uns zunéchst Teilchen 1 und Teilchen N mit einer d&ufleren Wand verbunden.
Alle Teilchen haben in der Ruhelage denselben Abstand ! voneinander, wobei I[(N + 1)
die gesamte Lénge der Kette ist, d.h. der Abstand zwischen den beiden Wanden. y;(t)
sei die Position des Teilchens ¢ zum Zeitpunkt ¢. Die Ruhelage dieses Teilchens ist also
y; = il. Es empfielt sich spéter, die Variable x;(t) = y;(¢) — il zu betrachten, die die
Abweichung des i-ten Teilchens von seiner Ruhelage bezeichnet.

Die Kraft auf das i-te Teilchen hédngt nur von den Positionen der beiden Nachbar-
teilchen ab, und zwar gilt:

F; = D(yit1 —vi) — D(yi — vi—1) -

Der erste Anteil beschreibt die Kraft, die der rechte Nachbar i+ 1 auf Teilchen 4 ausiibt,
der zweite Teil die (entgegengesetzte) Kraft des linken Nachbars ¢ — 1. Ersetzt man die
Position y;(t) durch die Abweichung von der relativen Ruhelage x;(t), so erhilt man:

Fi = D(.TiJrl (t) — l‘l(t) — l) — D(l’l(t) — J/‘i,l(t) — l) = D(CL‘Z'+1 — CCZ) — D(:El — :L‘i,1) .
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Die Kraft auf das i-te Teilchen héingt also nur von der Abweichung von der Relativen
Ruhelage ab, der Abstand zwischen den Teilchen [ fillt heraus.

Es ist ganz instruktiv, die Kraft auf das i-te Teilchen aus einem Potential herzulei-
ten. Das Potential, das das i-te Teilchen verspiirt, ist

D D
Vi = S (@1 — 3:)* + o (25 — 1)
2 2
Daraus ergibt sich natiirlich:
oV;
Fi = - ) b= D(.TjJrl —ZL’i) — D(iEl —xi,l) . (8.1)
T

Wir kénnen nun die Bewegungsgleichung fiir das i-te Teilchen hinschreiben:

Fi(t) = %[xﬂ_l(t)—2xi(t)+mi_1(t)]. (8.2)

Allerdings miissen wir noch genauer untersuchen, was mit dem 1. bzw. N. Teilchen
passiert. Da die benachbarte Wand fest sein soll, erhalten wir in diesem Fall fiir die
Krifte:

F1 = D(xg—xl)—Da:l = D(x2—2x1)
Fy = D(—xN)—D<$N—1'N_1) = D(—QQEN—i-.%'N_l) .

Wir kénnen diese Krifte sowie die zugehorigen Bewegungsgleichungen ebenfalls in die
Form (8.1) bzw. (8.2) schreiben, wenn wir den Wénden eine ,, Verschiebung aus der
Ruhelage® x¢ und zn4+1 zuschreiben, die aber verschwindet:

xo(t) = zy41(t) = 0.

Diese Randbedingungen bezeichnet man als feste Randbedingungen.

Fiir das Losen der Bewegungsgleichungen ist die Sonderstellung der Randteilchen
eine Komplikation, die man zunéchst durch einen Trick umgeht. Statt der festen Rand-
bedingungen, definieren wir sogenannte periodische Randbedingungen. In diesem Fall
gilt:

zo(t) = zn(t) und xn4+1(t) = x1(t) .

Wir stellen uns also das 1. und N. Teilchen der Kette wie bei einem Ring verbunden
vor. Effektiv gesehen gibt es kein Anfangs- oder Endteilchen mehr, jedes Teilchen der
Kette ist physikalisch gleichwertig. Der Preis fiir diese mathematische Vereinfachung —
und wir werden gleich sehen, daf3 es sich wirklich um eine Vereinfachung handelt — ist
ein abgeédndertes und physikalisch etwas seltsames System. Wir werden aber sehen, dafl
die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen mit periodischen Randbedingungen
auch die Losung mit festen Randbedingungen liefert. Die Idee dabei ist, eine periodische
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Kette mit 2N 42 Massepunkten zu betrachten und nur solche Losungen zuzulassen, bei
denen der N + 1. und der 2N + 2. Massepunkt in Ruhe bleiben. Wir werden sehen, dafl
man auf diese Weise das Problem mit festen Randbedingungen fiir N Teilchen 16sen
kann.

Wir haben also einen Satz von N Bewegungsgleichungen, die untereinander gekop-
pelt sind:

B1(H) = (ea(t) — 20a(1) + (D)
Ba(t) = (aslt) = 20a(0) + 21 (0)
B = Dw(t) — 2600 +2i1(0)
in(t) = %(wl(t) () + o ()

Diese Gleichungen kénnen wir auch in einer Matrixschreibweise formulieren,
) D&
ii(t) = —=> Dyai(t),
m i

bzw. als eine Vektorgleichung schreiben:

d2Z(t) D
= ——I7 8.3
de? m (8.3)
wobei Z(t) nun ein N-komponentiger Vektor (Komponenten x;(¢), ¢ =1,..., N) und

I' die folgende N x N Matrix ist:

2 -1 0 0 0 -1
-1 2 -1 0 ... 0 0

r—| o0 -1 2 -1 .. 0 0 | (8.4)
-1 0 0 0 -1 2

(Bei festen Randbedingungen wiren die beiden Terme mit —1 rechts oben und links
unten gleich 0.) In Komponentenschreibweise:

1 fiiri =5 mod N

N N N N
Lij = 205 — 6541 — 0551 mit d;; = { 0 sonst
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51«]}[ ist das periodische Konecker-Symbol.

Abschlielend wollen wir uns noch davon iiberzeugen, dafl die angegebenen Be-
wegungsgleichungen unveréndert auf ein System iibertragen werden kénnen, bei dem
die einzelnen Massepunkte in einer Ebene liegen und nur transversale Schwingungen
ausfithren konnen. Die 1-Koordinate (entlang der Kette) ist fiir das i-te Teilchen daher
immer il. Die 2-Koordinate sei nun ;. Uberlegen wir uns die Kraft, die das Teilchen
i+ 1 auf das Teilchen 7 ausiibt, wenn die Differenz ihrer 2-Koordinaten x;; —x; ist. Die
Gesamtlinge der ., Feder® ist in diesem Fall L; = /12 + (z;+1 — x;)2, und daher ist der
Betrag der riicktreibende Kraft F' = DL;. Die Komponente dieser Kraft entlang der
1-Richtung ist aber gerade DI, die Komponente entlang der 2-Richtung D(x;+1 — ;).
Da die Teilchen nur eine transversale Bewegung ausfithren sollen ist die (von i + 1
ausgeiibte) riicktreibende Kraft auf Teilchen i gleich F; = D(z;4+1 — x;), also gleich der
oben hergeleiteten longitudinalen Kraft. Oft ist es fiir die Visualisierung der Bewegung
einfacher, transversale Freiheitsgrade zu betrachten.

8.2 Zwischenkapitel: Die lineare Kette mit 2 Massepunk-
ten

Bevor wir die Diagonalisierung von I' fiir den allgemeinen Fall mit N Massepunkten
durchfiithren, betrachten wir zunéchst die lineare Kette mit 2 Massepunkten, um so eine
anschauliche Bedeutung der Begriffe zu erhalten. Die beiden Massepunkte seien dabei
mit einer starren Wand verbunden, d.h., die Bewegungsgleichungen lauten:

ma; = D(—2x1 + x2) und miy = D(—2x9 + x1)

() D[ 2 -1 z1(t)
a2\ @) )]~ m\ -1 2 zo(t) |

Dabei kénnen wir unter x; sowohl die transversale Auslenkung des i-ten Teilchens aus
seiner Ruhelage als auch die longitudinale Auslenkung verstehen.

Wenn wir im folgenden die Auslenkungen der beiden Teilchen aus der Ruhelage
zu einem Vektor zusammenfassen, so geschieht das aus reiner Bequemlichkeit fiir die
Notation. Es bedeutet nicht, dafl dieser Vektor etwas mit Vektoren des 2- oder 3-
dimensionalen realen Raums zu tun hat.

Wir beginnen mit der Diagonalisierung der Matrix

2 -1
r- ( 2] ) |
Die Eigenwerte lassen sich aus der charakteristischen Gleichung gewinnen:

2-x -1
1 (2-))

bzw.

=0 = MN—4\+3 = 0.
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Die Losungen dieser Gleichung sind:

A= 1 (:4sin2%) und )\2:3(:4sin2%2).

Die zugehorigen (normierten) Eigenvektoren sind

. 11 q . 1 1
el_\/il un 62—\@_1 .

Im Hinblick auf die spéteren Verallgemeinerungen driicken wir auch diese beiden Ei-
genwerte durch Sinus-Funktionen aus:

. sin % sin %’r
1 = . und 2 = . 9 .
sin §2 sin %2

Die beiden Eigenvektoren von I' sind orthogonal, und wir koénnen jeden beliebigen
Vektor als Linearkombination dieser beiden Eigenvektoren schreiben:

f(t) = Al(t) e1 + Ag(t) € .

Wir setzen diese Zerlegung eines allgemeinen Vektors nun in die Bewegungsgleichung
ein:

Al(t)gl + Ag(t)€2 = —%F(Al(t) €1 + A2<t) 52)

= —%[Al A1(t)ér + Mg As(t)és]
= (Puam)a (Dea)e
Damit diese Gleichung erfiillt ist, muf3 gelten:
Al(t) = —wiA(t) und Ag(t) = —wiAs(t),

wobei

kS

Il
ﬁ

>

[l
3D

>
O

I
w

und wy =

319
319

Man erkennt nun den Vorteil der Zerlegung eines beliebigen ,, Vektors“ nach den Eigen-
vektoren der Matrix I': Die Bewegungsgleichungen fiir die Komponenten in der Basis
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der Eigenvektoren — A4;(t) — sind entkoppelt. Wir erhalten also zwei unabhdingige Dif-
ferentialgleichungen.
Die bekannten allgemeinen Losungen dieser Gleichung sind:

Ai(t) = ajcoswit + bysinwgt

und As(t) = agcoswat + besinwsat .
Die allgemeine Losung des Problems lautet somit:
f(t) = (a1 coswit + by Sinwlt) e1 + (CLQ cos wot + by SiDWQt) €y ,

bzw. in Komponenten:

1 . .
x1(t) = —=(ajcoswit + bysinwit + agcoswat + by sinwat)

V2
xo(t) = L(a1 coswit + bysinwit — agcoswat — besinwst) .
V2
Wir wollen nun die Eigenvektoren und Eigenwerte von I' physikalisch interpretieren:

Der Eigenvektor €1 beschreibt eine Auslenkung der beiden Kugeln in dieselbe Rich-
tung und mit demselben Betrag. Beginnt man mit einer solchen Anfangskonfiguration,
so bleibt diese Eigenschaft (gleiche Richtung und gleicher Betrag) erhalten, d.h. die
Bewegung bleibt immer in der Konfiguration, die durch den Eigenvektor €; vorgegeben
wurde. Was sich im Verlaufe der Zeit verdndert, ist die Amplitude zu diesem Vektor
A1(t), d.h. die Stéirke der Auslenkung. Diese fiihrt eine harmonische Schwingung mit der
Frequenz w; aus, d.h. im wesentlichen mit einer Frequenz, die durch den zugehotrigen
Figenwert gegeben ist.

Der Eigenvektor €5 beschreibt eine Auslenkung der beiden Kugeln in entgegenge-
setzte Richtungen, aber mit demselben Betrag. Auch diese Anfangskonfiguration bleibt
im Verlauf der Zeit erhalten, und ihre Amplitude As(¢) fithrt eine harmonische Schwin-
gung mit der diesmal gréfleren Frequenz we aus.

Wir koénnen nun auch das Anfangswertproblem fiir die beiden gekoppelten Masse-
kugeln 16sen. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 finden wir:

—

l’(O) = a1€1 + asés und 17(0) = wlbl(()) €1 + w2b2(0> € .

Wegen der Orthonormalitdt der beiden Eigenvektoren, d.h.

— — — — 1

€1-€1 = €y-€y = und e1-€ = 0,

[y
V)

ist:
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ay = Z(0)-é& = —Q(xl—:zg)
1 1 1
b= —50)-& = ———(v+v
1 o (0)-e1 ) 2( 1+ v2)
1 1 1
by = —U(0)-€y = —— — .
2 wzv() &= 2(’01 v2)

8.3 Diagonalisierung von I'

Zur Losung der Bewegungsgleichung (8.3) miissen wir die Matrix I" diagonalisieren, d.h.
wir benétigen sowohl die Eigenwerte als auch die Eigenvektoren von I'. Ublicherweise
macht man dies wiederum durch einen Exponentialansatz. Allerdings ist in diesem Fall
noch unklarer (als bei den linearen Differentialgleichungen), warum der Exponential-
ansatz zur Losung fithrt. Daher wollen wir die algebraischen Eigenschaften der Matrix
I' etwas genauer untersuchen und dabei den Exponentialansatz , herleiten ‘.

Die Matrix I besitzt eine auffallende Symmetrie: Entlang der Diagonalen von links-
oben nach rechts-unten sind die Matrixelemente immer dieselben, d.h.

Lij = Tit1j41 - (8.5)

Diese Gleichung gilt auch fiir die Randelemente, sofern man die Periodizitdt modulo
N beriicksichtigt. Diese Symmetrie wollen wir nun ausnutzen, um I' zu diagonalisie-
ren. Zunéchst wollen wir diese Symmetrie durch eine sogenannte Verschiebematrix 7’
ausdriicken. T ist definiert durch die Bedingung:

Y1 Y2
Y2 Y3
s Y3 . Ya
(TY)i = yit1 bzw. : — (Ty) = .
YN-1 YN
YN Y1
und realisiert durch die Matrix:
01 0 0 0
0O 010 0
0001 ...0
T=|. , Tij = 65 1 -
0O 0 0 O 1

—_
o
o
(es)
o
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Offensichtlich gilt fiir die transponierte Matrix

00 0 0 1
100 00
7T — pN-1 _ -t _ [0 10 0 0
000 ...10

T hat also die Eigenschaft, die Komponenten eines Vektors periodisch um einen Ein-
trag zu verschieben. Ganz entsprechend kénnen wir fiir eine Matrix A die Zeilen- und
Spaltenkomponenten um einen Eintrag verschieben:

(TAT")ij = Aip1jt1 -

Offensichtlich ist die obige Symmetrieeigenschaft der Matrix I' (8.5) dquivalent zu der
Eigenschaft:
r = 7717 bzw.  TT = I'T.

Auflerdem 148t sich Gamma auch als Funktion von 7' schreiben:
r=2-1-7-17".

(Aus der Tatsache, dafl T eine Funktion von T ist folgt natiirlich, da$ T' mit 7" kom-
mutiert. Umgekehrt folgt auch aus der Tatsache, dafl ' mit 7" kommutiert — und T ein
nicht-entartetes Spektrum hat, was wir gleich sehen werden —, daf3 I" eine Funktion von
T ist.)

Aus diesen Eigenschaften folgt:

- I' und T sind gleichzeitig diagonalisierbar. D.d. wenn wir die Eigenvektoren von
T kennen (und diese nicht zu einem entarteten Eigenwert gehoéren), dann sind
dies gleichzeitig die Eigenvektoren von I'.

e Bezeichnen wir mit 7; (i = 1,..., N) die Eigenwerte der Matrix 7', dann sind die
Eigenwerte von I':
1

N = 2—1—1T1

Die Uberlegungen gelten fiir jede Matrix A mit Aij = Ajt1 41, d.h. fiir jede Matrix der
Form:

agn al as as ... aN-—-1
anN-—1 a ay ay ... aAN-2
aN-2 anN-1 ap ar ... AaN-3
A = : . bzw. Aij = Qj—j -
a9 as as as ... al

aj a9 az a4 ... ap
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A als Funktion von T ist

N-1
A = Z apTF |
k=0

und die Eigenwerte A\ von A sind:

N-1
/\A = Z aka.
k=0

Wir wollen nun die Matrix T diagonalisieren, d.h. die Eigenwerte und zugehorigen
Eigenvektoren von T’ bestimmen. Dabei fallt zunéchst auf, dafl T' keine symmetrische
Matrix ist (im Gegensatz zu I'). Allerdings ist 7" eine sogenannte reelle normale Matrix,
d.h.

't = 1717 (reelle normale Matrix) .

In diesem Fall weil man, dafl die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten ortho-
gonal zueinander sind. Bei entarteten Eigenwerten ist die geometrische Entartung (Di-
mension des Eigenraums) gleich der algebraischen Entartung (Ordnung der Nullstelle
der charakteristischen Gleichung), und die Eigenvektoren kénnen orthogonal gewéhlt
werden.

Wir haben oben gesehen, dafl die Matrix P die Komponenten eines Vektors um eine
Stelle verschiebt. Fiir einen Eigenvektor mufl somit gelten:

Yirl = Tili (8.6)

auflerdem
yny1 = 1 = 7 = 1. (8.7)

Die Eigenwerte der Matrix 7" sind also die N-ten Einheitswurzeln:
T = €N k=0,1,...,N—1.

Die zugehorigen Eigenvektoren sind:

Tk
2
T% 2 .
Uk = Tk bzw. (T); e N R
N =1

Tk} -

(Auf der rechten Seite steht die . Komponente des k. Eigenvektors.)
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Wir haben damit auch gleichzeitig die Eigenwerte von I' gefunden

_ 2mi _ 2mi
A = 2_Tk_Tk1 :2—eNk—e Nk

2
- 2(1—(:05]\7;1«) :4sin2%k k=0,1,...,N—1.

Was sind die Eigenvektoren von I'? T' ist eine reelle symmetrische Matrix. Die Eigen-
werte miissen also reell sein, was wir gerade {iberpriift haben. Eine reelle symmetrische
Matrix 1&8t sich aber auch immer durch eine orthogonale Matrix diagonalisieren. Die
Eigenvektoren miissen also ebenfalls reelle Komponenten haben. Dies galt nicht fiir die
Matrix T'.

Offensichtlich sind die Eigenwerte der Matrix I' entartet: Es gilt Ay = Ay_g. (Fiir
k = 0 gilt dies zwar nicht, aber in dem Fall ist der Eigenvektor auch reell. Bei geradem
N gilt diese Entartung ebenfalls nicht fiir & = N/2, aber auch in dieserm Fall ist
der Eigenvektor reell.) Wir kénnen daher auch Linearkombinationen der zugehorigen
Eigenvektoren bilden. Die reellen Linearkombinationen sind:

cos %k sin Zwﬂk
cos 2W”Qk: sin %Qk
1 . o 1 . .
f}: = §(yk+yN_k) = cos %Bk und T, = Z(yk—yN_k) = sin ZW’TSk
1 0

wobei k nun nur noch die Werte 0, 1, ..., [N/2] annimmt (fiir N gerade ist [IN/2] = N/2
und fiir N ungerade ist [N/2] = (N —1)/2). Fiir k = 0 gibt es nur einen Eigenvektor, da
Z, = 0. Ist N gerade, gibt es zu k = N/2 ebenfalls nur einen Eigenvektor (wiederrum
ist @ /2 identisch Null). Ansonsten gibt es zu jedem k zwei Eigenvektoren, insgesamt
also N. Mit jedem Eigenvektor zu einem festen Eigenwert A\p ist natiirlich auch jedes
vielfache dieses Eigenvektors ein Eigenvektor. Ublicherweise nutzt man diese Freiheit zu
einer Normierung der Eigenvektoren auf den Betrag 1. Wir erhalten so die normierten
Eigenvektoren:

!

—_
— =
—_
—_

und falls N/2 gerade €y, = [+
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cos%”k
005%214
. 2 } N -1
ex = N COSQW”Bk furk:1,2,...,[2}
1
sinzﬁrk
sin%?k
. 2 . ) N -1
€r = N s1n2W’T3k furk:N—l,N—2,...,N—{2}.
0

Wir kénnen also die Eigenvektoren und Eigenwerte durch £ = 0,1,..., N — 1 durch-
nummerieren.

Damit haben wir die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren der Matrix
I' bestimmt. Ausgangspunkt war dabei die Symmetrie von Gamma und einer gleich-
zeitigen Verschiebung der Zeilen- und Spaltenkomponenten. Diese Symmetrie fiithrte
direkt auf die Gleichung (8.6) fiir die Eigenvektoren der ,,Shift“-Matrix P, und die-
se Gleichung wird nur durch die Exponentialfunktion gelost. Die Bedingung PN =
bzw. Gleichung (8.7) ergab dann die Einschrinkungen an die méglichen Exponential-
funktionen zu N-ten Einheitswurzeln. Diese Symmetrie unter Verschiebungen ist also
wiederum der Grund, warum der Exponentialansatz zum Ziel fiihrt.

8.4 Die allgemeine L6sung
Betrachten wir nun die Bewegungsgleichung fiir einen Vektor, der proportional zu einem

Eigenvektor von I ist,
Zp(t) = Ag(t)ex ,

(Ag(t) ist also die Amplitude der Schwingung des k-ten Eigenvektors), so gilt:
.. D T
Ak(t) = — Eé‘: Sln2 Nk Ak(t)

bzw. mit

erhalten wir
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Die Amplitude zum k-ten Eigenvektor von I' erfiillt also eine einfache harmonische
Gleichung mit der allgemeinen Losung:

Ar(t) = agcoswit + b sinwyt .

ar und b sind dabei beliebige Integrationskonstanten, die durch den Wert der entspre-
chenden Amplitude sowie ihre Anderungsrate (Geschwindigkeit) zum Zeitpunkt ¢ = 0
festgelegt sind. Eine Ausnahme bildet jedoch der Eigenvektor zu k& = 0, fiir ihn gilt die
Bewegungsgleichung

Ao(t) =0 bzw. Ao(t) = ag+ bot .

Dieser Eigenvektor beschreibt offensichtlich die Schwerpunktsbewegung der linearen
Kette mit periodischen Randbedingungen. Fiir alle anderen Werte von k sind die Ei-
genwerte von I' von Null verschieden und wie erhalten die obigen harmonischen Glei-
chungen.

Einen beliebigen Vektor & kénnen wir wieder nach den Eigenvektoren von I' zerle-
gen:

N-1
) = D A(t)ér
k=0

und wir erhalten als Lésung:
N-1

Z(t) = Z (ag coswit + b sinwit)er, + (ag + bot)ep - (8.8)
k=1

Bevor wir nun diese ,, Vektoren “ wieder in ihre Komponenten und damit die Bewegungen
der einzelnen Massepunkte der linearen Kette zerlegen, wollen wir die Bedeutung der
Eigenvektoren zunéchst veranschaulichen und ihre Bewegung untersuchen.
é€p ist der Eigenvektor zur Schwerpunktsbewegung. Fiir die einzelnen Teilchen der
Kette erhalten wir
x1(t) = ag+ bot .

Jedes Teilchen beschreibt also dieselbe ,, Bahnkurve “ aus seiner Ruhelage, d.h. die Kette
bewegt sich als Ganzes geradlinig und gleichférmig.

Betrachten wir nun den Eigenvektor €; = (cos 2W”,cos %”2, cos QW“S, ...,1). Die zu-
gehorige Frequenz ist w1 = 21/D/msin 5 und liegt damit sehr nahe bei Null. Es handelt

sich um eine Schwingung der Kette mit zwei Knotenpunkten:
. 2
x1(t) = (a1 coswit+ by sinwit) cos ﬁl .

Fiir wachsende Werte von k bis N/2 nimmt der Wert von wy zu (zunéichst nahezu
linear, spater abgeflacht), und die Anzahl der Knotenpunkte 2k der Kettenschwingung
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nimmt ebenfalls zu. Bei k = N/2 schliellich schwingen alle Punkte gegeneinander und
die Frequenz hat ihren hochsten Wert erreicht. Mit weiter zunehmenden Werten von k
nimmt die Anzahl der Knoten wieder ab. Man erhélt zu jedem Wert von k zwei Moden
mit derselben Frequenz, die um 90° phasenverschoben sind. Aus Linearkombinationen
erhélt man die entsprechende Mode fiir jeden beliebigen ,, Anfangspunkt “.

Betrachten wir nun die /-te Komponente der allgemeinen Losung (8.8):

[N/2] 9
xi(t) = kzzjl (ajf coswyt + by sinwgt) cos Nkl
(N/2] I
+ a, coswit + b, sinwyt)sin —kl + ag + bot
kgl (a Kt 4 by sinwyt) sin 0 +bo
[N/2]
2 2
= kZ::l (ajf cos Wﬂkl + a,; sin kal) cos wt

(N/2] - o
+ kz::l (bz cos ﬁkl + b, sin Wkl) sinwit + ag + bot .

Die Koeflizienten af, bf sind aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen, beispielsweise
aus N Anfangspositionen und N Anfangsgeschwindigkeiten. Die Auflésung der Koef-
fizienten {ay,br} nach x;(0) und #;(0) soll hier nicht ausgefithrt werden. Es handelt
sich dabei aber um ein l6sbares Problem aus dem Bereich der sogenannten Fourier-
Transformationen.

8.5 Die festen Randbedingungen

Die oben hergeleitete Losung machte entscheidend von der Invarianz der linearen Kette
unter Translationen gebrauch. Diese Invarianz gilt nicht mehr, falls die Kette Rand-
teilchen besitzt, also beispielsweise fiir feste Randbedingungen. Wie schon betont, wird
man aus physikalischen Griinden nicht erwarten, dafl die wesentlichen Eigenschaften
der Losung bei N ~ 10® Teilchen von der Wahl der Randbedingungen abhingen. Wir
haben aber auch schon angedeutet, dafy die allgemeine Lésung der periodischen Rand-
bedingungen auch auf eine allgemeine Losung mit festen Randbedingungen fiihrt. Dies
soll nun gezeigt werden.
Die Matrix I'est zu festen Randbedingungen lautet:

2 =1 0 0o ... O 0
-1 2 -1 0 ... 0 0
Ffest _ 0 —1 2 -1 ... 0 0 (8,9)
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Diese Matrix ist ebenfalls reell und symmetrisch, d.h. es gibt N reelle Eigenwerte (mogli-
cherweise ent_artet) sowie N orthogonale Eigenvektoren. Haben wir die Eigenwerte €},
und die zugehorigen Eigenvektoren wy gefunden, so lautet die allgemeinste Losung:

N
Z(t) = Z(ak cos wit + by sinwyt)ey, (8.10)
k=1

Bei festen Randbedingungen werden wir keinen Eigenwert w = 0 erwarten, da der
zugehorige Eigenvektor eine gleichformige Bewegung des Schwerpunktes beschrieb.

Die gesuchten Losungen erhalten wir durch eine Untersuchung der Losungen der
periodischen Randbedingungen. Wihlen wir speziell die Eigenvektoren éx_; mit den
(unnormierten) Komponenten sin 2W”/{:l und betrachten den Fall N gerade. Sémtliche
Schwingungen der Kette zeigen Moden bei | = 0 (dies entspricht bei der periodischen
Kette dem Teilchen N) sowie bei [ = N/2. Beschrinken wir uns also auf die Teilchen
i=1,..., % —1, so haben wir den Eindruck, alle Schwingungsmoden mit festgehaltenen
Randatomen i = 0 und ¢ = N/2 gefunden zu haben.

Wihlen wir umgekehrt N Atome mit festgehaltenen Réndern beii = 0und i = N+1
und betrachten vergleichen dies mit der linearen Kette mit 2NV + 2 Atomen, wobei wir
aber nur die N Moden zulassen, bei denen das Atom 2N + 2 sowie das Atom N + 1 in

Ruhe bleiben. Die entsprechenden Eigenwerte der Matrix Fg%fg sind:

T
A\ = 4sin® k k=1,2,...,N
k sSm 2N+2 ) &y )

und die zugehdrigen (unnormierten) Eigenvektoren sind:

sin NL—HI{:

sin Ni-l-l2k;

gk = sin Ni-l-lgk
0

Wir kénnen uns nun leicht davon iiberzeugen, daf3 diese Vektoren gerade die Eigenvek-
toren von I'"*** mit den entsprechenden Eigenwerten sind. Damit ist auch das Problem
mit festen Randbedingungen exakt gelost.

Mathematisch haben wir folgendes Verfahren angewandt. Wir haben zunéchst die

Matrix T'Peried fiir ¢ = 2N + 2 Dimensionen gelost. In diesem 2N + 2-dimensionalen
Raum gibt es einen (unter I' invarianten) N-dimensionalen Unterraum, auf dem T'

dieselbe Form wie I'*s* annimmt. Diesen Unterraum, die darin liegenden Eigenvektoren
und die zugehorigen Eigenwerte haben wir dann bestimmt.
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Die Matrix TP*"°4 hat neben der erwihnten Invarianz unter Translationen noch eine Spiegelungs-
invarianz ¢ — N — i, realisiert durch die folgende Matrix P:

o 0 ... 01 0
0 0 ... 1 00
P = . .
01 ... 0 00
10 ... 00 O
0 0 ... 0 0 1

Die Komponente N bleibt bei dieser Spiegelung immer erhalten, und fiir N gerade auch die Komponente
N/2. Es gilt also
I'P = PT.

Wihlen wir nun N gerade und betrachten den (N/2) — 1-dimensionalen Teilraum, der unter P ungerade

ist, so hat I'P*"'°d auf diesem antisymmetrischen Unterraum dieselbe Form wie I'est,
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Kapitel 9

Die schwingende Saite

Wir wollen in diesem Kapitel den Kontinuumsgrenzfall der linearen Kette mit N har-
monisch gekoppelten Massepunkten betrachten. Formal bedeutet dies N — oo, Il — 0
mit (N + 1)l = L der Gesamtlidnge der Saite. Wir konzentrieren uns dabei nur auf die
transversalen Schwingungen der Saite.

9.1 Die Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung der schwingenden Saite konnen wir durch verschiedene Ver-
fahren ableiten. Einerseits konnen wir von der linearen Kette mit N Massepunkten
ausgehen, und die oben angegebenen Grenzfille vornehmen. Dies werden wir zunéchst
untersuchen. Ein weiteres Verfahren besteht darin, die Bewegungsgleichungen direkt
aus den Spannungsverhéltnissen entlang der Saite abzuleiten. Dies werden wir im An-
schlufl kurz skizzieren.

Wir bezeichnen die Auslenkung der Kette aus ihrer Ruhelage am i-ten Punkt
zunéchst durch ¢;. Die Bewegungsgleichung der linearen Kette lautet somit

i = —(Pit1 — 20i + Pi-1) -
m

Nun definieren wir eine Variable ¢(x), wobei = die Koordinate entlang der Kette be-
zeichnet und 0 < x < L gilt. Fiir den ¢-ten Punkt ist daher

?
N +1

Statt also die Teilchen mit einer Variablen ¢ = 1, ..., N durchzunummerieren, bezeich-
nen wir sie nun durch ihre Position = entlang der Kette. x nimmt dabei nur die oben
angegebenen diskreten Werte an, aber fiir N — oo (und [ — 0 mit (N +1) = L) liegen
die Positionen der Teilchen immer dichter auf der z-Achse.

113
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Bisher haben wir noch keine Randbedingungen beriicksichtigt. Bei einer fest einge-
spannten linearen Kette konnen wir wieder eine 0-te Position definieren, die der linken
Aufhéngung entspricht, und eine N+1. Position, die der rechten Aufhingung entspricht.
Fiir die Variable z sind dies die Werte = 0 und = = L. Die festen Randbedingungen,
bei denen die Saite also am Rand eingespannt ist, bedeuten

©(0) = 0 und o(L) = 0. (9.1)

Die Bewegungsgleichung nimmt fiir die Variable ¢(x) die Form

Lo = 2o+~ 20() + ole — )
qae@t) = —(p(r+e o(z) + oz —¢
mit I
= A = —_—
CT AT N+
Wir definieren nun D
= =é (9.2)
m
und erhalten fiir die Bewegungsgleichung:
62 2 g@(.f te t) — 2@(:5’ t) + QO(IE -6 t)
@go(x,t) = c 2 .

Der Kontinuumslimes 1ét sich nun einfach durchfithren: Er ist durch € — 0 gegeben.
In diesem Fall wird der Quotient auf der rechten Seite dieser Gleichung zum zweiten
Differentialquotienten:

.oz +et) =20z, t) + p(z — €1) &o(x,t)
lim = .
e—0 €2 Oz?

(9.3)

Wir erhalten als Differentialgleichung fiir die schwingende Saite:

o 2 0%p(a,t)
ﬁ()@(x7t) = cC aI‘Q .

Wir erkennen nun auch in der Matrix I' der linearen Kette die diskrete Version der
zweiten Ableitung entlang der Kette. I' ist der zweite Differenzenquotient fiir einen
,Abstand“ 1.

Beachtung verdient noch die Variable ¢, die in Gleichung (9.2) definiert wurde.
Zunéchst hat man den Eindruck, dafl im Grenzfall ¢ — 0 auch ¢ — 0. Allerdings
miissen wir uns iiberlegen, was die Groflen D und m in diesem Grenzfall bedeuten
sollen. m ist die Masse eines einzelnen Punktteilchens entlang der Kette, d.h. Nm ist
die Gesamtmasse der Kette. Damit die Gesamtmasse der Saite endlich ist, mufl die
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Masse der einzelnen Teilchen in diesem Grenzfall gegen Null gehen, d.h. die Teilchen
miissen immer leichter werden:

Masse der Saite Masse der Saite
m = 2 € = pe,

N L
wobei p die Massendichte der Saite bezeichnet. m ist also proportional zu e.
Fiir die ,,Federkonstante“ D kiénnen wir eine dhnliche Uberlegung anstellen: D ist
ein Ma8 fiir die Kraft, mit der ein Teilchen ¢ zuriickgetrieben wird, wenn die Auslenkung
relativ zu seinem Nachbarteilchen

dp
“ox
ist. Damit die Kette eine endliche Auslenkung hat, mufl die Ableitung von ¢ endlich
bleiben. Die riicktreibende Kraft mufl daher immer stérker werden, je mehr Teilchen
entlang der Kette sind:

Ap=¢;— i1 = @) —px—€) =

D — > bzw. genauer De = const. .

Diese Vorstellung stimmt auch damit tiberein, daf§ die Federkonstante einer Feder sich
verdoppelt, wenn man die Feder (aus gleichem Material) in ihrer Lénge halbiert. 1/D
ist somit ein Maf fiir die Dehnbarkeit einer Feder der Lénge ¢ und fithrt man eine
Dehnbarkeitsdichte 6 = 1/(De) ein, so bleibt § im Grenzfall ¢ — 0 konstant, d.h.
De = 1/6 bleibt konstant.

Aus diesen Uberlegungen erkennt man, daf8 die Variable ¢ endlich bleibt. ¢ ist die
einzige Grofle, die das Verhalten der schwingenden Saite bestimmt. ¢ hat die Dimension
einer Geschwindigkeit und entspricht der Ausbreitung einer Storung entlang der Saite.
Die ,, mikroskopischen GroBen“ D (Wechselwirkung zwischen Atomen), m (Masse der
einzelnen Atome) und e (Abstand der Atome) bleiben unbeobachtbar. Lediglich die
»makroskopischen GroBen“ m/e = p (die Massendichte) und De = 1/§ = ¢2p sind
beobachtbar. Die Unabhéngigkeit der makroskopischen Saite unter einer gleichzeitigen
Transformation der mikroskopischen Variablen

€ — e N—>%N m— \m D—>§D

ist ein Beispiel fiir eine sogenannte Renormierungsgruppentransformation.
Im folgenden ist der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen also die Gleichung
0? 5 07

Die zweite partielle Ableitung von ¢(z,t) nach der Koordinate z beschreibt die
Kriimmung der Saite an der Stelle x. Die obige partielle Differentialgleichung besagt al-
so, daf} die Beschleunigung der Auslenkung an der Stelle z proportional zur Kriitmmung
der Saite an der entsprechenden Stelle ist. Uber diese Interpretation wird die Bewe-
gungsgleichung der schwingenden Saite auch oft direkt abgeleitet.
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9.2 Losung der Saitengleichung

Gleichung (9.4) ist eine partielle, homogene, lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in zwei Variablen. Es gibt viele Standardverfahren, eine solche Gleichung zu 16sen,
und wir wollen an dieser Stelle mehrere dieser Verfahren untersuchen. Bei allgemeine-
ren Differentialgleichungen dieser Art kann je nach konkreter Problemstellung eines der
folgenden Verfahren zum Ziel fithren.

9.2.1 Lo6sung durch laufende Wellen

Wir lassen zunéchst die Randbedingungen unberiicksichtigt und versuchen eine allge-
meine Losung der obigen Wellengleichung zu finden. Dabei gehen wir von der physika-
lischen Anschauung aus.

Wenn wir an einem Ende der Saite (oder eines Seils) eine beliebige Stérung auf-
erzwingen, so haben wir den Eindruck, daf} sich diese Stérung mit einer konstanten
Geschwindigkeit (c) entlang der Saite ausbreitet, ohne dabei ihre Form zu verdndern.
Die Form der Saite ¢(z,0) zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist dieselbe, wie die Form zum Zeit-
punkt ¢, allerdings um ct entlang der x-Achse verschoben:

o(z,0) = p(x —ct,t) bzw. o(x,t) = @(x+ct,0).

Wir kénnen also die Amplitude der Saite zum Zeitpunkt ¢ durch ihren Anfangswert
ausdriicken. Dies gilt fiir beide Bewegungsrichtungen. Ganz allgemein erwarten wir
daher, dafl

o(z,t) = flr+ct) + gl —ct) (9.5)

eine Losung von Gleichung (9.4) ist. Diese Losung 148t sich durch explizites Nachrechnen
leicht verifizieren:

of(x+ct) Pflx+et)
5 = fi(x+ct) bzw. o2 = f(x+ct),
entsprechend
of(x+ct) Pflx+ct) 5.,
BT = cf'(x+ct) bzw. oz = cf'(x+ct),
also
0?f(x + ct) 502 f(x + ct)

2. .
52 = cf'(v+ct) = c 52
Eine entsprechende Rechnung zeigt, dal auch g(z — c¢t) Losung ist. Was hier nicht
gezeigt werden soll ist, daf es sich bei (9.5) tatséchlich um die allgemeinste Losung der
zweidimensionalen Wellengleichung handelt.
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Dieses ,,Raten“ der Losung erscheint sehr willkiirlich und der Erfolg sehr speziell
an die schwingende Saite gebunden zu sein. Allerdings lassen sich nach demselben
Verfahren auch spezielle Losungen bestimmter nichtlinearer Wellengleichungen finden
(beispielsweise die sogenannten Soliton-Losungen).

Wir wollen nun die Randbedingungen (9.1) berticksichtigen. Aus ¢(z = 0,t) = 0
folgt zunéchst:

flct) + g(=ct) = 0 bzw. fly) = —g(~y) .

Die allgemeinste Losung der Wellengleichung mit ¢(0,¢) = 0 ist daher
oz, t) = flr+ct)— f(—z+ct) .
Nun miissen wir noch verlangen, daf§ ¢(L,t) = 0. Daraus ergibt sich:
f(L+ct)— f(=L+ct) = 0 bzw. fly+2L) = f(y) .

f ist also eine periodische Funktion mit der Periode 2L. Die Funktionen mit dieser

Eigenschaft sind:
nm
-Y,

L

wobei n eine beliebige (positive) ganze Zahl ist. (Fiir negative ganze Zahlen erhalten
wir keine neuen Losungen, da diese nur der Ersetzung A — —A entsprechen.) Die
allgemeinste Losung der Saitengleichung ist daher:

fn(y) = Apsin n%ry + B, cos

o(x,t) = ;Z:l [An sin %(m +ct) + B, cos %(:c + ct) (9.6)
+ A, sin n—g(ac —ct) — By, cos %(x —ct)
[e.e]
= Z (ansinwpt + by, cos wyt) sin kyx (9.7)
n=1

mit wy, = nwe/L und k, = nw/L. w, ist die Frequenz zum n-ten Schwingungsmod und
ky ist die sogenannte Wellenzahl, aus der sich die Wellenléinge A, der entsprechenden
Konfiguration ergibt:

2 2
A, = i baw. k, — 7:

Als Beziehung zwischen der Wellenzahl und der Frequenz finden wir also:

wn = knpc bzw. k, = —.
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Die Ahnlichkeit von (9.7) mit der linearen Kette ist offensichtlich: sin(nrz/L) be-
schreibt einen Schwingungsmod mit n — 1 Knotenpunkten, und w, ist die zugehorige
Schwingungsfrequenz. Der Unterschied zur linearen Kette ist lediglich, daf} die Zahl der
Knoten bzw. n nun beliebig grofl werden kann. Es gibt also keine obere Schranke fiir
die Wellenlénge. In der Praxis darf aber n nicht gréfler als die Anzahl der Teilchen sein,
bzw. L/n nicht kleiner als der Abstand der Teilchen werden.

9.2.2 Lo6sung durch Exponentialansitze

Die Schwingungsgleichung der Saite — die sogenannte ,,(1+1)—dimensionale Wellenglei-
chung“ — hat sowohl eine Translationsinvarianz beziiglich einer Zeitverschiebung, als
auch (von den Randbedingungen abgesehen) eine Translationsinvarianz entlang der
raumlichen Richtung. Daher wird man erwarten kénnen, dafl sowohl ein Exponential-
ansatz beziiglich der zeitlichen Entwicklung als auch beziiglich der rdumlichen Ausdeh-
nung zur Losung fithrt. Dies wollen wir nun untersuchen.

Exponentialansatz beziiglich der zeitlichen Entwicklung

Wir machen einen Exponentialansatz beziiglich der Zeitabhéngigkeit der Lésungen, da
wir harmonische Schwingungen der Saite erwarten:

o(z,t) = Alw,z)e“t .

Setzen wir diesen Ansatz in die Wellengleichung ein, so folgt:

bzw.

Diese Differentialgleichung ist vom Typ der Differentialgleichung des harmonischen Os-
zillators, allerdings bezieht sich die zweite Ableitung nun auf die rdumliche Koordinate.
Die allgemeinste Losung ist:

Alw,z) = a(w)sinkz + b(w)coskzx .

An diese Losung der Wellengleichung miissen wir nun die Randbedingungen stellen.
Aus A(w,0) = 0 folgt b(w) = 0, und aus A(w, L) = 0 folgt

sinkL = 0 bzw. kn = — (9.8)
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wobei n wiederum eine beliebige natiirliche Zahl sein kann. Die allgemeine Losung zu
einem gegebenen n ist also:

o(x,t) = apsink,z et
wobel a, noch eine beliebige komplexe Integrationskonstante sein kann. Als reelle
Losung folgt also:

on(z,t) = sink,x (a, sinwyt + by, cos wyt)

und damit als allgemeinste Losung:

x
o(xz,t) = Z sin kpx (an sin wy,t 4 by, cos wyt) .

n=1

Die Einschrankungen an die Wellenzahlen (9.8) und die Beziehung zwischen Wellenzahl
und Frequenz sind dieselben wie bei der vorherigen Losung. Der Exponentialansatz
beziiglich der Zeitentwicklung liefert also dieselben allgemeinen Losungen.

Exponentialansatz beziiglich der rdumlichen Richtung

Wir machen nun einen Exponentialansatz beziiglich der Abhéngigkeit von ¢(z,t) als
Funktion von z, da die Wellengleichung auch in dieser Variablen eine Translationsin-
varianz besitzt:

oz, t) = Ak, t)e*®
Einsetzen in die Wellengleichung liefert nun:

2
gtzA(k,t) — CCRA(E) = — WAk E) .
Dies ist wieder die Gleichung fiir einen harmonischen Oszillator mit der Frequenz w.
Die Randbedingungen ¢(0,t) = ¢(L,t) = 0 fithren wieder auf p(z,t) = A(k,t) sinkz
und
7r

k'n = ZTL

Es folgen dieselben allgemeinen Losungen wie vorher.

Exponentialansatz beziiglich beider Variablen

Wir kénnen auch direkt einen Exponentialansatz beziiglich der Zeitabhéngigkeit und
der raumlichen Abhéngigkeit machen:

o(x,t) = A(k,w)elketiet (9.9)
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Einsetzen in die Wellengleichung liefert die Beziehung:
w? = A2k bzw. w = *ck.

Ist diese Beziehung erfiillt, so ist (9.9) immer eine Losung der Bewegungsgleichung. Wir
miissen nun noch die Randbedingungen beriicksichtigen, was wiederum die Wellenzahl
einschrankt:
T
k, = —=n

L
Die Losungsmenge ist dieselbe wie schon zuvor.
Der Exponentialansatz beziiglich beider Variablen ¢ und x fithrt daher am schnell-
sten zum Ziel. Das eigentliche Problem in allen Féllen ist die Einbeziehung der Rand-
bedingungen.



Kapitel 10

Der starre Korper

Der ,starre Korper® ist ein weiteres idealisiertes System der klassischen Mechanik.
Waéihrend beim Massepunkt nur die Bewegung des Schwerpunktes wesentlich ist und
jeglicher Einflufl von Ausdehnung und Form vernachlissigt wurde, ist der starre Korper
dadurch definiert, daf} alle Abstandsverhéltnisse zwischen den Teilen des Korpers erhal-
ten bleiben. Wir kénnen also zunéchst annehmen, daf3 der starre Korper ebenfalls aus
Punktteilchen besteht, und daf} die relativen Abstinde zwischen diesen Punktteilchen
konstant sind. In einer Art Kontinuumslimes kann man dann die Anzahl der Teilchen
gegen Unendlich gehen lassen und so zu einem idealisierten, kontinuierlichen starren
Korper gelangen.

Die Annahme vollkommender Starrheit ist ebenfalls eines Idealisierung, die bei-
spielsweise in einer relativistischen Kinematik nicht mehr aufrecht gehalten werden
kann: Es gibt keinen relativistischen starren Korper. Der Grund ist, dafl sich in der
speziellen Relativitdtstheorie Signale (bzw. Energie) nicht schneller als mit Lichtge-
schwindigkeit ausbreiten kénnen. Erhélt ein starrer Kérper aber an einem Ende einen
Stof, der ihn in Bewegung versetzt, so kann sich dieses ,,Signal “ nur mit Lichtgeschwin-
digkeit entlang des Korpers ausbreiten. Das andere Ende setzt sich also erst spéter in
Bewegung. Wahrend dieser Zeit durchlduft den Korper eine Stofiwelle, die ihn kom-
primiert bzw. dehnt, was im Widerspruch zur absoluten Starrheit steht. Anders ausge-
driick, die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Stérungen in einem absolut starren Kérper
ist unendlich, was der speziellen Relativitdtstheorie widerspricht.

Die Dynamik des starren Korpers ist selbst fiir den kréaftefreien Fall schon recht
kompliziert und wird Gegenstand der TP-1-Vorlesung sein. Wir wollen uns hier auf die
Kinematik des starren Korpers beschrinken, d.h. insbesondere die moglichen Konfigu-
rationen, Bewegungsformen sowie Observable, die bei Punktteilchen nicht vorhanden
sind. Bei dieser Gelegenheit werden wir die Gruppe der Drehungen — die SO(3) bzw.
O(3) (Drehungen plus Raumspiegelungen) — genauer behandeln. Dies wird uns auch zu
einer neuen Definition von , Skalar, Vektor, Pseudovektor, Tensor, etc.* fithren. Die-
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se Uberlegungen werden sich als hilfreich bei der Untersuchung des Trigheitstensors
erweisen.

10.1 Konfigurationsraum des starren Korpers

10.1.1 Die Bewegung des Schwerpunktes

Wir haben schon frither bei der Bewegungsgleichung von mehreren Punktteilchen gese-
hen, daf bei Giiltigkeit des dritten Newtonschen Gesetzes (actio=reactio) fiir die Wech-
selwirkung zwischen den Teilchen und fehlenden dufleren Kréften der Schwerpunkt eine
geradlinig gleichférmige Bewegung ausfiithrt. Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes
ist eine Erhaltungsgrofle. Stellt man sich den konstanten Abstand zwischen den Masse-
punkten als Folge einer Wechselwirkung vor, welche die relative Bewegung der Teilchen
einfriert und ihre Lage auf einen bestimmten Wert fixiert, so gilt das dritte Newtonsche
Gesetz. Der Schwerpunkt von N Massepunkten mit Massen m; ist gegeben durch:

> M

Hierbei ist &; der Ortsvektor dieser Massepunkte beziiglich eines ausgezeichneten Koor-
dinatenursprungs. Der Schwerpunkt selber hangt von diesem Ursprung natiirlich nicht
ab, sondern nur seine Beschreibung durch einen Vektor R. Wihlen wir einen ande-
ren Koordinatenursprung, so dafl der alte Ursprung beziiglich des neuen Systems dem
Vektor @ entspricht, so sind die Positionen der Teilchen im neuen System &, = @+&;. Of-
fensichtlich fithrt dies aber zum neuen Schwerpunktsvektor R =a+ é, was demselben
Punkt entspricht.

- N

~ Zjil m;T; 1

R === " = — E ML .
M=

Im Kontinuumsgrenzfall beschreiben wir die Masseverteilung in einem Koérper durch
eine Massendichte p(Z). Die Gesamtmasse ist

M = /dgazp(f).

Das Integral erstreckt sich formal tiber den gesamten Raum, effektiv jedoch nur {iber
das Volumen des starren Korpers. Im Grenzfall eines Punktteilchens ist fiir p(Z) wieder
die (dreidimensionale) d-Funktion einzusetzen. Fiir den Schwerpunkt ergibt sich:

= 1
Rl i,
xp(Z) 7
Der Wert dieses Integals ist ein (koordinatenbasisunabhéngiger) Vektor. Will man die

Komponente entlang einer Richtung — beispielsweise €; — bestimmen, so gilt:

1

R =

o

1R = M/d?’xp(x)el'a: = M/d?’azp(x)xl.



10.1. KONFIGURATIONSRAUM DES STARREN KORPERS 123

Hierbei handelt es sich um ein gewohnliches Integral.

Wir hatten schon gesehen, dafl ohne duflere Krifte der Schwerpunkt eine geradlini-
ge, gleichférmige Bewegung ausfiihrt. Aber selbst bei Anwesenheit duflerer Krafte, wie
z.B. der Kreisel im Gravitationsfeld der Erde, ist der Freiheitsgrad der Schwerpunkts-
bewegung ein Teil des Konfigurationsraumes des Kreisels. Dieser Konfigurationsraum
entspricht dem Konfigurationsraum eines Punktteilchens, d.h., es handelt sich um einen
IR3.

10.1.2 Der ,,innere“ Konfigurationsraum des starren Korpers

Wir wihlen nun den Schwerpunkt eines starren Korpers als Ursprung eines Bezugs-
systems und fragen nach den verbleibenden Freiheitsgraden bzw. nach dem Raum der
moglichen Konfigurationen des starren Korpers. Dazu definieren wir uns ein orthonor-
males Koordinatensystem, das mit dem Korper fest verbunden ist, d.h. die relative
Lage der Massepunkte des Korpers beziiglich dieses Koordinatensystems bleibt fest.
Ein solches orthonormales Koordinatensystem ist eindeutig durch die Vorgabe von drei
Massepunkten festgelegt. Umgekehrt, fixieren wir drei (generische) Massepunkte eines
starren Korpers, so liegt seine Lage im Raum fest: es gibt keine weiteren Freiheits-
grade. Wir konnen also den inneren Konfigurationsraum des starren Korpers mit den
moglichen Lagen eines orthonormalen Koordinatensystems bei vorgegebenem Ursprung
identifizieren.

Besteht der starre Korper nur aus einem Massepunkt, so ist dadurch nur der Ursprung des Bezugs-
systems festgelegt, aber keine Richtungen der Koordinatenachsen. Besteht der starre Korper aus zwei
Massepunkten, so liegt neben dem Ursprung noch eine Koordinatenrichtung fest. Es besteht noch die
Freiheit einer Rotation des Koordinatensystems um diese Achse. Der innere Konfigurationsraum von
zwel, starr miteinander verbundenen Massepunkten ist also eine , Richtung“ d.h. ein Punkt auf einer
Kugeloberfliche.

Je zwei orthonormale Koordinatensysteme lassen sich durch eine Drehung inein-
ander iiberfithren. Eine Drehung ist dabei eine lineare Abbildung im IR?, bei der die
Léngen von Vektoren und die Winkel zwischen je zwei Vektoren unveréndert bleiben.
AuBerdem verlangen wir von einer Drehung, dafl die Orientierung einer Orthonormal-
basis erhalten bleibt. Diese Drehungen bilden eine Gruppe, die sogenannte SO(3), die
Gruppe der speziellen orthogonalen Transformationen in 3 Dimensionen. Im n#chsten
Abschnitt werden wir diese Gruppe genauer untersuchen.

Abschlielend konnen wir festhalten, dafl der Konfigurationsraum eines starren
Korpers durch

Konfigurationsraum des starren Korpers ~ IR3 x SO(3)

gegeben ist. IR® bezieht sich dabei auf die Bewegung des Schwerpunkts, SO(3) be-
zeichnet die moglichen inneren Konfigurationen, die in Eins-zu-Eins-Beziehung mit den
moglichen Lagen eines (orientierten) orthonormalen Koordinatensystems stehen.
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10.2 Die Drehgruppe SO(3)

Die Drehgruppe SO(3) spielt in der Physik in mehrfacher Hinsicht eine besondere Rolle.
Der innere Konfigurationsraum des starren Korpers ist nur ein Beispiel. Viele physika-
lische Systeme sind symmetrisch unter Rotationen, so dafl beispielsweise die Losungs-
menge von Differentialgleichungen eine (endlichdimensionale) Darstellung dieser Dreh-
gruppe sein muf}, was die Losungen zu solchen Gleichungen sehr einschriankt. In der
Quantenmechanik héngt die Klassifikation der moglichen Darstellungen der Drehgrup-
pe auf dem Raum der Zusténde mit den moglichen Spin- und Drehimpulsquantenzahlen
zusammen, was wiederum sowohl fiir die Klassifikation von Teilchen wie auch fiir die
moglichen Zustidnde in atomaren Systemen von Bedeutung ist.

10.2.1 Gruppen und Darstellungen

Zunichst wiederholen wir kurz die Axiome fiir eine Gruppe:
Eine Gruppe (G, -) ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung - : G x G —
G, so daf} die folgenden Axiome gelten:

1. Assoziativitét: Fiir alle g; € G ist g1 - (g2 - 93) = (91 - 92) - g3 -

2. Existenz eines (eindeutigen) Einselements e: Fiir alle g € Gist g-e=¢e-g=g.

3. Existenz eines (eindeutigen) Inversen ¢g~—': Fiir alle ¢ € G gibt es ein g~ mit

g-gt=gt-g=e
Gilt aulerdem noch
4. Kommutativitat: Fiir alle g; € G ist g1 - go = g2 - g1,

so bezeichnet man die Gruppe als kommutative Gruppe bzw. als Abelsche Gruppe. Um
keine Verwechslung mit dem Skalarprodukt zu provozieren, lassen wir den Punkt - als
Multiplikation von Gruppenelementen im folgenden weg.

Unter einer linearen Darstellung einer Gruppe G auf einem Vektorraum V versteht
man eine Abbildung p : G — End(V), so daBl p(g1)p(92) = p(g192). (Strenggenommen
miiffite man noch Darstellungen beziiglich der Links- bzw. Rechtsmultiplikation in V' un-
terscheiden, was hier aber nicht geschehen soll.) Bei einer linearen Darstellung werden
die Gruppenelemente also durch lineare Abbildung auf V' (,,Matrizen“) représentiert,
und die Gruppenmultiplikation entspricht der normalen Matrixmultiplikation. Wir be-
trachten im folgenden nur lineare Darstellungen, so dafl wir den Zusatz ,linear® in
Zukunft weglassen.

Zu jeder Darstellung g — p(g) ist auch g — p'(g) = R~ 'p(g)R (R Endomorphis-
mus auf V') eine Darstellung. Zwei Darstellungen heilen dquivalent, wenn sie durch
einen solchen Endomorphismus ineinander iiberfiihrt werden kénnen. Gibt es auf V
ein Skalarprodukt und ist R speziell eine unitére (d.h. skalarprodukterhaltende, s.u.)
Transformation, dann heien die beiden Darstellungen p und p’ unitdr dquivalent.
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10.2.2 Definition der Drehgruppe

Die dreidimensionale Drehgruppe besteht aus allen linearen Transformationen R :
IR? — IR3, die das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren erhalten. Damit sind sowohl
die Léngen von Vektoren erhalten (Skalarprodukt eines Vektors mit sich selber) wie
auch die Winkel zwischen Vektoren (Skalarprodukt zwischen verschiedenen Vektoren).
Es soll also gelten:

-y = (RY) Ry . (10.1)

Die transponierte Matrix A” zu einer Matrix A ist durch folgende Eigenschaft definiert:
(AZ) - = &-Aly V Z,7€ R .
Damit folgt aus obiger Gleichung
iy =2-RTRj — R'R=1. (10.2)
Aquivalent kénnen wir auch schreiben:
R'FR =1 = R' =R"'.

Wegen der Bedeutung dieser Gleichung, wollen wir sie auch noch in Komponenten-
schreibweise herleiten. Die definierende Eigenschaft einer Drehung (10.1) bedeutet in
Komponenten:

Zﬂfzyz = Z RZ); ZZRzkkazlyl = szk kiRayi -

Fiir die Gleichheit auf beiden Seiten muf} gelten:

> (R")wiRa = Ou -
(2
Dies ist Gleichung (10.2) in Komponentenschreibweise. Die Menge von Matrizen R,
die diese Figenschaft erfiillen, bezeichnet man als orthogonale Matrizen. Sie bilden die
Gruppe O(3), die orthogonale Gruppe in 3 Dimensionen.

Wir wollen nun untersuchen, was die Erhaltung der Orientierung fiir R bedeutet.
Dazu bilden wir die Determinante von Gleichung (10.2) und beriicksichtigen, daf} die
Determinante einer transponierten Matrix gleich der Determinante der nichttranspo-
nierten Matrix ist:

det RTR = det 1 bzw. (detR)? = 1 bzw. detR = +1.

Offensichtlich gibt es zwei Arten von winkel- und lingenerhaltenden Transformationen:
solche mit Determinante 1 — diese sind Drehungen, die die Orientierung des Koordina-
tensystems erhalten und die stetig mit der Identitdtstransformation verbunden werden
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konnen —, und solche mit Determinante —1 — hierbei handelt es sich um Drehungen plus
eine orientierungséndernde Transformation, beispielsweise eine Spiegelung der 1-Achse.

Die orthogonalen Matrizen R mit Determinante 1 bilden eine Untergruppe der or-
thogonalen Gruppe O(3), die man als spezielle orthogonale Gruppe SO(3) bezeichnet.
Wir haben ganz allgemein die Gruppe der orthogonalen Transformationen als die Menge
der linearen skalarprodukterhaltenden Abbildungen auf dem IR? definiert. Dabei han-
delt es sich natiirlich um 3 x 3-Matrizen, d.h. wir haben gleichzeitig eine Darstellung
der Gruppe SO(3). Diese Darstellung bezeichnet man als fundamentale Darstellung
oder auch als definierende Darstellung.

10.2.3 Darstellung der Drehgruppe

Wir wollen nun versuchen, die orthonormalen Matrizen etwas genauer anzugeben bzw.
durch Groflen zu parametrisieren, die eine direkte Bedeutung haben. Beispielsweise 148t
sich jede Drehung durch Angabe einer Drehachse ¥ mit || = 1 und eines Drehwinkels
0 < ¢ < 7 charakterisieren. Die Transformationen zu gréfieren Drehwinkeln 7 < ¢ < 27
erhélt man auch durch Umkehrung des Vektors o, d.h. durch eine Drehung um den
»hegativen “ Winkel.

Wir betrachten einen beliebigen Vektor Z und sein Bild unter der Drehung um die
v-Achse um den Winkel ¢. Zunéchst definieren wir uns ein orthonormales Bezugssystem
aus den vorhandenen Vektoren:

en = U
o r
= X
€9 |f><77(v Z)
. C_(Fx @) x0) = (i (& )
€3 = UXT) X V) = T — (Z-0)0
3 7 x ¥ 1Z x 7
Der Vektor
T = |Zd|ez+ (Z-0)er
wird in den Vektor
T = cosp|Z|€; +singl|Z| e + (T V) é

transformiert. Ersetzen wir €; wieder durch Linearkombinationen aus £ und ¥ so folgt:
=/

7) + (T )7

Z) (1 —cosyp) .

= cosy (¥ — (Z-V)0) +sinp (¥ x
= Zcosp + (UxT) sinp + 9(7-

In Komponenten bedeutet diese Gleichung:

T = xicosp + €kvpz;sing + vi(vjz;)(1 — cos )

Rijxj



10.3. SKALARE, VEKTOREN, TENSOREN ETC. 127

mit
Rij = 0ijcosp + epjvpsing + vivj(1 —cosyp) . (10.3)

Dies ist die Komponentendarstellung einer Drehmatrix, die eine Drehung um den Ein-
heitsvektor ¥ mit Winkel ¢ beschreibt, in der Basis, in der ¢ die Komponenten v; hat.
R;; hat offensichtlich einen symmetrischen Anteil (der erste und der dritte Term auf der
rechten Seite) und einen antisymmetrischen Anteil (der mittlere Term auf der rechten
Seite). Betrachten wir speziell eine Drehung um die 3-Achse, also ¥ = €3, so erhalten
wir:

cosp —sing 0

R3(p) = sing cosp 0
0 0 1
Allgemein ist
1 0 0 0 —v3 Vg v% V1V2  U1U3
R = cosp| 0 1 0 | + sing V3 0 —v1 | +(1—cosp)| vive v3 wovs
0 0 1 —vy 0 V1V3 VU3 v%

Als Test koénnen wir uns davon iiberzeugen, dafl die inverse Transformation (¥ bleibt
dieselbe Rotationsachse, ¢ — —¢) gerade die transponierte Matrix liefert.

Dies ist natiirlich nur eine Moglichkeit, eine Drehmatrix zu parametrisieren. Es
gibt viele andere Standarddarstellungen. Eine bekannte ist die Parametrisierung einer
Drehmatrix durch die sogenannten Fuler- Winkel. Dabei zerlegt man eine allgemeine
Drehung in eine Drehung um die 3-Achse (Winkel 0 < ¢ < 27), um die 1-Achse
(Winkel 0 < 0 < 7) und wieder um die 3-Achse (Winkel 0 < ¢ < 27). Die drei Winkel
(p,0,1), die Euler-Winkel, legen die Drehung eineindeutig fest.

Welche Form der Parametrisierung man wahlt ist eine Frage der Bequemlichkeit und
héngt von der konkreten Problemstellung ab. Wichtig ist, daf§ jede Drehung durch drei
reelle Zahlen gekennzeichnet werden kann, d.h. es handelt sich um eine dreidimensionale
Mannigfaltigkeit. Gruppen mit der zusétzlichen Eigenschaft, eine Mannigfaltigkeit zu
sein, bezeichnet man als Lie- Gruppen. Die Gruppe der Drehungen im IR? ist also eine
Lie-Gruppe.

10.3 Skalare, Vektoren, Tensoren etc.

Oft ist es hilfreich, physikalische Gréflen nach ihrem Transformationsverhalten unter
bestimmten Gruppen zu klassifizieren. Besonders hiufig handelt es sich dabei um die
skalarprodukterhaltenden Gruppen des Ortsraumes, d.h. die SO(3) bzw. die O(3). Ge-
nerell sollte man zunéchst zwischen passiven und aktiven Transformationen unterschei-
den:
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e Passive Transformationen R bestehen aus einer Transformation der Basisvekto-

ren, d.h. (V,{&;}) geht iiber in (V,{€, = R;j€;). Die physikalischen Grofien, bei-
spielsweise Vektoren &, bleiben dabei unverindert, ihre Koordinaten beziiglich der
Basisvektoren ({z;} bzw. {z}}) veridndern sich jedoch. Solche Transformationen
hatten wir im Zusammenhang mit Basistransformationen untersucht und dabei
gesehen, dafl sich die Komponenten von Vektoren umgekehrt transformieren wie
die Basisvektoren.

Aktive Transformationen R bestehen aus Transformationen des Ortsraums sel-
ber, d.h. R: V — V. Ein Vektor Z wird in einen neuen Vektor ¥’ = R iiberfiihrt.
Es handelt sich ganz allgemein um eine lineare Abbildung des Vektorraums auf
sich, die unabhéngig von irgendeiner Wahl von Basisvektoren ist. Ist eine Basis
gegeben, so werden die Basisvektoren wie jeder Vektor im allgemeinen mittrans-
formiert, so dafl die Komponenten des Vektors & in der alten Basis x; gleich den
Komponenten von #’ in der neuen Basis sind, also unverinder bleiben.

Aktive oder passive Transformationen unterscheiden sich oft nur in einer Ersetzung von
R durch R™!. Passive Transformationen beziehen sich immer nur auf die Komponen-
ten von Vektoren bzw. die Basisvektoren selber, wohingegen aktive Transformationen
physikalische Verdnderungen bedeuten kénnen.

Wir betrachten zunéchst einige Beispiele, wobei wir uns auf das Verhalten unter

aktiven Transformationen beziehen.

e Der Betrag eines Vektors |Z| oder auch das Skalarprodukt zweier Vektoren 7 -

i verdndern sich offensichtlich bei einer Drehung bzw. Spiegelung nicht. Solche
Groflen bezeichnet man als Skalare. Physikalische Beispiele fiir skalare Gréfien
sind die Temperatur, die kinetische Energie, der Betrag der Geschwindigkeit.

Ein Pseudoskalar ist eine Grofle, die sich unter Drehungen nicht veréndert, un-
ter orientierungsverédndernden Transformationen jedoch das Vorzeichen umkehrt.
D.h. unter der Gruppe SO(3) verhilt sich ein Pseudoskalar wie ein Skalar, unter
der Paritétstransformation ¥ — —Z geht ein Pseudoskalar jedoch in sein Negati-
ves {iber.

Ein Beispiel fiir ein Pseudoskalar ist das Spatprodukt von drei Vektoren

—

v o= TxX(YXZ) = €priyizn -
|v| ist das Volumen des Parallelepipeds, das von &, i und 2 aufgespannt wird. v ist
positiv, wenn die drei Vektoren in der genannten Reihenfolge ein rechtshindiges

Koordinatensystem aufspannen, anderenfalls ist v negativ. Unter einer Drehung
verdndert sich v nicht, unter einer Spiegelung verdndert v jedoch sein Vorzeichen.
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e Eine Grofle, die sich unter Drehungen und Spiegelungen wie ein gewohnlicher
Ortsvektor transformiert, bezeichnet man als Vektor. Insbesondere dreht ein Vek-
tor (im IR®) unter einer Spiegelung sein Vorzeichen um. Beispiele fiir Vektoren
sind das elektrische Feld E , der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor o
und @, der Impuls p.

e Wenn sich eine Grofie unter Drehungen, also Elementen von SO(3), wie ein Vek-
tor transformiert, unter Spiegelungen aber sein Vorzeichen nicht verdndert, so
spricht man von einem Pseudo-Vektor. Ein Beispiel fiir einen Pseudo-Vektor ist
das Kreuzprodukt zweier Vektoren:

7 = Ixy.

Unter Drehungen verhéhlt sich Z wie ein gewohnlicher Vektor, unter Spiegelungen
verdndert 2" aber sein Vorzeichen nicht. Physikalische Beispiele sind der Drehim-
puls L=7x p und das Magnetfeld B. (Die Richtungs des Magnetfeldes ergibt
sich aus dem Kreuzprodukt von Stromflufl und Radiusvektor.)

e Abschliefflend soll noch kurz der Begriff des Tensors erldutert werden. Dazu
zunichst ein physikalisches Beispiel: Der Zusammenhang zwischen einem elek-
trischen Feld E und dem in einem leitenden Material induzierten Strom j ist (fiir
nicht zu grofie Felder) durch

j = oE

gegeben. Fiir isotrope — d.h. richtungsunabhéngige — Materialien ist o einfach eine
Zahl, und der Strom j hat dieselbe Richtung wie das angelegte elektrische Feld
E. o bezeichnet man als die Leitfahigkeit des Materials. Fiir manche Materialien
beobachtet man jedoch eine Richtungsabhingigkeit, und ; hat nicht notwendi-
gerweise dieselbe Richtung wie E. In diesem Fall wird o zu einer Matrix, d.h. in
Komponenten:

ji = Y 0iiEj .
J

Nach einer Drehung des Ortsraumes ist E/ = RE und j/ = Rj. Entsprechend
wird es auch ein transformiertes o/ = o geben, wobei sich der physikalische
Zusammenhang zwischen den Groflen nach der Transformation natiirlich nicht
gedndert hat, d.h.

j’ = ¢'E’ bzw. Rj = o' RE .
Da j: oE gilt, folgt

Ro = o*R bzw. o = RoRT .
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In Komponenten:
(c™)ij = Riro(RT)); = RixRjiow .

Dieses Transformationsverhalten charakterisiert einen Tensor. Ganz allgemeine
miiffiten wir noch Tensoren verschiedener Stufe unterscheiden — in Komponenten
handelt es sich um Objekte mit verschiedener Anzahl von Indizes. Die ,, Anzahl“
der Matrizen R, die das Transformationsverhalten bestimmen, gibt die Stufe des
Tensors an.

Ganz allgemein charakterisiert man physikalische Gréflen also durch ihr Transforma-
tionsverhalten unter der Gruppe O(3). Damit teilt man die GroBen in Darstellungen
dieser Gruppe ein. Die Begriffe Skalar, Vektor, Pseudo-Vektor, Tensor etc. kennzeichnen
die Darstellung, beziiglich der sich die jeweilige Grofle transformiert.

Streng genommen miifite man noch zwischen ko- und kontravarianten Darstellungen unterscheiden,
d.h. ob die Transformation durch R oder durch R” gegeben ist (im einen Fall handelt es sich um eine
Darstellung beziiglich Linksmultiplikation, im anderen Fall um eine Darstellung beziiglich Rechtsmul-
tiplikation). Oft kennzeichnet man dies dadurch, dafl die Indizes nach oben (kontravariantes Transfor-
mationsverhalten) bzw. nach unten schreibt. Bei anderen Gruppen mufl méglicherweise noch zwischen
weiteren Darstellungen unterschieden werden, beispielsweise komplex-konjugierten Darstellungen.

Auflerdem kann man noch untersuchen, welche der Darstellungen irreduzibel sind. Unter der Dreh-
gruppe beispielsweise 148t sich ein Tensor noch in seinen antisymmetrischen und symmetrischen Anteil
zerlegen. Auflerdem zerfillt der symmetrische Anteil in die Spur der Matrix und einen spurfreien sym-
metrischen Anteil. Diese sind dann irreduzible Darstellungen unter der Drehgruppe. Mann spricht auch
manchmal von sphdrischen Tensoren. Meint man allgemeiner das Transformationsverhalten unter Basi-
stransformationen, so spricht man von kartesichen Tensoren. Wir werden diese Zerlegung weiter unten
noch genauer untersuchen.

Der Begriff des Vektors hat also in diesem Fall eine Doppelbedeutung. Einerseits versteht man
unter einem Vektor allgemein ein Element eines Vektorraums. Vektoren lassen sich also addieren und
mit Elementen eines Zahlkorpers multiplizieren. Dies gilt allerdings fiir Matrizen ebenfalls. Anderer-
seits versteht man konkreter unter einem (kovarianten) Vektor ein Element des Vektorraums V in
der definierenden (fundamentalen) Darstellung einer Gruppe G. Damit ist aber auch eine Darstellung
von G auf V* (dem dualen Vektorraum) gegeben, so dafl man die Elemente in V* als kontravariante
Vektoren bezeichnet. Elemente der trivialen Darstellung der Gruppe (p(g) = 1) bezeichnet man als
Skalare. Ist ein Vektorraum V' gegeben, so lassen sich auch beliebige Tensorprodukte V@ V, V@ V*
etc. definieren, auf denen (nicht notwendigerweise irreduzible) Darstellungen der Gruppe G induziert

sind. Die Elemente dieser Tensorprodukte bezeichnet man als Tensoren beziiglich der Gruppe G.
10.4 Zerlegung eines Tensors unter Drehungen — Invari-
ante

Wir wollen das Verhalten eines Tensors 2. Stufe 7;; unter Drehungen noch genauer
untersuchen. Dabei wollen wir zunéichst sogenannte Invariante finden, d.h. Ausdriicke,
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die sich aus T" berechnen lassen, und die sich unter einer Drehung nicht verdndern. Von
solchen Groflen wir man eine eigentliche physikalische Bedeutung erwarten, wohingegen
nicht-invariante Anteile eines Tensors von der Wahl der Koordinatenbasis abhéngen.
Anschlieflend wollen wir untersuchen, inwieweit sich die einzelnen Komponenten des
Tensors noch weiter in Klassen einteilen lassen, die sich bei Drehungen nur untereinan-
der transformieren.

10.4.1 Invariante eines Tensors 2. Stufe

Wir wissen, dafl die Eigenwerte einer Matrix sich unter orthogonalen Transformatio-
nen nicht verandern. Die Eigenwerte scheinen also eine besondere Bedeutung zu haben.
Allerdings lassen sich die Eigenwerte oftmals nur schwer bestimmen, und fiir die Ver-
allgemeinerungen in héheren Dimensionen ist es meist iiberhaupt nicht mehr méglich,
die Eigenwerte analytisch zu berechnen. Daher ist es sinnvoll, andere Gréfien aus T' zu
berechnen, die unter Drehungen invariant sind, die sich aber algorithmisch bestimmen
lassen.

Zwei bekannte Beispiele von Invarianten einer Matrix sind die Spur und die Deter-
minante der Matrix:

t, = SpT = ZT“ und t3 = det T .
i

Im ersten Fall ist die Zyklizitdt der Spur der Grund fiir die Invarianz, d.h., es gilt
allgemein

Sp AB = SpBA
und daher wegen RT R = 1:

Sp (RTTR) = Sp (RRTT) = SpT.
Die Invarianz der Determinante folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz:
det (AB) = (det A) (det B)
und daher wegen det R = detR” = 1:
det (RTTR) = (det RT) (det T) (det R) = det T .

Sowohl die Spur als auch die Determinante lassen sich durch die Eigenwerte {\;} der
Matrix T' ausdriicken:

t1 = Z)\’ und t3 = )\1)\2)\3 .
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Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dafl alle Koeffizienten im sogenannten charak-
teristischen Polynom einer Matrix ebenfalls Invariante sind. Allgemein ist das charak-
teristische Polynom einer Matrix T' definiert durch:

N

P\T) = det (T—AI) = > (=1)"Nty_, mit ¢ = (-1)V .
p=0

Es gilt:
P\ RTTR) = det (RTTR-AI) = det (RT(T—AI)R) = det (T—X1) = P(\,T).

Diese Invarianz ist gleichbedeutend mit der Invarianz der Eigenwerte von T, da die
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms die Eigenwerte festlegen und umgekehrt.
Die Eigenwerte sind die Losungen der Gleichung P(\, T) = 0, d.h.

N

PNT) = JJw=N) .

=1

Waéhrend sich aber die Eigenwerte oft nicht explizit berechnen lassen, kann man die
Koeffizienten t,, relativ leicht bestimmen. Ausgedriickt durch die Eigenwerte gilt offen-
sichtlich:

ty = (DN 3" Ny A,

11 <t <...<ip

Damit folgt, daf ¢, die Summe {iber alle Unterdeterminanten ist, die man erhélt, wenn
man N — p Zeilen und die zugehorigen Spalten aus der Matrix T herausnimmt.

Fiir 3 x 3-Matrizen bedeutet dies, dafl wir neben der Determinante und der Spur
noch eine weitere unabhéngige Invariante haben:

Tor T T30 T33 T31 Tz3
= (ThTo — ThoTo1) + (TooT33 — To3T32) + (111133 — T13T31)
= MA2 + MA3 4+ A3

ty — |T11 Tho Too To3 ‘Tn Ti3

to bezeichnet man als die quadratische Invariante der Matrix T'. 1 ist entsprechend die
lineare Invariante und t¢3 die kubische.

Natiirlich ist jede Funktion der Eigenwerte bzw. jede Funktion von t1,to,t3 eben-
falls eine Invariante. Man erhélt allerdings so keine neuen unabhéngigen Invarianten.
Insbesondere sind natiirlich auch die Spur von 72 oder T Invarianten, die sich durch
die andere Invarianten ausdriicken lassen miissen. Folgende Relationen lassen sich leicht
zeigen:

SpT? = t3 — 2ty und Sp T3 = t} — 3tot; — 6t3 .
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10.4.2 Zerlegung einer Matrix nach Darstellungen der Drehgruppe

Wir haben oben gesehen, dafi die Spur einer Matrix eine (lineare) Invariante unter
Drehungen ist, d.h.

T + Too + T35 = T1) + Tyo + Ts3 ,

wobei T/ = RTTR die transformierte Matrix ist. Wir konne also jede Matrix zerlegen
in einen Anteil, der ihrer Spur entspricht, und einen spurfreien Anteil:

1 1
T = 3SpT1 + (T—gsan) :

bzw. . ;

T = 5151‘]‘ + (Tij - ?)151‘]‘) :
Der erste Teil ist proportional zur Identitdtsmatrix und hat dieselbe Spur wie T'. Der
zeite Anteil ist eine spurfreie Matrix. Wir wissen, daf} sich unter Drehungen diese beiden
Anteile nicht mischen.

Es erhebt sich daher die Frage, ob sich der spurfreie Anteil einer Matrix T" noch wei-
ter zerlegen 148t, so daf die einzelnen Bestandteile sich unter einer Drehung unabhéngig
transformieren, sich also nicht mischen.

Dazu stellen wir zunéchst fest, dafl sich jede Matrix 7' in einen symmetrischen und
einen antisymmetrischen Anteil zerlegen 148t:

1 1
T = 5(T+TT) - 5(T—TT) =S+ A4.
Symmetrische bzw. antisymmetrische Matrizen werden unter Drehungen aber wieder
in symmetrische und antisymmetrische Matrizen abgebildet:

(RTSR)T = RTSTR = RTSR bzw. (RTAR)T = RTATR = —RTAR.

Antisymmetrische Matrizen bilden ebenso wie symmetrische Matrizen einen Vektor-
raum, d.h. die Summe und das Vielfache von (anti)-symmetrischen Matrizen sind wieder
(anti)-symmetrische Matrizen. Damit haben wir gezeigt, dafl sich der 9-dimensionale
Vektorraum der 3 x 3-Matrizen in drei Anteile zerlegen 148t, die unter den gewthnli-
chen Transformationen zu 3-dimensionalen Drehungen jeweils in sich selber iiberfiihrt
werden: Ein 1-dimensionaler Unterraum (zur Spur einer Matrix), ein 3-dimensionaler
Unterraum (zum antisymmetrischen Anteil einer Matrix) und ein 5-dimensionaler Un-
terraum (zum symmetrischen, spurfreien Anteil einer Matrix). Die folgende Zerlegung
einer Matrix wird daher oft verwendet:

1 1 1 2
T = SpT 1 + (T-T7) + 2<T+TT—3SpT]I) .
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In mathematischer Sprechweise haben wir die 9-dimensionale Darstellung der Dreh-
gruppe auf dem Raum der 3 x 3-Matrizen in irreduzible Darstellungen zerlegt.

Wir wollen den antisymmetrischen Anteil einer Matrix noch genauer untersuchen:
Eine beliebige antisymmetrische 3 x 3-Matrix hat die Form

0 —U3 (%)
A = V3 0 —wu
—V2 V2 0

Die Komponenten einer antisymmetrischen Matrix lassen sich also zu den Komponenten
eines Vektors zusammenfassen:

1
v; = ieijkAjk bzw. Aij = eijkvk .
Das Transformationsverhalten vn A unter orientierungserhaltenden Drehungen (A —
RART) entspricht der Transformation des zugehérigen Vektors (7 — R%). Diese Gleich-

heit folgt aus einer Identitét fiir orthogonale Matrizen:

Ry = %emilfjknRZ’Rkl :
Diese Identitét 148t sich durch explizites Nachrechnen aus der bekannten Darstellung
fiir R beweisen, was hier jedoch nicht geschehen soll.

Das Transformationsverhalten der antisymmetrischen Matrix A unterscheidet sich
aber unter Spiegelungen von dem eines gewShnlichen Vektors: A &nder das Vorzeichen
nicht bei einer Speigelung, d.h. der zugehorige Vektor dndert sein Vorzeichen eben-
falls nicht. Der Vektor zu einer antisymmetrischen Matrix ist daher ein Pseudo-Vektor.
Umgekehrt lassen sich Pseudo-Vektoren auch als antisymmetrische Matrizen. interpre-
tieren.

10.5 Observable des starren Korpers

Observable hatten wir allgemein definiert als Funktionen iiber dem Phasenraum. Bis
auf den Faktor m koénnen wir auch von Funktionen iiber dem ,, Tangentialraum des
Konfigurationsraums“ sprechen, d.h. Funktionen von Koordinaten der Konfigurationen
sowie der zugehorigen Geschwindigkeiten.

Im Fall des starren Korpers begegnen wir erstmals einem System, bei dem der Kon-
figurationsraum kein N-dimensionaler Vektorraum ist, sondern allgemein eine Man-
nigfaltigkeit. Da wir die Schwerpunktsbewegung immer getrennt behandeln koénnen,
handelt es sich beim Konfigurationsraum um die Mannigfaltigkeit der Gruppe SO(3).
Auf dieser konnen wir zunichst Koordinaten definieren, beispielsweise die drei Euler-
Winkel (¢, 0,1) oder einen Einheitsvektor und einen Winkel (¥, ¢), wobei die Menge
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der Einheitsvektoren einer Kugeloberfliche entspricht, die wiederum durch zwei Winkel
parametrisiert werden kann. Oft fafit man den Einheitsvektor ¥ und den Winkel ¢ zu
einem Vektor J = ¢¥ zusammen. Die Léinge dieses Vektors ist allerdings auf Werte
zwischen 0 < |F|] < 7 beschrankt. Diese Definition ist sinnvoll, da fiir ¢ = 0 die Dreh-
matrix unabhdngig von der Richtung von ¥ die Identitdtsmatrix ist. Ander ,,Oberfliche
dieser Kugel“ miissen wir jedoch die Punkte (7,7) und (—%,n identifizieren. Daher
hat die Mannigfaltigkeit der SO(3) auch keinen Rand. Eine genauere Analyse zeigt,
dafl die Mannigfaltigkeit zu SO(3) einer 3-dimensionalen Sphére (also einer Kugelober-
fliche im 4-dimensionalen Raum) entspricht, auf der Antipoden identifiziert werden,
d.h. SO(3) ~ S$3/2,.

Die genaue Form der Mannigfaltigkeit der SO(3) sowie des zugehoérigen Tangenti-
alraumes soll uns hier nicht weiter interessieren, allerdings wollen wir zwei Observable
genauer untersuchen: Den Gesamtdrehimpuls und die kinetische Energie fiir eine Dre-
hung um eine Achse v.

10.5.1 Der Drehimpuls

Wir betrachten die Drehung eines starren Korpers um eine Achse ¥. Der Drehimpuls
ergibt sich als Summe der Drehimpulse der einzelnen Masseteilchen:

i i
Die Geschwindigkeit, mit der sich der Massepunkt i bewegt, ist

de(t)

I = (@x7) = (TxD) i

Hierbei haben wir die Winkelgeschwindigkeit & als Vektoreingefiihrt, mit

. de - de
. d.h. - ¥
v oo @l =g

Wir kénnen dieses Ergebnis auch formal aus der Darstellung der Rotationsmatrix (10.3)
ableiten. Zunéchst gilt

Si0) = GrROF = [(GRO) R0 ROF = = [(GRO) R 0] 50

Wir wihlen nun das Koordinatensystem so, dafl R(¢) = T und der Vektor ¢’ die Drehung
zum infinitesimal spateren Zeitpunkt R(t 4 dt) beschreibt. Das Koordinatensystem ist
das mitbewegte System {€;(¢)}. In diesem Fall ist:

d

(5R)) RO = < R(p)

d 4 de
dt de

oo dt
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Nach (10.3) gilt aber:
d
de "

Also folgt wieder unser obiges Ergebnis:

= €ikjVk -

»=0

b= [(SRO) 0] 0 = g = @x0,50.

5]

Fiir den Drehimpuls erhalten wir somit
L= Y m@x@x)] = Y ml(@ )3 — (T - &)7]
i i

(der Index i bezieht sich hier nicht auf Komponenten, sondern numeriert die Teilchen)
bzw. fiir ein kontinuierliches Medium:

I - /d% (@726 — (7 0)7] .
In Komponenten kénnen wir auch schreiben:

L, = /d?’x p(i’)ﬂf]Q(Sklwl — i) = Opwy ,

mit dem sogenannten Trdgheitstensor:

On = /d?’x p(E) |26kt — mras] -

Bei den letzten beiden Gleichungen sollten wir jedoch beriicksichtigen, dafl sich die
Komponenten Lj,w; und ©; auf die mit dem starren Kérper mitbewegte Koordina-
tenbasis beziehen. Der Vektor L bzw. & ist jeweils:

L = Li&(t) und & = wi(t) .

Insbesondere sind die Komponenten L;(t) zeitabhéngig, auch wenn — wie im kréftefreien
Fall — L zeitlich erhalten ist. Die Bewgungsgleichung des kriftefreien starren Kérpers
ist gleichbedeutend mit der Drehimpulserhaltung (und der Erhaltung des Gesamtim-
pulses). Da

d - d R S
—L = @ij (dtwj> e; + @ijwj (w X ei)
mit den Komponenten des dufleren Drehmoment-Vektors

N;, = Gijd)j + ijijleilk,
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folgt als Bewegungsgleichung:
@idej = Eikl@kjijl .

Wahlt man fiir das mitbewegte Bezugssystem die Koordinatenachse so, dafl Ty; diagonal
wird — mit den Eigenwerten I; — so erhélt man die drei gekoppelten Gleichungen:

. Iy — I3

wp = I WaWws
1

) Is— I

wy = I w3w1
2

: L -1

w3 = T wiwo .
3

Es handelt sich um ein nicht-lineares Gleichungssystem, das sich allgemein durch ellip-
tische Funktionen 16sen 148t, was hier jedoch nicht geschehen soll.

10.5.2 Die kinetische Energie

Die kinetische Energie ist ebenfalls die Summe der kinetischen Energien der einzelnen

Massepunkte:
1

(2

Mit der obigen Formel fiir die Geschwindigkeit folgt:
(7)) = (BxT) - (wx7).

Zur Auswertung dieses Skalarproduktes von zwei Kreuzprodukten benutzen wir eine
Identitét fiir die e-Symbole:

€ijk€itm = 0ji0km — 0j10km -
Damit erhalten wir

(@ XT) (WXT) = €jk€imwjThWITm
= (0ji0km — 0j10km)WjTEW T
= WjWjTEpTL — WjTjWpTk
= |@PlE? - (@-D)?.

Offensichtlich ist die kinetische Energie bilinear in &:

1 20 Lo
T = Y omi(@PEP — @ @)%,

i
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T = [ & @) (SRl - @)
Wir konnen auch schreiben:
T = Zwk@klwl
kl

wobei © wieder der oben eingefiihrte Trégheitstensor ist.

T ist eine skalare Grofle und somit unabhéngig von der Wahl des Koordinatensy-
stems, wihrend sich die angegebenen Komponenten von w; wiederum auf das korperei-
gene, mitbewegte System beziehen. Da ohne duflere Krifte die kinetische Energie gleich
der Gesamtenergie ist und somit erhalten sein muf}, ist die zeitliche Entwicklung der
wi(t)-Komponenten auf den sogenannten Trigheitsellipsoid eingeschrankt:

T = Zwk(t) O wi(t) = const.
kl

Die Hauptachsen dieses Ellipsoids entsprechen den Hauptachsen von ©, und ihre rela-
tiven Léngen sind durch die Figenwerte von © gegeben.

10.6 Tragheitstensor und Symmetrien

Aus allgemeinen Uberlegungen wissen wir, daf sich jede symmetrische Matrix — und der
Trégheitstensor © ist symmetrisch — durch eine orthogonale Transformation (bzw. eine
geeignete Wahl der Basis) diagonalisieren la8t, daf§ die Eigenwerte reell sind und die
zugehorigen Eigenvektoren senkrecht aufeinander gewéhlt werden kénnen. Bei nicht-
entarteten Eigenwerten liegen die Eigenvektoren fest.

Statt nun fiir einen gegebenen starren Korper den Trigheitstensor zu diagonalisieren
ist es oft hilfreich, auf die Lage der Hauptachsen aufgrund von Symmetrieiiberlegun-
gen zu schlieflen. Driickt man dann den Trégheitstensor beziiglich der entsprechenden
Hauptachsenbasis aus, so ist er diagonal und seine Diagonalelemente sind gleichzeitig
die Eigenwerte. Wir betrachten dazu zwei Beispiele: Die Invarianz des Trégheitstensors
unter Spiegelung an einer Ebene und unter einer (diskreten) Rotation um eine Achse.
Zuvor wollen wir noch ein Theorem zu 2-dimensionalen Rotationen beweisen:

Die Eigenwerte einer 2-dimensionalen Rotationsmatrix, die eine Drehung um einen
Winkel ¢ beschreibt, sind e*¥. Reelle Eigenwerte und damit reelle Eigenvektoren exi-
stieren nur fiir ¢ =0 und ¢ = 7.

Zum Beweis berechnen wir das charakteristische Polynom einer Drehmatrix:

(cosp — ) —sinp _h2
det sin 5 (cosp— ) | A" =2 cosp+1.
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Die Nullstellen dieses Polynoms und damit die Eigenwerte der Drehmatrix sind:

)‘1/2 = COScpi\/cos27cp—1 = cosptising = eiigp.

Reelle Eigenvektoren gibt es nur fiir sinp = 0, also fiir ¢ = 0 bzw. ¢ = 7. Im ersten
Fall erhilt man die Identitdtsmatrix, im zweiten Fall (—1)-mal die Identitdtsmatrix,
d.h. eine Rotation um 180°.

Eine Folgerung aus diesem Resultat ist, daf eine (reelle) 2 x 2-Matrix, die mit einer
Drehmatrix (¢ # 0,7) kommutiert, ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein muf.

10.6.1 Invarianz unter Spiegelung

Wir nehmen an, der starre Korper sei invariant unter einer Spiegelung an einer Ebene.
Wir wihlen nun das Koordinatensystem so, dafl diese Ebene der 1-2-Ebene entspricht,
die Spiegelung also durch eine Transformation x3 — —x3 bzw.

1 0 O
S = 01 0
0 0 -1

beschrieben wird. Die Invarianz des starren Korpers unter dieser Transformation be-
deutet fiir den Tragheitstensor:

o =sTes =o0. (10.4)

Diese Gleichung bedeutet in Komponenten:

10 0 ©11 O12 O13 1 0 0 O11 ©12 —O13
01 0 ©21 O O3 01 0 = 91 O  —Og3
00 -1 O31 O3 O33 00 -1 —BO31 —0O32  O33

Damit © diese Gleichung erfiillt, muf} es die folgende Form haben:

©11 ©12 0
0 = ©21 O22 0
0 0 ©Os33

Die Achse senkrecht zur Spiegelebene ist somit eine der Hauptachsen und ©33 ist gleich-
zeitig der Eigenwert von © beziiglich dieser Hauptachse. Dieses Ergebnis héitten wir
auch ohne explizite Rechnung erhalten kénnen: Gleichung (10.4) besagt, da$ © mit der
Matrix S kommutieren mufl d.h. im nichtentarteten Fall gemeinsame Eigenvektoren
haben muf. Da der Eigenwert —1 von S (beziiglich der 3-Achse) nicht entartet ist, muf3
die 3-Achse auch gleichzeitig Hauptachse von © sein.
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Findet man zwei Spiegelebenen, die senkrecht aufeinander stehen, so hat man alle
Hauptachsen gefunden: die beiden Achsen senkrecht zu den Spiegelebenen und die
dritte Achse senkrecht zu diesen beiden. Die Eigenwerte sind die Matrixelemente von
© in dieser Basis. Die Eigenwerte konnen verschieden sein.

Gibt es zwei Spiegelebenen, die nicht senkrechte aufeinander stehen (und nicht
parallel sind), so ist die Ebene senkrecht zu beiden Spiegelebenen (aufgespannt von
den beiden Vektoren senkrecht zu den Spiegelebenen) ,, Eigenebene“. Die Matrix © ist
nicht nur diagonal sondern zwei der Eigenwerte miissen auch entartet sein.

10.6.2 Invarinaz unter Drehungen

Wir nehmen nun an, der starre Koérper sei invariant unter einer Drehung um eine Achse,
wobei diese Drehung nicht einem Winkel von 0 oder 180° entsprechen soll. 0° ist die
Identitdtsmatrix, die keine einschrénkenden Bedingungen an © liefert. 180° entspricht
der Matrix

-1 0 O
-5 = 0o -1 0 ,
0 0 1

liefert also dieselben Einschrankungen wie eine Spiegelungan an einer Ebene, wie wir
sie oben betrachtet haben.

In einer Basis, bei der die Drehachse der 3-Richtung entspricht, hat eine Drehung
um den Winkel ¢ die Darstellung

cosp —sing 0
R(p) = sing cosep 0
0 0 1
Die Invarianz des starren Korpers unter einer Drehung bedeutet:
© = RTOR = 9.

Fiir ¢ # 0 bedeutet dies

©11 ©12 0
6 = ©21 O 0 ;
0 0 Os3
und falls zusétzlich ¢ # 7 folgt:
©11 0 0
0 = 0 ©;; 0
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Bei einer Invarianz unter einer Drehung von 60°, 90° oder 120° beispielsweise ist ©
diagonal in jeder Basis, in der die Drehachse eine Koordinatenachse darstellt, und
zwei der Eigenwerte von © sind entartet. Diese beiden Eigenwerte entsprechen den
Hauptachsen, die in der Drehebene liegen.

Wir erkennen also, dafl schon relativ einfache Symmetrieeigenschaften eines starren
Korpers zu wesentlichen Einschrankungen hinsichtlich der Lage der Hauptachsen sowie
einer moglichen Entartung der Eigenwerte fithren kénnen.
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Kapitel 11

Nicht-Inertialsysteme

Wir hatten bereits bei der Beschreibung starrer Korper gesehen, dafl es sinnvoll sein
kann, physikalische Vorgénge auch in Nicht-Inertialsystemen zu betrachten. Beim star-
ren Korper hatten wir ein korperfestes, mitbewegtes Bezugssystem definiert, so dafl die
Massepunkte des Korpers in Bezug auf dieses Bezugssystem ihre Lage beibehielten.

Wir wollen nun ganz allgemein untersuchen, wie sich die Bewegung von Massepunk-
ten in einem Nicht-Inertialsystem beschreiben 1&8t. Die Bewegungsgleichungen sind in
diesem Fall abzuéndern und es treten Zusatzterme auf, die sich als sogenannte Schein-
krdfte interpretieren lassen.

11.1 Bewegungsgleichungen in einem
Nicht-Inertialsystem

Im folgenden bezeichne (0p, €1, €3, €3) immer den Bezugspunkt und die Basis in einem
Nicht-Inertialsystem und (O, 11,2, 73) das Bezugssystem (Bezugspunkt und Basis)
eines Inertialsystems. Die Basisvektoren des Nicht-Inertialsystems lassen sich zu jedem
Zeitpunkt aus den Basisvektoren des Inertialsystems durch eine Rotation R(t) erhalten:

€& = R(t)i; .

Einen gegebenen Punkt p des IR? beschreiben wir beziiglich des Inertialsystems durch
den Vektor 7 und beziiglich des Nicht-Inertialsystems durch den Vektor b. Ein Beob-
achter im Inertialsystem beschreibt diesen Punkt durch die Koordinaten:

—

Ty = Fnl

Entsprechend beschreibt ein Beobachter im Nicht-Inertialsystem diesen Punkt durch
die Koordinaten:

143
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Zunichst gilt basisunabhéngig:

PF=R+b.
Hierbei ist R ~ OOp der Vektor, durch den der Bezugspunkt Op des Nicht-
Inertialsystems im Inertialsystem beschrieben wird. Alle drei Vektoren konnen nun
zeitabhéngig sein.

Im Fall des starren Korpers war R die Schwerpunktskoordinate des starren Korpers,
b der Vektor, der einen Massepunkt des starren Korpers im mitbewegten Koordina-
tensystem beschreibt. Daher war in diesem Fall b nicht zeitabhéngig, wohl aber die
Basisvektoren {€;} des mitbewegten Bezugssystems.

Wir wollen nun die Geschwindigkeit und die Beschleunigung von # berechnen, also
die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes p, wie ein Beobachter im Inerti-
alsystem sie wahrnimmt. Diese wollen wir in Beziehung setzen mit der Geschwindigkeit
und Beschleunigung, wie ein Beobachter im System B sie wahrnimmt. Zunéchst gilt

d d 5 d-
Frii &R—l-&b.

Nun ist aber

d- d N . d
b= Sl®Em) = bt + biZa()
= B0 + b (@) x &)
ult) + (&(t) x b(t)) .

¥(t) ist die Geschwindigkeit des Punktes p, wie der Beobachter im Nicht-Inertialsystem
sie wahrnimmt, und

- L d IR
@xa) = gan = (GR0) R0
beschreibt die zeitliche Verdnderung der Basisvektoren des Nicht-Inertialsystems.

Falls die Bezugspunkte der beiden Systeme {ibereinstimmen, das Nicht-
Inertialsystem also lediglich eine (zeitabhingige) Rotation relativ zum dem Inertial-
system ausfiihrt, so erhalten wir fiir die beiden Geschwindigkeiten:

d_ . . -

—7r = 9(t) + (&(t) x b(t)) .
dt
7 ist die Geschwindigkeit, die ein Beobachter im Inertialsystem fiir den Punkt p be-
obachtet, ¥(t) ist die Geschwindigkeit, mit der ein Beobachter im Nichtinertialsystem
denselben Punkt p beobachtet. b(t) ist der Vektor, mit dem der Beobachter im Nicht-
Inertialsystem den Punkt p beschreibt, und & ist die (momentane) Winkelgeschwindig-
keit des Nicht-Inertialsystems.
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Nun berechnen wir die Beschleunigung:

d? d? - d

BT = qph g (0w + b@) x &)
2 . . . ,
= JEl A+ bid + 26i(@ @) + bW x @) + bW x (& xé))
bzw.
d2 d2 = . -, —
T = gl A+ 25X + @xD) + @x@xD). (11.1)

R ist die Beschleunigung der beiden Bezugspunkte relativ zueinander. a@ ist die Be-
schleunigung des Punktes p, wie sie von einem Beobachter im Nicht-Inertialsystem
gemessen wird. & = (1,09, 0w3) ist die zeitliche Anderung der Winkelgeschwindigkeit,
schlieft also sowohl eine Anderung der Rotationsachse, als auch eine Anderung des
Betrags der Winkelgeschwindigkeit ein.

Neben den Kriften, die ein Beobachter im Inertialsystem wahrnimmt, findet ein
Beobachter im Nicht-Inertialsystem also noch weitere Beitrége, die zur Beschleunigung
a eines Massepunktes in seinem Bezugssystem beitragen, die er als Scheinkrdifte inter-
pretiert. Wir wollen die einzelnen Terme in (11.1) besprechen:

1. R
Dies ist die Beschleunigung der beiden Bezugspunkte relativ zueinander. Falls
keine relative Rotation erfolgt, ist dies der einzige Beitrag zu den Scheinkréften.
Sie entspricht dem Negativen der Kraft, die aufgewandt werden muf}, um das
Nicht-Inertialsystem zu beschleunigen.

Da keiner der verbleibenden Terme von R abhéingt, setzen wir R = 0 fiir die ver-
bleibende Diskussion. Alle anderen Scheinkriifte beziehen sich also auf die relative
Rotation der beiden Bezugssysteme.

2. (& xb)
Dieser Beitrag tritt nur auf, wenn sich die Winkelgeschwindigkeit des Nicht-
Inertialsystems (relativ zum Inertialsystem) zeitlich veréindert. Er entspricht also

einer ,, Winkelbeschleunigung“. Man bezeichnet diesen Beitrag (multipliziert mit
der Masse) auch manchmal als ,, Trégheitskraft der Rotation*.

Fiir die meisten relevanten Bezugssysteme (beispielsweise ortsgebundene Syste-
me auf der Erde) ist die zeitliche Verdnderung der Winkelgeschwindigkeit ver-
nachléssigbar.

—,

3. (O x (& x0b))
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Die zugehorige Scheinkraft

-, -

F,= —M@x(@xb)] = - M@ 5)d — (&?)

it

ist die Zentrifugalkraft. Die Richtung ist senkrecht zu & und senkrecht zu & x
b. Fiir b senkrecht zu & erhilt man den bekannten Term M|w|?b. Ein Punkt,
der im Nicht-Inertialsystem ruht — fiir den b also zeitlich konstant ist —, wird
im Inertialsystem eine Kreisbewegung ausfithren, die durch eine andere Kraft
(die Zentripetalkraft) kompensiert werden muf. Diese Zentripetalkraft wird der
Beobachter im Nicht-Inertialsystem auch wahrnehmen, da der Massepunkt in
seinem System jedoch ruht, schlieit er auf eine weitere, nach Aufilen gerichtete
Kraft — die Zentrifugalkraft.

. 2(0 x V)

Die zugehorige Kraft
Fo = —2M(& x9) = 2M (¥ x &)

bezeichnet man als Coriolis-Kraft. Sie tritt nur auf, wenn sich der Massepunkt p
im Nicht-Inertialsystem bewegt (7' # 0). Ihre Wirkung 148t sich am einfachsten
veranschaulichen, wenn man sich eine geradlinige (kréftefreie) Bewegung im In-
ertialsystem vorstellt, die beispielsweise radial nach Aufien verlduft (¢ senkrecht
auf ). Im rotierenden System erhélt man eine Spiralkurve, und die zugehorige
(Schein-)Kraft ist gerade die Coriolis-Kraft.

Auf der Erde wird diese Kraft am Foucault’schen Pendel deutlich. Ein ortsfestes
Bezugssystem auf der Erde stellt ein rotierendes System dar. Fiir die Kraft auf
das Pendel ist nur die Komponente der Winkelgeschwindigkeit senkrecht zur Pen-
delbewegung wichtig. Am Nordpol dreht sich die Erde in 24 Stunden ,,unter dem
Pendel hinweg“, d.h. in einem erdfesten Bezugssystem hat es den Anschein, als ob
das Pendel seine Schwingungsebene in 24 Stunden um 360° dreht, d.h. Ty = 24
Stunden. Am Aquator findet keine Drehung statt — Ty = co. In einem ortsfesten
System bei einem geographischen Breitengrad ¢ ist T = 1 Tag/ sin ¢.

11.2 Das Foucaultsche Pendel

Als Anwendung der obigen Formeln soll kurz das Foucault-Pendel behandelt werden.
Wir betrachten dazu ein erdfestes Bezugssystem. Der Ursprung sei ein Punkt auf der
Erdoberfléche bei einem geographischen Breitengrad ¢. Die 3-Achse des Bezugssystems
sei senkrecht zur Erdoberfléiche, d.h. zeige radial vom Erdmittelpunkt weg. Die 1-Achse
zeigt nach Osten, die 2-Achse nach Norden.
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In diesem Bezugssystem befinde sich ein harmonischer Oszillator, dessen Bewegung
nur in der 1-2-Ebene verlaufen kann und dessen Zentrum der Ursprung des Bezugssy-
stems sei. Wir vernachlissigen alle Einfliisse der nicht-inertialen Bewegung des Bezugs-
systems mit Ausnahme der Coriolis-Kraft. Die Bewegungsgleichung lautet dann:

-

b= —uwlh—25x0).

(w bezeichnet hier die Eigenfrequenz des Oszillators und € den Drehvektor.) Im erdfe-
sten Bezugssystem hat (2 die Zerlegung

O = (sinpé + cospd)p,
und ¥ ist die Geschwindigkeit des Oszillators, wie sie im erdfesten Bezugssystem ge-
messen wird:
v = b1éy + byey .
Sei o := sin p ¢ so lautet die Bewegungsgleichung
.61 = —w2 b1 — 2[)20&
.62 = —w2 by + 2610& .

Zur Losung dieser Bewegungsgleichung fithren wir zunéchst die komplexe Variable z =
b1 + iby ein. Es gilt dann

;= —wiz2ida.
Der Exponentialansatz
2(t) = et
fithrt auf die Gleichung;:
- = - - 2a0,

mit der Losung:

(:)1/2: —ai\/a2+w2.

Die allgemeinse Losung lautet somit:
2(t) = e (acos Va2 +wt + bsin Va2 +w?t) .

Die Anfangsbedingungen fiithren auf die Gleichungen
z2(0) = a und 2(0) = iwz(0) + Vw? +a?b,

wobei zu beachten ist, daf z(0) = z(0) +iy(0) und 2(0) = £(0) +iy(0) einen Real- und
Imaginérteil haben.

Wir nehmen nun an, dafl o < w. Dies ist sicherlich immer erfiillt, wenn die Fre-
quenz der Erdrotation sehr viel kleiner als die Eigenfrequenz des Oszillators ist. Dann
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gilt Vw? + a? ~ w. Die Bewegung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: Es gibt einen
schnell verinderlichen harmonischen Anteil mit der Frequenz w, der die Schwingung
des Oszillators beschreibt, und der die beiden Komponenten nicht vermischt. Aufler-
dem gibt es einen langsamverinderlichen Anteil mit der Frequenz o = 27 sin ¢/ Tag —
d.h. mit der Periode Tag/sin ¢ —, der die Drehung der Schwingungsrichtung beschreibt.
Diese Periode ist bei ¢ = 0 (d.h. am Aquator) unendlich, dort dreht sich also die Schwin-
gungsebene nicht. Am Nordpol ist die Periode 1 Tag, und man kann sich vorstellen,
daf} die Erde sich dort ,,unter dem Oszillator hinwegdreht “.



Kapitel 12

Elementare Vektoranalysis

Wir wollen uns in den néchsen Kapiteln mit Feldern beschéftigen. Nach ihrem Trans-
formationsverhalten unter einem (aktiven oder passiven) Koordinatenwechsel unter-
scheidet man skalare Felder, Vektorfelder, Pseudo-Vektorfelder, Tensorfelder, etc. Wir
werden zunéchst dieses Transformationsverhalten nochmals genauer untersuchen. An-
schlieffend werden wir einige Grundlagen der Vektoranalysis wiederholen, dazu zédhlen
die Begriffe ,, Gradient, Rotation, Divergenz“, die Wiederholung des Linienintegrals so-
wie Fldchen- und Volumenintegrale und die wichtigen Integralséitze: der Stokessche Satz
und der Gauflsche Satz.

12.1 Tensorfelder

Ganz allgemein kann man Felder als Abbildungen des Raums M (die Zeitabhéingigkeit
vernachléssigen wir zunéchst) in eine Menge auffassen, die oft ein Vektorraum V' ist. M
muB dabei nicht notwendigerweise der IR? sein, insbesondere handelt es sich auch in der
Newtonschen Mechanik nicht um den Vektorraum IR? (die Menge aller 3-Tupel reeller
Zahlen), sondern um den affinen Raum IR3. Wihlt man auf M ein Bezugssystem und
eine (orthonormale) Basis, so entspricht das einer bijektiven Abbildung ¢ : M — IR3.
Wir sollten daher zwischen dem Feld iiber M

o : M — V pEM — @(p)eV
und dem Feld in einer Koordinatenbasis
o = pod !t R® — V (1,2, 23) — pg(x1, T2, 23)

unterscheiden. Ein Wechsel des Bezugssystems in M kann allgemein als Translation um
einen Vektor @ und eine Rotation des (orthonormalen) Koordinatensystems {é;} ver-
standen werden. Sei ¢’ : M — IR? ein anderes Bezugssystem, so ist ¢’ o ¢! : IR? — IR?

149
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eine affine Abbildung auf dem IR3, also im allgemeinen die Kombination aus einer Ro-
tation und einer Translation. Wir beschrénken uns im folgenden auf Rotationen und
halten den Bezugspunkt des Basissystems fest. Je nachdem, inwieweit eine Transforma-
tion des Urbildraumes IR? eine Transformation im Bildraum V des Feldes impliziert,
unterscheidet man unterschiedliches Transformationsverhalten der Felder.

12.1.1 Skalare Felder

Wir betrachten zunéchst ein Feld, das als Abbildung vom Raum M in die reellen Zahlen
definiert ist:
¢ : R® — R i — (@) .

Beispiele sind (auf nicht zu kleinen Skalen) das Temperaturfeld und das Dichtefeld
in der Meterologie, das Energiefeld von elektrischen bzw. magnetischen Feldern (also
|E(Z)|2 und |B(Z)|?) oder der Betrag des Geschwindigkeitsfeldes in der Hydrodynamik
(|9(Z)]). Man erkennt daran auch, da§ das Bild der Abbildung ¢ nicht gesamte IR sein
muf. Insofern ist es auch nicht wesentlich, dafl bei einem skalaren Feld der Bildraum
einen Vektorraum darstellt.

Bei einem skalaren Feld wird somit einem bestimmten Raumpunkt p ein fester Wert
zugeordnet. Dieser Zahlenwert héngt nicht davon ab, in welchem Bezugssystem man
den Punkt p durch einen Vektor ¥ = Op ausdriickt, bzw. in welcher Basis man die
Komponenten {z;} dieses Punktes schreibt. Der Bildraum (IR) ist von der Wahl eines
Koordinatensystems fiir den Punkt p unabhéngig.

Wenn wir ein ausgezeichnetes Koordinatensystem gewéhlt haben, wird das skalare
Feld zu einer Funktion von drei Parametern {z;}. Wihlen wir eine andere Basis, d.h.
ordnen demselben Vektor # andere Koordinaten {z}} zu, so wird sich die funktionale
Abhéngigkeit des skalaren Feldes von diesen drei Koordinaten dndern, wobei fiir die
neue Funktion ¢’ gelten soll

g (21,25, 25) = o(p) = (a1, T2, 23) . (12.1)

Im vorliegenden Fall haben wir ein passive Basistransformation betrachtet. Wir kénnen
aber auch aktive Transformationen untersuchen, d.h. der Punkt p wird in einen Punkt
p' = Rp iiberfiihrt, der aus p durch eine Rotation R des Raums um den Bezugspunkt
hervorgeht. In diesem Fall wird die Situation durch ein neues skalares Feld ¢’ beschrie-
ben. Damit physikalisch dieselbe Aussage gemacht wird, mufl der Wert von ¢’ an dem
neuen Punkt p’ gleich dem Wert des alten skalaren Feldes an dem alten Punkt p sein:

o) = »lp) bzw. ¢'(Rp) = ¢(p) bzw. ¢(p) = o(R™'p).

Diese Gleichung definiert das Transformationsverhalten eines skalaren Feldes unter ak-
tiven Transformationen des Raumes.
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12.1.2 Vektor- und Tensorfelder

Vektorfelder sind Abbildungen vom Konfigurationsraum M in den dreidimensionalen
Vektorraum IR3:
F:M — R® p — F(p).
In diesem Fall wird sich bei einer aktiven Transformation (Rotation) des Raumes auch
das Vektorfeld mittransformieren, d.h. wir erhalten ein neues Feld F , das durch die
Bedingung

F'(p) = RF(R'p)

definiert ist. Ein Feld, dessen Komponenten {F;} sich unter einer Transformation des
Raumes nach obiger Formel transformieren, heifit Vektorfeld. Beispiele sind das elek-
trische Feld E(Z) in der Elektrodynamik und das Geschwindigkeitsfeld #(Z) in der
Hydrodynamik.

Ein Vektorfeld &ndert bei einer Punktspiegelung (orthogonale Transformation mit
Determinante —1) auch sein Vorzeichen. Ein Pseudo-Vektorfeld hingegen #ndert bei
einer Punktspiegelung sein Vorzeichen nicht; Beispiel ist das Magnetfeld B (Z).

Ganz allgemein kann man auch Tensorfelder betrachten. Ein Tensorfeld 2. Stufe

beispielsweise ist durch folgendes Transformationsverhalten definiert:
o'(p) = Ro(R 'p)R" .

Im Gegensatz zu den Tensorgréfien, die wir bereits frither besprochen haben, ist das Feld
eine Funktion des Raumpunktes und bei der Formulierung des Transformationsverhal-
tens mufl diese Abhéingigkeit beriicksichtigt werden. So kann in einem nicht-homogenen
Material die Leitfahigkeit 0 vom Ort abhéngen und transformiert sich unter einer ak-
tiven Rotation des Materials nach obiger Formel.

12.2 Linienintegrale — Gradient

Wir haben schon im Zusammenhang mit Kraftfeldern das Linienintegral definiert, so
daB wir diese Begriffe hier nur kurz wiederholen wollen. Sei « : [0,1] — IR? die Para-
metrisierung eines Weges im IR?. Das Linienintegral iiber ein skalares Feld ist dann:

dz(t)
at

JECE )

.

Interessanter ist der Fall eines Vektorfeldes, das auf den Tangentenvektor des Weges
projiziert und {iber den Weg integriert wird:

Lﬁ(f)-df = /01 (ﬁ(f(t)) : di@) dt .
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Handelt es sich bei F um ein Gradientenfeld, d.h. F = —ﬁ@(f), so hiangt das Integral
nicht vom Weg ~y ab, sondern nur vom Anfangs- und Endpunkt #(0) = Zy und Z(1) = Z:

[ vz - /01 (_vq»@(t))-df“))dt _ /Ol_dq’@“”dt — B(F) - B(#).

dt dt

Wir hatten im Zusammenhang mit konservativen Kriftefeldern (Kap. 3.1.3, S. 33)
folgendes Theorem bewiesen: Sei F (Z) ein Vektorfeld, fiir das jedes Wegintegral un-
abhéngig von der Form des Weges nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéingt; dann ist
F ein Gradientenfeld. Wir hatten das zugehorige skalare Feld explizit {iber ein Wegin-
tegral konstruiert:

B(7) — —[ F(#)-dz .
Zo

® ist bis auf eine Integrationskonstante (die durch die Wahl des Anfangspunktes des
Weges festgelegt werden kann) eindeutig.
Schlieflich hatten wir auch noch bewiesen, dafl die Rotation eines Gradientenfeldes
verschwindet:
VxV® = 0.

In einem einfach zusammenhingenden Raumgebiet 148t sich jedes Vektorfeld, dessen
Rotation verschwindet, als Gradientenfeld schreiben. Diesen Satz werden wir weiter
unten beweisen.

12.3 Fliachenintegrale, Rotation, Stokesscher Satz

12.3.1 Beschreibung von Flichen im IR? und das Flichenintegral

Wir wollen nun beschreiben, wir man ein Skalarfeld bzw. ein Vektorfeld iiber eine Fléache
F integriert. Zunichst miissen wir die Fliche F im IR? beschreiben. Dazu wihlen wir
eine Abbildung (u,v) > U C IR? — IR3, deren Bild gerade die Fliche beschreibt.
(u,v) bezeichnet man als Parameter der Flache #(u,v). Der Einfachheit halber sei der
Wertebereich U von (u,v) das Quadrat 0 < u,v < 1.

Als néchsten Schritt bendtigen wir ein Maf§ auf der Fliche, d.h. das Fldchenelement
d f d f sollte senkrecht auf der Fliche stehen und der Betrag sollte proportional zum
Flacheninhalt sein. Es gilt:

df _ <af(u,v) " 8f(u,v)> dudo |

ou ov

Offensichtlich ist
0% (u,v)

d
ou Y

dz, =
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die Wegstrecke entlang der Linie Z(u,v = const.), die mit der Geschwindigkeit
0% (u,v)/0u fiir die ,,Zeit“ du durchlaufen wird. Entsprechend ist

o
az, = 28wy,
v
die Wegstrecke entlang der Linie Z(u = const.,v), die mit der Geschwindigkeit

0% (u,v)/0v fir die ,,Zeit* dv durchlaufen wird. dZ, und d#, spannen ein Parallelo-
gramm auf, dessen Flidche durch

[df] = |dZ, x d&,|

gegeben ist. Der Vektor d f steht senkrecht auf diesem Parallelogramm und zeigt (bei
geeigneter Wahl der Reihenfolge von u und v) nach auflen. Im Grenzfall du und dv
gegen Null nédhert sich die Flache des Parallelogramms immer mehr dem Flidcheninhalt
auf der Bild der Fliche (u,v), (u,v+dv), (u+ du,v), (u+ du, v + dv), die zwischen den
Punkten Z(u,v),Z(u + du,v), Z(u,v + dv), Z(u + du,v + dv) liegt. Daher ist df unser
gesuchtes Flachenelement.

Wir definieren nun das Fliachenintegral iiber ein skalares Feld iiber die Fliche F als

/f(l)(:f’)|dﬂ — /01/(:@(5(%@))

Nun handelt es sich um ein gewohnliches Integral iiber zwei Variable v und v.
Entsprechend definierten wir den Fluf§ eines Vektorfeldes F durch eine Fliche F

als
[ F@-af = /01/01 E (3%@) ‘ axg“))} dudo

Wir projizieren also an jedem Punkt der Fliche den Vektor F auf das Flichenelement
df und bilden anschlieend das Integral iiber u und v.

0% (u,v) " 0% (u,v)

S E® dudv .

12.3.2 Beispiel: Die Kugeloberfldche

Als Beispiel betrachten wir die Oberfliche einer Kugel vom Radius R. Als Parametri-
sierung wihlen wir die beiden Winkel 6 :€ [0, 7] und ¢ € [0, 27]. 0 ist dabei der Winkel
zwischen einem Vektor und der 3-Achse und ¢ ist der Winkel zwischen der Projektion
des Vektors auf die 1-2-Ebene und der 1-Achse.

Die Kugeloberfliche wird durch folgende Abbildung beschrieben:

(0,0) — Z(0,9) = R(cosy sinf,sinp sinb, cosh) .
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Wir berechnen nun das Flidchenelement an einem Punkt Z(6, ¢):

?)z = R(cosy cosb,sing cosf,—sinb)
o7
- R(—sin sinf, cos ¢ sinf, 0)
dp
= (??39: X gﬁi) = R?(cos psin? 0, sin ¢ sin? 6, sin 6 cos 6)
= R%sinfni mit 7 = i_,
|7

Am Punkt #(60, ) ist 7 ist ein Einheitsvektor, der radial nach aulen zeigt, und das
Flachenelement ist somit:

—

df(,¢) = R*sinfdhdy 7 .

12.3.3 Rotation und Stokesscher Satz

Wir hatten die Rotation eines Vektorfeldes bereits durch folgende Vorschrift definiert:

(ﬁ X ﬁ)z = €ijk8ij s
bzw.
. . 82F3 — 83F2
(VXF) =~ 83F1—61F3 s
81F2 — 82F1

mit 0; = 9/0z;. Man bezeichnet die Rotation eines Vektorfeldes auch als seine Wir-
beldichte. Um diese Bezeichnung zu rechtfertigen, wollen wir zunéchst den Stokesschen
Satz beweisen.

Satz von Stokes: Sei F' ein (stetig differenzierbares) Vektorfeld, F eine (differen-
zierbare) Fliche im IR? mit Rand 0F, dann gilt:

/f(ﬁxﬁ).df“: /BFF-df.

Das Flachenintegral iiber die Rotation eines Vektorfeldes ist also gleich dem Integral
des Vektorfeldes {iber den Rand der Fléiche.

Zum Beweis benutzen wir folgende Relation:

> o ox o0r 0 ([~ 0% 0 [~ 0%
@xF)(5ox5) = 5 (F50) = 5 (F5)
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Wir beweisen zunéchst diese Relation:

S o or oOF ox; 0xm,
B (g% 5,) = ) em Gt 5
B ox; Oxp,
- (5 l(skm - 5Jm6kl)(a Fk) ou 8’0
B (91:] axk (%Uk axj

BFk 8xk 8Fk axk

ou Ov ov Ou
Q[ O 0 (. Oy
= au(Fka) - 8(Fk8u> :

Beim letzten Schritt heben sich die Terme mit zweifachen Ableitungen von & gerade
weg.

Mit diesem Satz und der Definition des Fléachenintegrals erhalten wir also

Jomar = [ [ (F5) - g (£ )] e
1 . Tz 1 . T v=1
- /0 (F(;U> u:OdU a /0 (Fgu> v=0

Auf der rechten Seite steht nun aber ein Integral iiber den Rand des Rechtecks, das
den Wertebereich von (u,v) bildet. Dieses Rechteck wird auf den Rand der Fliche
(0F) abgebildet. Daher steht auf der rechten Seite gerade ein Linienintegral iiber die
Funktion F iiber den Rand der Fliche F. Somit ist der Stokessche Satz bewiesen.

du .

Wir wollen nun die Vorstellung von der Rotation eines Vektorfeldes als eine Wir-
beldichte konkretisieren. Das Integral eines Vektorfeldes um einen geschlossenen Weg ~
entspricht der Wirbelstéirke dieses Vektorfeldes entlang dieses Weges. Wir wéhlen nun
diesen Weg in einer Fliche senkrecht zu einem Normalenvektor 7i. Auflerdem sei dieser
Weg sehr kurz und umschliefle eine Flédche mit Fldcheninhalt df. Dann gilt nach dem
Stokesschen Satz:

oo _ va -d
(9% F)s = o,
d.h. die Rotation, projiziert auf den Einheitsvektor 77, ist gleich der Wirbelstérke ent-
lang des Weges v dividiert durch die Fldche, die von v umrandet wird, im Grenzfall
verschwindender Fliche — also gleich der Wirbeldichte. Man beachte, dafl es sich hierbei
um eine Fldchendichte handelt, d.h. das Integral {iber eine Flache von VxF ergibt die
Wirbelstérke.
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12.4 Volumenintegrale, Divergenz, Satz von Gauf

12.4.1 Parametrisierung eines Volumens, Volumenelement

Wiéhrend ein Linienelement dZ und ein Flachenelement d f im IR? gerichtete (vektoriel-
le) Groflen sind, ist ein Volumenelement eine (pseudo-) skalare Grofle. Daher betrachten
wir auch nur Volumenintegrale iiber Skalarfelder. Bildet man das Volumenintegral iiber
ein Vektorfeld, so erhilt man einen Vektor, d.h. das Integral ist fiir jede Komponente
gesondert zu bilden.

Das Volumenelement im IR? ist d3z = dz; das dzz. Will man jedoch iiber ein Vo-
lumen V € IR? integrieren, so ist es oft schwierig, die Integrationsgrenzen an {z;} zu
beriicksichtigen, da — mit Ausnahme der Integration iiber einen Quader — die Integra-
tionsgrenzen von den Integrationsvariablen abhéngen.

Daher ist es meist sinnvoll, eine Abbildung IR® — IR? zu finden, die einen Quader
(u1,u2,u3) € [0,a] x [0,b] x [0,c] auf das Volumen V abbildet, wobei der Rand des
Quaders auf den Rand des Volumens — d.h. die Oberfliche 0V — abgebildet wird. Der
Ubergang von den Variablen {z;} zu den neuen Variablen {u;} beinhaltet die Jakobi-
Determinante:

81‘1 (91‘2 aﬂfg

ui Our duy
y o |lommel) | on g g | _ g (22 02 07
8(U1, ug, U3) 811,2 aUQ 81@ 8u1 ’ 8u2 ’ 8u3 '

(9.1‘1 6302 81’3

duz  duy  duy

Wir erhalten also:

a prb pc
/ o(7)d*z = / / / O (Z(u1, uz,uz)) J dug dug dus .
1% 0o Jo Jo

Der Vorteil einer solchen Transformation ¥ — 4 besteht darin, dafl nun die Integrati-
onsgrenzen unabhéngig von den Integrationsparametern sind.

Die Jakobi-Determinante 148t sich auch leicht als Volumen eines Parallelepipeds
deuten, das von den drei infinitesimalen Vektoren

5 or Ui, U2, U3
dz,, = 0% (w1, uz, us) )dui
8ui

aufgespannt wird:

I ox <8f 85)
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12.4.2 Beispiel: Die Kugel vom Radius R

Wir betrachten als Beispiel die Integration iiber das Volumen einer Kugel vom Radius
R. Als Parameter withlen wir den Betrag eines Vektors r € [0, R], sowie die beiden Win-
kel 6 € [0,7] und ¢ € [0,27], die wir schon bei der Beschreibung der Kugeloberfléche
benutzt haben. Wir erhalten somit als Parametrisierung der Kugel:

(r,0,p) — Z(r,0,p) = r(cosp sinf,siny sin b, cosh)

mit den angegebenen Bereichsgrenzen. Das neue Volumenelement bzw. die Jakobi-
Determinante J 148t sich leicht berechnen, wenn man beriicksichtigt, dafl

ox

5 = . = (cosp sinf,sin ¢ sin b, cos )
”

ist, und

Damit folgt
J = - (r*sinf)ii = r?sind .

Wir erhalten somit als neues Volumenelement

dV = r’sinfdrdfde .

12.4.3 Der Satz von Gaufl — Divergenz

Der Gauflsche Satz besagt, daf§ das Volumenintegral iiber die Divergenz eines Vektor-
feldes gleich dem Integral {iber die Oberfliche 0V iiber das Vektorfeld selber ist:

/v(ﬁ-ﬁ)d?’x = /avﬁ.df.

Der Beweis erfolgt dhnlich, wie der Beweis des Stokesschen Satzes. Wir gehen von
folgender Identitét aus, die hier nicht bewiesen werden soll, aber durch direktes Nach-
rechnen leicht tiberpriifbar ist:

L. 0% (0f OF 0 [z (0% 0F
A , oy - R (2
V- F(Z(u1,u2,us)) ouy <8U2 X au3> Ouq [ <8UQ 8 6U3>}

C D F (2 Y] [ (2 2]
811,2 8U3 8U1 8U3 8U1 8u2 '
Nun setzen wir diese Identitét in das Volumenintegral iiber die Divergenz eines Vek-

torfeldes ein und erhalten ein Oberflichenintegral, parametrisiert durch den Rand des
Quaders von (uj,u2,us), iiber das Vektorfeld.
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Mit Hilfe des Gaufischen Satzes kénnen wir der Divergenz eines Vektorfeldes auch
die Interpretation einer sogenannten Quellendichte geben. Es gilt:
.. N R _ .
V-F = ‘l/linov/v(V-F)dV— lim — F.-df
Das Integral iiber die geschlossene Oberfliche eines Volumens iiber ein Vektorfeld er-
gibt aber gerade den Gesamtflul dieses Vektorfeldes durch diese Oberflache, d.h. die
, Gesamtzahl der Quellen“ des Vektorfeldes innerhalb des Volumens. Die Divergenz ist
daher die Quellendichte. In diesem Fall handelt es sich um eine Volumendichte.

12.5 Die Kontinuitédtsgleichung

Die angegebenen Integralsitze ermdglichen oft den Ubergang zwischen einer lokalen
Aussage, die an jedem Raumpunkt erfiillt sein muf3, und einer globalen Aussage, die
fiir beliebige Volumina oder Fliachen erfiillt sein mufl. Als Beispiel betrachten wir die
Kontinuitétsgleichung fiir elektrische Ladungen.

p(Z,t) beschreibe eine elektrische Ladungsdichte bzw. eine Ladungsverteilung zum
Zeitpunkt t. D.h.

Q1) = [ o(@1) d'

ist die Gesamtladung in einem Volumen V zum Zeitpunkt ¢. Wir fragen uns nun nach
der Ladungsénderung in diesem Volumen, d.h.

S = [ @0 s

Es ist jedoch kein Prozef} in der Natur bekannt, der die Gesamtladung eines abgeschlos-
senen Systems verdndert, d.h. Ladung ist eine Erhaltungsgréfie. Die Ladungsénderung
in einem Volumen mufl mit einem Ladungsflul durch die Oberfliche des Volumens
verbunden sein. Ladungsflufl driicken wir durch die Stromdichte j(Z) aus. Die Strom-
dichte zu einer Ladungsverteilung p(¥), die sich am Punkte Z mit der Geschwindigkeit
I bewegt, ist B
J(&) = w(Z)p(Z) .
Der Flul an Ladung durch eine geschlossene Oberfliiche 9V pro Zeiteinheit ist:

- —

G = = [ j@-af.

Das negative Vorzeichen gibt an, daff Q die Anderung der Ladungsmenge in V ist. Fliet
beispielsweise Ladung aus V ab, so ist () negaviv. Der Strom ist nach Auflen gerichtet,
d.h. das Integral iiber die Stromdichte gibt die nach auflen abflieBende Ladungsmenge
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an, die gleich dem negativen der Ladungsdnderung im Inneren ist. Wir erhalten also

die Aussage:
[o@nds = - [ §@-df.
1% oV

Das Volumenintegral iiber die zeitliche Anderung von p ist gleich dem Oberflichenin-
tegral iiber den Strom. Diese Aussage gilt fiir jedes Volumen V. Nach dem Gaufschen
Satz gilt aber auch

[o@nda = = [(7-j@)af.

Da auch diese Aussage fiir jedes Volumen V gilt, konnen wir V beliebig um einen Punkt
konzentrieren und gelangen so zu er lokalen Aussage:

Die Gleichung bezeichnet man als Kontinuitdtsgleichung. Abgeleitet haben wir sie aus
einer Art Bilanzgleichung (fiir die Ladung) in einem beliebigen Volumen V. Ganz dhn-
liche Bilanzgleichungen (in diesem Fall fiir den Impuls und die Energie) nutzt man
in der Hydrodynamik zur Herleitung der Bernoulli-Gleichung bzw. der Navier-Stokes-
Gleichung.

Wir koénnen die Kontinuitétsgleichung direkt an der Ladungsverteilung und der
Stromdichte von N Punktteilchen {iberpriifen. Das i-te Punktteilchen bewege sich auf
der Bahnkurve Z;(t). Es gilt

Damit erhalten wir explizit:

do(@.t) NS
= —GZ(V5($—$z(t)))'$z(t)
V@ = ezdxl V(@ - (1))

Die Giiltigkeit der Kontinuitétsgleichung ist offensichtlich.
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Kapitel 13

Partielle Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir einige partielle, homogene, lineare Differentialgleichungen
untersuchen, die in den verschiedensten physikalischen Systemen, deren Freiheitsgrade
durch Felder beschrieben werden, auftreten. Ganz konkret handelt es sich um:

<8at _ DA) o(T,t) = 0 Diffusionsgleichung

2
(88152 - 02A> o(z,t) = 0 Wellengleichung

AP(Z) = 0 Laplace-Gleichung
(A + EH®@) = 0 Helmbholtz-Gleichung .

Die ersten beiden Gleichungen beschreiben die Zeitabhéngigkeit von Feldern, die letz-
ten beiden Gleichungen beschreiben statische Zustéinde. Die Helmholtz-Gleichung wird
hauptséchlich als Zwischenschritt zur Losung der ersten beiden Gleichungen auftreten.
Die Laplace-Gleichung spielt, aufler beispielsweise bei statischen Losungen der Diffusi-
onsgleichung, in der Elektrostatik eine wichtige Rolle.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Diffusionsgleichung und der Wellenglei-
chung ist die Ordnung der Zeitableitung. Ist ®(¢, Z) eine Losung der Wellengleichung, so
ist ®(t, Z) := ®(—t, ) ebenfalls eine Losung der Wellengleichung. Diese Eigenschaft be-
zeichnet man als Zeitumkehrinvarianz. Die Diffusionsgleichung besitzt diese Invarianz
nicht, sie zeichnet eine bestimmte Zeitrichtung aus. Wie der Name andeutet, beschreibt
die Diffusionsgleichung unterschiedliche Diffusionsvorgénge: die Diffusion von Wérme,
die Diffusion von Materie in einer Fliissigkeit (beispielsweise Tinte in Wasser) oder in
Gasen etc. Diese Vorgénge sind makroskopische Erscheinungen von Systemen mit sehr
vielen mikroskopischen Bestandteilen. Die Auszeichnung der Zeitrichtung spiegelt dabei
die Zunahme der Entropie bei solchen Prozessen wider.

161
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Die unterschliedliche Ordnung der Zeitableitung hat noch eine weitere Konsequenz:
Das Cauchy-Problem (d.h. die Entwicklung der Lésung bei Vorgabe von Anfangsbedin-
gungen zu einem bestimmten Zeitpunkt) verlangt bei der Diffusionsgleichung nur die
Vorgabe der Anfangskonfiguration, wohingegen bei der Wellengleichung zur eindeuti-
gen Festlegung der Losung neben der Anfangskonfiguration auch noch ein Geschwindig-
keitsfeld vorgegeben werden mufl. Anschaulich ist diese Unterscheidung einsichtig: Die
Vorgabe einer Temperaturverteilung zu einem bestimmten Zeitpunkt legt die weitere
Wirmediffusion fest. Bei einer schwingenden Saite hingegen (diese wird durch eine ein-
dimensionale Wellengleichung beschrieben) miissen wir neben einer Startkonfiguration
(der Stérke der Moden) auch angeben, mit welcher Geschwindigkeit sich die Moden
bewegen.

Wir werden zunéchst einige physikalische Systeme beschreiben, bei denen die obi-
gen Differentialgleichungen auftreten. Auflerdem werden wir spezielle Losungen un-
tersuchen, die sich aufgrund physikalischer Uberlegungen bzw. aus der physikalischen
Anschauung ,,erraten“ lassen. Anschliefend werden wir uns mit allgemeinen Methoden
zur Losung der obigen Differentialgleichungen beschéftigen.

13.1 Die Diffusionsgleichung

Die Diffusionsgleichung beschreibt phénomenologisch die Ausbreitung von Warme oder
Materie in einem ruhenden Medium. Dabei handelt es sich um eine statistische Mitte-
lung iiber eine grofle Anzahl mikroskopischer Prozesse, meist Stofiprozesse, iiber die die
Ausbreitung erfolgt bzw. die der Ausbreitung im Wege stehen. Die Dynamik einzelner
mikroskopischer Teilchen spielt dabei keine Rolle, sondern nur der makroskopische Ef-
fekt, der sich im Mittel ergibt. Daher kann dieselbe Gleichung zur Diffusion vollkommen
verschiedener Groéflen in vollkommen verschiedenen Medien herangezogen werden. Die
einzige makroskopisch beobachtbare Gréfle ist der Diffusionskoeffizient D, der etwas
iiber die Zeitskala besagt, mit der die rdumliche Ausbreitung erfolgt. D hat allerdings
nicht die Dimension einer Geschwindigkeit, sondern die Dimension [Linge?/Zeit]. Die
physikalische Bedeutung gerade dieser Kombination werden wir noch sehen.

13.1.1 Der eindimensionale Zufallsweg

Es gibt viele heuristische Begriindungen der Diffusionsgleichung. Wir wollen hier die
Diffusionsgleichung als Grenzfall eines mikroskopischen Zufallsweges herleiten. Man
spricht in diesem Fall auch oft von dem , Weg eines Betrunkenen“. Wir betrachten
zunéchst den eindimensionalen Fall.

Gegeben sei ein Punkt (ein ,Betrunkener®), der sich entlang der z-Achse nur in
Schritten der Linge 1 fortbewegen kann, wobei er pro Zeiteinheit genau einen Schritt
macht. Jeder Schritt erfolgt mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach rechts oder nach links,
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unabhéngig von den vorherigen Schritten. Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit
P(N,l), daB sich der ,Betrunkene“ nach N Schritten am Punkte [ befindet. Dazu
stellen wir eine rekursive Gleichung fiir P(NV, 1) auf. Angenommen, P(N, ) sei fiir einen
bestimmten Wert N bekannt, dann gilt:

PN +1,1) = %[P(N,l+1)+P(N,l—1)]. (13.1)

Diese Gleichung beschreibt folgendes: Um nach N + 1 Schritten am Punkte [ zu sein,
mufl der Punkt vorher — d.h. nach N Schritten — an einem der Nachbarpunkte [ + 1
gewesen sein. Von jedem dieser Nachbarpunkte gelangt er in einem Schritt mit der
Wahrscheinlichkeit 1/2 zum Punkt [. Ist P(N,1) also fiir einen Wert von N bekannt —
beispielsweise fiir N = 0 als Startkonfiguration — dann 148t sich die Funktion P(N,)
fiir alle weiteren N rekursiv nach obiger Formel berechnen.

Bevor wir die Gleichung weiter behandeln betrachten wir ein einfaches Beispiel. Der
Startpunkt sei [ = 0, d.h. es gilt:

P(Ovl) = 5l,0 .

Nach einem Schritt kann sich der Punkt nur an den Punkten +1 befinden, jeweils mit
Wahrscheinlichkeit 1/2:

1
P(l,l) = 5(5171 + (5[7,1) .

Dieses Resultat folgt auch aus obiger Gleichung, wenn wir P(0,[) einsetzen. Nach zwei
Schritten ist der Punkt mit Wahrscheinlichkeit 1/4 bei | = £2 und mit Wahrschein-
lichkeit 1/2 bei [ = 0:

1
P(Q,l) = 1(51’2 + 2(5170 + 51’,2) .

Dieses Beispiel werden wir im néchsen Abschnitt noch ausfiihrlicher untersuchen.

Wir wollen nun von obiger Rekursionsformel zu einer Differentialgleichung gelangen.
Dazu betrachten wir folgende Ersetzungen: Statt einer diskreten Schrittzahl N fithren
wir eine Zeit ¢ und eine Schrittzeit dt ein. Zwischen je zwei Schritten vergeht also eine
Zeit 6t, und t = Nt ist die nach N Schritten vergangene Zeit. Aulerdem sei die Lénge
eines Schritts dz, d.h. der Entfernung [ entspricht nun eine Entfernung x = ldz. (Wir
bezeichnen die Schrittzeit und Schrittlinge mit 6t bzw. dx — und nicht dem iiblichen
Differenzensymbol At bzw. Ax — um Verwechslungen zu vermeiden, da A in diesem
Abschnitt oft als Symbol fiir den Laplace-Operator auftritt.) Wir definieren nun eine
Wahrscheinlichkeitsdichte p(t, z) durch:

1 t x
= —P(—,— ) . 13.2
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Die Division durch Az macht p(t,x) zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h.

b
Wt a,b]) = /ap(t,x)d:c

ist die Wahrscheinlichkeit, zum Zeitpunkt ¢ den Punkt im Intervall [a, b] anzutreffen.
Insbesondere ist

/OO p(t,z)de = 1. (13.3)

—00

Fiir die Funktion p(t, z) erhalten wir folgende Gleichung;:
1
p(t+d6t,z) = §[p(t, x +o0x) + p(t,xr — ox)] .

Auf beiden Seiten dieser Gleichung subtrahieren wir p(¢, x) und erweitern beide Seiten
um 1/6t bzw. 1/(6x)%:

p(t + ot,x) — p(t, x) (62)? [p(t,z + 0x) — 2p(t, ) + p(t,x — )] .

ot 20t dx?

Nun betrachten wir die Verteilung nach einer sehr grofien Anzahl von Schritten
N = t/6t > 1. p(t,z) sollte in diesem Fall zu einer glatten Funktion von ¢ werden,
so dal wir die linke Seite durch einen Differentialquotienten ersetzen diirfen. Auflerdem
erwarten wir, dafl sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung durch eine glatte Funktion
in der Variablen x beschreiben l&t, so dafl wir auch die rechte Seite der Gleichung
durch einen Differentialquotienten (den zweiten Differentialquotienten, d.h. die zweite
Ableitung) anndhern konnen. (Ein solcher Grenzfall ist strenggenommen nur im dis-
tributiven Sinne zu verstehen, d.h. beide Seiten von (13.2) sind iiber eine Testfunktion
zu verschmieren.) Daf} die rechte Seite gerade dem zweiten Differentenquotienten ent-
spricht, haben wir schon bei dem Ubergang von der N-Teilchen-Kette zur schwingenden
Saite gesehen (vgl. Kap. 9.1, Gl. (9.3)). Wir erhalten somit:

2

0
—p(t = D—=pt 13.4
5P 7) 520 (13.4)
mit dem Diffusionskoeflizienten
D ~ (&U)Z
20t

Wir haben hier die (1-dimensionale) Diffusionsgleichung als ,, makroskopischen Grenz-
fall“ eines sehr speziellen Systems hergeleitet. Es zeigt sich jedoch, dafl eine grofle
Anzahl von mikroskopischen Ausbreitungsprozeen zu derselben Differentialgleichung
fithrt. Lediglich die Konstante D gewinnt eine andere mikroskopische Bedeutung. Im
vorliegenden Fall enthédlt D zwar die Information iiber die mittlere Schrittdauer ot
(typischerweise die mittlere Stofizeit) und die mittlere Schrittgrofie dx (die mittlere
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zuriickgelegte Wegstrecke zwischen zwei Sto8en), aber makroskopisch beobachtbar ist
nur das angegebene Verhéltnis. Eine genauere Analyse dieses Diffusionskoeffizienten im
Rahmen der kinetischen Gastheorie stammt von Einstein, der so die Brownsche Bewe-
gung als Effekt molekularer Stéfe erkldren konnte. Bei der Bewegung von Pollen sieht
man jedoch nicht die einzelnen Sté8e, sondern die mittleren Schwankungen einer sehr
groflen Anzahl von Sto8en.

13.1.2 Binomische Koeffizienten und der Zufallsweg

Wir haben oben den Fall betrachtet, daf3 der ,,Betrunkene* sich zum Zeitpunkt ¢t = 0
am Punkt [ = 0 befindet. Wir erhalten fiir die ersten Schritte folgende Wahrscheinlich-
keitsverteilungen:

N —4-3-2-10 1 2 3 4
01 1
1|4 1 1
1
PN ~ 2|2 1 2 1
3| % 1 3 3 1
415 1 4 6 4 1

Man erkennt in dem (Pascalschen) Dreieck die binomischen Koeffizienten wieder. Dies
ist kein Zufall, wie folgende Uberlegung zeigt: Wir definieren die Koeffizienten

b(N,k) = 2VP(N,2k — N) (k=0,1,...,N) .

Man iiberzeuge sich, dafl der hier angegebene Bereich fiir k£ gerade den moglichen Po-
sitionen fiir [ nach N Schritten entspricht. Die Rekursionsformel fiir P(N, ) bedeutet
fiir diese Koeffizienten

b(N +1,k) = b(N,k—1) + b(N,k) .

b(N, k) hat anschaulich die Bedeutung der Anzahl der Wege der Linge N, die von 0
zum Punkt [ = 2k — N fiihren. Die Wahrscheinlichkeit P(N,[), nach N Schritten am
Punkte [ zu sein, ergibt sich aus der Anzahl der Wege von 0 nach [ dividiert durch
die Gesamtzahl aller Wege der Linge N, also 2V. Die obige Rekursionsformel ist aber
gerade die Rekursionsformel fiir binomische Koeffizienten. Auflerdem fiihren sie zu der
Anfangsbedingung:

P(N =0,1) = 99

)

1 firl=0
0 sonst
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13.1.3 Die Gauf3-Funktion als Ausbreitungskern

Es ist bekannt, dafl sich die Binomialkoeffizienten fiir sehr grofle Werte von N und [
einer Gaufl-Verteilung mit Zentrum bei [ = N/2 anndhern. Wir wollen diesen Grenzfall
hier nicht nachrechnen, sondern statt dessen iiberpriifen, daf3 die Diffusionsgleichung
(13.4) mit der Anfangsbedingung p(0,z) = d(x) (d.h. das Teilchen befindet sich zum
Zeitpunkt ¢t = 0 mit Sicherheit am Punkt x = 0) tatséchlich die Gauf-Funktion als
Losung hat. Wir werden spéter zeigen, dafi es Standardverfahren gibt (die sogenannte
Fourier-Zerlegung einer Funktion), diese Losung zu finden.

Sei

$2

1
exp — )
VAr Dt P Dt

p(t,x) =

Fiir die Ableitung nach ¢ erhalten wir:

(t ) 1 n 22 1 x2
- x = _— exp — .
ot ot 4D ) VanDi X 4Dt

Die erste Ableitung nach x ergibt:

0 () < T > 1 2
- — - e -
9zt oDt ) VinDi X T uDt

und fiir die zweite Ableitung nach x folgt:

0?2 (t.2) x2 1 1 22
R — — XP — .
o2\ ” 4D22 ~ 2Dt | anDi X 4Dt

Offensichtlich erfiillt p(t,z) also die Diffusionsgleichung. Die spezielle Wahl des Nor-
mierungsfaktors ergibt sich aus der Bedingung

| pttayds =1,

— 00

die sich mit der Formel
o0
/ e dp = T

s o
leicht nachpriifen 1i8t. Diese Normierungsbedingung macht p(t, x) zu einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung, d.h. zu jedem Zeitpunkt ¢ ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen #r-
gendwo zu finden, gleich 1. Fiir kleine Werte von t ist die Gaufl-Funktion immer schérfer
um den 0-Punkt konzentriert, und im Grenzfall ¢t — 0" wird die Gauf-Verteilung zur
0-Funktion (vgl. GL. (6.15 in Kap. 6.5).

Wir haben damit eine ganz spezielle Losung der (1-dimensionalen) Diffusionsglei-
chung gefunden, ndmlich zu einer Anfangsverteilung, die im 0-Punkt konzentriert ist.
p(t, x) ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert:
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1. p(t,z) ist Losung der Diffusionsgleichung.
2. p(t,z) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (positiv und normiert).

3. p(t,x) i d(z) ist die Anfangsverteilung.

Etwas allgemeiner kénnen wir sagen, da8 p(t, z —y) eine Losung der Diffusionsgleichung
ist zu einer Anfangsbedingung, die zum Zeitpunkt t = 0 um x = y konzentriert ist.

Die Normierungseigenschaft ist aus der Interpretation von p(¢,z) als Wahrschein-
lichkeitsverteilung selbstverstéindlich, andererseits liegt die Losung der Diffusionsglei-
chung bei Vorgabe der Anfangsbedingungen fest. Es ist also zunéchst nicht einsichtig,
daf eine Losung, deren Integral zu einem Zeitpunkt ¢ auf 1 normiert ist, zu einem spéte-
re Zeitpunkt immer noch derselben Bedingung geniigt. Wir wollen daher beweisen, dafl
das Raum-Integral iiber eine Losung der Diffusionsgleichung eine Erhaltungsgrofie ist,
also zeitlich konstant ist:

o [> 0 92 0 r=o0
alwp(t,x x—D/ 82p dx—D%p(t,x)JC:_oo =0.

Die Voraussetzung ist somit, dal die rdumliche Ableitung von p(¢,z) bei © = oo
verschwindet.

Wir wollen nun zeigen, dafl wir mit dieser speziellen Losung das Anfangswertpro-
blem ganz allgemein gelost haben. Sei f(z) irgendeine Verteilungsfunktion, die der
Verteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0 entsprechen soll. Wir wollen nun wissen, wie sich diese
Verteilung nach der Diffusionsgleichung zeitlich entwickelt. Wir behaupten, dafl

oo
Fit.a) = [ plto—y) fw)dy (13.5)
Losung der Diffusionsgleichung mit der Anfangsbedingung F'(0,z) = f(x) ist, also der
gesuchten Losung entspricht. Da p(t, x —y) (als Funktion von ¢ und z) Losung der Dif-
fusionsgleichung ist, ist F'(¢,x) offensichtlich ebenfalls Losung der Diffusionsgleichung.
Und da p(0,z —y) = d(z —y), ist F'(0,z) = f(x). In einem gewissen Sinne ist F(t, )
also eine Superposition von Losungen mit J-formigen Anfangsbedingungen, die jeweils
mit f(y) — also der Anfangsverteilung — gewichtet sind. Da die Diffusionsgleichung eine
lineare Differentialgleichung ist, sind Superpositionen von Lésungen natiirlich ebenfalls
Losungen.

13.1.4 Die 3-dimensionale Diffusionsgleichung

Wir haben uns bisher nur mit der 1-dimensionalen Diffusionsgleichung beschéftigt. Die-
se hatten wir als ,, Kontinuumslimes* eines 1-dimensionalen Zufallsweges erhalten. Ganz
entsprechend erhélt man die 3-dimensionale Diffusionsgleichung als Kontinuumslimes
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eines 3-dimensionalen Zufallsweges. Der ,, Betrunkene “ kann nun in drei Dimensionen in
jeweils zwei gegeniiberliegende Richtungen laufen. Es gibt also an jedem Punkt (13, l2, l3)

=

sechs Méglichkeiten, so daf wir als Rekursionsformel fiir P(N, 1) nun erhalten:

PINALD = POV + Lba,ds) + PN — LIs,13) + PN, 1.l +1,15)
+P(N,ly,ly — 1,13) + P(N, 1y, o, 15+ 1) + P(N, 11, 15,13 — 1)]
bzw.
P(N+1,1)— P(N,) = é[P(N, Ii +1,lg,13) — 2P(N, 1) + P(N, 1 — 1,1y,13)]
+ %[P(N, Ii,ly+1,13) — 2P(N, 1) + P(N, 11,1y — 1,13)]
+ é[P(N, I1,12,134+ 1) — 2P(N, 1) + P(N, 1,1y, 15 — 1)] .

Auf der rechten Seite erkennen wir den zweiten Differenzenquotienten fiir jede der drei
Richtungen, dementsprechend erwarten wir im Kontinuumslimes eine Gleichung der
Form:

0 ok 0? 0*
Sp(t,7) = D( + o ¥ ) pit.d) = DAY(LT) .

0r2 ' 913 Ox3

mit
1(0)°
6 ot

Als Losung erhalten wir das Produkt von drei Gaufi-Funktionen zu jeder Richtung:

- 1 ?
= (@nDt)32 P Dt

p(t, 2

Man beachte, daf3 die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ am Punkte
£ = 0 zu finden, nun wie ¢~3/2 abfillt. Im eindimensionalen Fall war das Verhal-
ten proportional zu t~/2. Ganz allgemein gilt in d Dimensionen ein Abfallverhalten
der Form t~4/2, (Bei manchen Diffusionsprozessen in porésen Medien mifit man einen
nicht-ganzzahligen Wert fiir d. In diesem Fall spricht man von einer ,,anormalen“ Dif-
fusionsdimension.)

Fiir t — 0" wird p(¢,Z) wieder zur J-Funktion (allerdings in 3 Dimensionen:
0(Z) = 0(x1)d(x2)d(x3)). Mit dieser speziellen Losung haben wir auch wiederum das
Anfangswertproblem allgemein gelost. Zu einer Anfangsverteilung f(¥) ist

FL3) = [o,0(t.3=0 1@y (13.6)

die Losung der Diffusionsgleichung.
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Man beachte die Ahnlichkeit der allgemeinen Loésungen der Diffusionsgleichung
(13.5) und (13.6) mit den Losungen von inhomogenen Gleichungen als Faltung des
Quellterms mit der Greenschen Funktion. Allerdings beachte man auch den wesentli-
chen Unterschied: Die Greensche Funktion war Losung der inhomogenen Gleichung mit
einer §-formigen Quelle und fithrte zur allgemeinen Losung der inhomogenen Gleichung.
p(t, ) ist Losung der homogenen Gleichung zu einer §-férmigen Anfangsbedingung und
fithrt zur allgemeinen Losung der Anfangswertproblems der homogenen Gleichung.

13.1.5 Physikalische Interpretation der Gauf3-Losung

Wir haben bisher p(t, Z) als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung interpretiert. Ausgangs-
punkt war ein Teilchen, das sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 bei & = 0 befindet, und p(t, ¥) d*x
war die Wahrscheinlichkeit, dieses Teilchen zum Zeitpunkt ¢ in einem Volumen d3z
um den Punkt & zu finden. Im Fall einer Materiediffusion in einem LoOsungsmittel
(beispielsweise Tinte in Wasser) haben wir jedoch folgende Situation: Sehr viele Teil-
chen (=~ 10'7) befinden sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 in einem sehr kleinen Raumgebiet
(= 1mm3) und p(t, ¥) ist proportional zur Dichteverteilung dieser Teilchen zum Zeit-
punkt ¢, d.h. p(t, Z) d3z ist proportional zur Anzahl der Teilchen in einem Raumvolumen
d3z um den Punkt Z. Die physikalische Vorstellung bei dieser Uminterpretation von
p(t, &) von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einer Dichteverteilung ist, dal jedes
Teilchen unabhingig von den anderen Teilchen einem zufilligen Ausbreitungsprozefl
unterliegt. Wichtig ist die Unabhéingigkeit von den anderen Teilchen: Falls die Tinten-
molekiile ,,aneinanderkleben “ wird es nicht zu einer unabhéngigen Diffusion der einzel-
nen Molekiile kommen, und das Diffusionsgesetz kann daher von der Gauflverteilung
abweichen.

Bei der Warme bzw. Temperaturdiffusion handelt es sich eigentlich um die Dif-
fusion von Energie. Die sehr hohe kinetische Energie einiger Molekiile in der Néhe
von ¥ = 0 zum Anfangszeitpunkt (induziert beispielsweise durch eine elektrische Ent-
ladung) verteilt sich durch Stofprozesse mit den Nachbarmolekiilen auf einen immer
grofleren Bereich. Die kinetische Energie der ,schnellen“ Molekiile nimmt bei diesen
StoBprozessen im Mittel ab, wihrend die kinetische Energie der ,,langsamen “ Molekiile
in der Umgebung entsprechend zunimmt, bis es nach langer Zeit zu einem Ausgleich
gekommen ist, bei dem sich die kinetische Energie aller Molekiile in einem Behélter
(und damit die Temperatur) etwas erhoht hat.

Zum Abschluf} dieser dynamischen Betrachtungen wollen wir die Ausbreitungsge-
schwindigkeiten bei Diffusionsprozeflen untersuchen. Dazu betrachten wir den Erwar-
tungswert von 22 beziiglich der Verteilung p(t, r):

o

R(t)? = (22); = / 2 p(t,z) dz

—00
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Aus den allgemeinen Integralformeln fiir Gauf3-Verteilungen folgt:
R(t)?> = 2Dt bzw. in d Dimensionen R(t)? = 2dDt .
Wir erhalten somit folgende Relation
R(t) o Vt. (13.7)

R(t) ist der mittlere Abstand vom Ursprung, den ein Teilchen bei einem Diffusions-
proze} zum Zeitpunkt ¢ erreicht hat. (Dies ist nicht die mittlere Wegstrecke, die das
Teilchen dabei zuriickgelegt hat. Da das Teilchen eine Wegstrecke auch wieder zuriick-
laufen kann, ist der mittlere Abstand vom Ursprung erheblich kleiner als die zuriickge-
legte Wegstrecke, die beim Zufallsweg tdx/dt betragen wiirde.) R(t) ist somit ein Maf
fiir die Ausbreitung des Diffusionsprozesses zum Zeitpunkt ¢, und R(t) o 1 /\/t wire
ein Maf fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Fiir sehr kleine Zeiten breitet sich die Diffusion daher sehr schnell aus, wenn jedoch
die Zeit sehr viel grofer als Stoizeit §t wird, dann nimmt die Ausbreitungsgeschwindig-
keit rasch ab. Um eine Vorstellung von den teilweise extrem langsamen Diffusionsaus-
breitungen zu erhalten, betrachten wir ein Photon, das im Zentrum der Sonne erzeugt
wird, und das durch Stof3 prozesse mit den Protonen und Elektronen im Sonnenplasma
langsam zur Sonnenoberfliche diffundiert. Da es nur um eine Abschéitzung der Gréfien-
ordnung geht, spielen Details dieses Prozesses keine Rolle.

Die Geschwindigkeit des Photons ist die Lichtgeschwindigkeit c. Bei einem Son-
nenradius von = 700000km briuchte das Photon etwas mehr als 2 Sekunden vom
Sonnenzentrum zum Sonnenrand, falls es im Inneren der Sonne nicht gestreut wiirde.
Bei Zugrundelegung des naiven Zufallsweges, den wir oben betrachtet haben, ergibt
sich zwischen der Zeitdauer ¢, dem mittleren Abstand zu diesem Zeitpunkt R(t), der
StoBlzeit dt und der mittleren freien Weglénge dx folgende Relation:

R(t)* _ (6x)?

T e T e

bzw.

R2
b= cor
Setzen wir fiir 0z eine mittlere freie Wegstrecke von 1073 cm an, so erhalten wir fiir
die Zeit, bis das Photon an den Rand der Sonne diffundiert ist ¢ ~ 5 Millionen Jahre.
Ebenfalls sehr grofie Zeiten (Monate bis Jahre) findet man, wenn man die Diffusion von
Waérme in einem Zimmer berechnet. Die Warmeausbreitung erfolgt daher — abgesehen
von den ersten Minuten — in erster Linie durch konvektive Mechanismen und nicht
durch Diffusion. Eine Vorstellung von der Dauer von Diffusionsprozessen gewinnt man
auch, wenn man einen Tropfen Tinte vorsichtig in Wasser bringt, ohne im Wasser eine
Bewegung zu erzeugen. Auch in diesem Fall liegen die Zeiten der Diffusion im Bereich
von Tagen.
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13.1.6 Statische Losungen mit Randbedingungen

Die Diffusionsgleichung beschreibt die Zeitabhingigkeit von Verteilungen. Bisher ha-
ben wir eine bestimmte Anfangsverteilung vorgegeben und anschliefend die zeitliche
Entwicklung dieser Anfangsverteilung berechnet. Nach sehr langer Zeit ¢ — oo wird
man erwarten, daf sich ein statischer Zustand einstellt, d.h., dafl sich die Verteilungs-
funktion nicht mehr veréndert. Eine statische Verteilung geniigt (per definitionem) der

Gleichung

a 7 —
&(P(t,ﬁ) - 07

d.h., die statischen Verteilungen werden Losungen der Laplace-Gleichung
AD(Z) = 0

sein.

Untersuchen wir die Gauf3-Verteilung fiir grofle Zeiten ¢t — 0, so verflacht die Funk-
tion immer mehr und néhert sich schliefflich der 0-Funktion. Dies entspricht einer Mate-
riediffusion in einem unendlich ausgedehnten Losungsmittel oder einer Temperaturdif-
fusion in einem unendlich ausgedehnten Material. Physikalisch wird es diese ,,unendlich
ausgedehnten “ Systeme nicht geben, so dafi der Diffusionsprozefl nur solange durch die
Gauf3-Verteilung beschrieben wird, bis Randeffekte wichtig werden, d.h. bis die Gauf3-
Funktion an den Réndern des Systems wesentlich von Null verschieden ist. Wir haben
also bisher nur eine ,,Startsituation* beschrieben.

Offensichtlich ist die Funktion ®(&) = const. eine Losung der Laplace-Gleichung,
d.h. die konstante Verteilung (innerhalb eines berandeten Gebietes) ist eine statische
Losung der Diffusionsgleichung, die sich im allgemeinen auch einstellen wird, wenn
durch besondere Randbedingungen keine andere Verteilung erzwungen wird. Als Bei-
spiel fiir solche besonderen Randbedingungen betrachten wir die Temperaturverteilung
zwischen zwei (unendlich ausgedehnen, parallelen) Platten im Abstand L, die auf un-
terschiedliche Temperaturen 77 und 75 aufgeheizt werden. Dabei vernachlissigen wir
zunéchst alle Konvektionsprobleme, d.h. die Tatsache, daf} heiflere Materie leichter wird
und dadurch einen Auftrieb erhélt.

Die statische Verteilung, die sich nun einstellen wird, mufl den Randbedingungen
geniigen, d.h. beispielsweise fiir x = 0 die Temperatur 77 haben und fiir x = L die
Temperatur 75. Die Lésung ist:

X

(T —T71) .

Die zweite Ableitung von ® ist offensichtlich Null, d.h. ® erfiillt die Laplace-Gleichung,
und an den Réndern hat & die vorgegebenen Temperaturen. Das Temperaturgefille,
das sich bei diesen Randbedingungen nach sehr langer Zeit einstellt, ist linear.
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Wir werden auf Losungen der Laplace-Gleichung zu vorgegebenen Randbedingun-
gen noch eingehen, so dafl wir die Diskussion der Diffusionsgleichung an dieser Stelle
abschlieflen.

13.2 Die Wellengleichung

13.2.1 Physikalische Anwendungen

Auch die Wellengleichung tritt in verschiedenen Bereichen der theoretischen Physik
auf, und auch sie kann als 1-, 2- oder 3-dimensionale Gleichung vorliegen. Der 1-
dimensionalen Wellengleichung,

0? , 02

@q)(t, IZ?) = C @‘p(t, l‘) s

sind wir schon bei der Untersuchung der schwingenden Saite begegnet. In diesem Fall
war ®(¢, x) die Auslenkung der Saite zum Zeitpunkt ¢ am Punkte x. Ganz entsprechend
beschreibt die 2-dimensionale Wellengleichung,

8° , [ & o2
@‘I’(t,@“ay) =c (axgq’(t,x,y) + ayg‘b(t,%y)) ;

die Schwingungen einer Membran (fiir kleine Auslenkungen), und die 3-dimensionale
Wellengleichung tritt bei der Beschreibung von Wellen in Festkérpern auf. Auflerdem
erhélt man die Wellengleichung aus den Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik im
Vakuum, d.h. ohne duflere Ladungen oder Strome. Die Maxwell-Gleichungen lauten in
diesem Fall:

L B(z#
G x By + 2PED

(gelten immer) und

. - 1 OE(Zt

V-E@t) = 0

(gelten nur fiir p = 0 und j = 0). Bilden wir von der ersten Gleichung nochmals die
Rotation und setzen durch Eliminierung von B die dritte Gleichung ein, so folgt:

1 0% -

Vx (Vx B@ 1)+ 555 E@8) = 0.
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Mit der allgemein giiltigen Relation
V x (VxE(Z1t) = V(V-E(Z1t) — AE(Z,t)
E

und der zweiten Maxwell-Gleichung (V - E = 0) erhalten wir schlieflich:

. 1 92

E(#t) = 0.

Eine ganz entsprechende Gleichung findet man auch fiir das Magnetfeld B (Z,t). Jede
Losung fiir das elektrische Feld und das Magnetfeld im Vakuum mufi daher die Wel-
lengleichung erfiillen. Andererseits ist jedoch nicht jede Losung der Wellengleichung
automatisch Losung der Vakuum-Maxwell-Gleichungen. (Bei der Bildung der Rotation
haben wir Information iiber die Losungen der Maxwell-Gleichungen verloren.) Beispiels-
weise gelten die Wellengleichungen fiir alle drei Komponenten des elektromagnetischen
Feldes. Die beiden ,,Divergenz “-Gleichungen — V-E =0und V-B = 0 — schriinken
jedoch die méglichen Losungen auf sogenannte transversale Schwingungen ein. Es gibt
keine longitudinalen Schwingungsmoden des elektromagnetischen Feldes, d.h. E und B
sind immer senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle.

Eine weitere Einschrankung ergibt sich daraus, daf§ das elektrische und das magne-
tische Feld iiber die Maxwell-Gleichungen miteinander gekoppelt sind, wohingegen die
Wellengleichungen zunéchst fiir E und B unabhéngig sind. Die Losung des elektrischen
Feldes legt jedoch die Losung fiir das magnetische Feld fest. Ziel dieses Abschnittes ist
jedoch nicht, die Vakuum-Maxwell-Gleichungen zu 16sen, sondern allgemeiner Lésungen
der Wellengleichung zu untersuchen.

13.2.2 Ebene Wellen

Eine in der Anwendung wichtige Klasse von Losungen der Wellengleichung sind die
sogenannten ebenen Wellen. Als Spezialfall dieses Typs von Losungen betrachten wir
ein Feld ®(t, ¥), das von zwei Koordinaten — beispielsweise x5 und x3 — nicht abhéngen
soll, also

0 0
—d(t, %) = —(t, ) = 0.
S B(E) = (D)
Unter dieser Annahme wird die 3-dimensionale Wellengleichung zur 1-dimensionalen
Wellengleichung, deren Losungen wir schon bestimmt haben. Ohne die Beriicksichti-

gung eventueller Randbedingungen war
O(t,x1) = flo1+ct) + glar —ct)

die allgemeinste Losung der 1-dimensionalen Wellengleichung. Als spezielle Losungen
mit einer bestimmten Wellenzahl &, d.h. einer bestimmten Wellenldnge A = 27/k war

(I)k(t,SUl) — eik(mlztct)
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Losung der Wellengleichung. Die Ausbreitungsrichtung dieser ebenen Welle ist entlang
der 1-Achse, das Profil &ndert sich nicht, allerdings verschiebt es sich mit der Geschwin-
digkeit c. Die beiden Vorzeichen unterscheiden , left- and right-movers“.

Wir haben in diesem Fall die 1-Richtung besonders ausgezeichnet und dabei eine
spezielle Klasse von Losungen erhalten. Der Laplace-Operator zeichnet jedoch keine
Richtung aus — er ist rotationsinvariant —, so daf es zu jeder Richtung 7 (Einheitsvektor)
ebene Wellen geben sollte. Wir wollen nun zeigen, dafl

f(i-Z+ ct) und g(il - & —ct)

fiir jede Funktion f und g und jede Richtung 7 Losungen der Wellengleichungen sind.
Fiir die zweite Ableitung nach der Zeit gilt

82

ﬁf(ﬁ-fict) = Af'(A-ZEct) .

Weiterhin ist

aa f(@-Zdet) = nif (-7 +£ct)
T
02
und wf(ﬁ-f:l:ct) = n2f’(i-T+ct)
bzw. N Sf-Ftct) = > nif(i-i+ct)
i=1 Oz; i=1
= f"(7-ZLct)
Somit sind
O, (t,%) = f(ii-Z+ct)
und

O_(t,7) = g(ii- & — ct)

Losungen der Wellengleichung. In der Ebene senkrecht zu 7 variieren diese Losung
raumlich nicht, auflerdem #ndern sich die Profile der beiden Lésungen nicht, sondern
verschieben sich mit der Geschwindigkeit +c entlang der 7i-Achse.

13.2.3 Zeitlicher Exponentialansatz

Der Exponentialansatz hat schon bei der eindimensionalen Wellengleichung zur Losung
gefithrt, daher wollen wir ihn auch hier anwenden. Wir untersuchen zunéchst den zeit-
lichen Exponentialansatz, d.h.

O(t,7) = Alw,T)e™! .
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Er fiihrt auf folgende Gleichung:
—W?A(w, T) = AFAA(w,T)
in der wir die Helmholtz-Gleichung wiedererkennen:
(B> + A)A(w,Z) = 0 mit  w? = 2k .

Zu jeder Losung der Helmholtz-Gleichung mit einem bestimmten Wert von k£ haben
wir daher auch Losungen der Wellengleichung gefunden.

Zu jedem Wert von k, zu dem es eine Losung der Helmholtz-Gleichung gibt, exi-
stieren daher zwei Losungen der Wellengleichung (w = +ck). Die allgemeinste Losung
der Wellengleichung lautet daher:

o(t, 7) :/ dw A(w, 7) o |

wobei A(w, ) eine Losung der Helmholtz-Gleichung sein mufl. Nun ist eine physikalische
Welle immer reell, so dafl wir die Koeffizientenfunktionen nicht beliebig wihlen diirfen,
sondern es muf} gelten:

o(t,7) = o@,)
= / dw A(w, ) ' = / dw A*(w, ) et

= / dw A*(—w, T) e .

Beim letzten Schritt haben wir die Integrationsvariable w durch —w ersetzt. (Die beiden
Vorzeichen vom Variablenwechsel und dem Wechsel der Integrationsgrenzen heben sich
gegeneinander auf.) Damit erhalten wir die sogenannte Realitdtsbedingung:

A (w,¥) = A(—w, ) .
Die allgemeinste reelle Lésung hat mit A = (a — ib) dann die Form:
O(t,F) — / dw [a(w, ) coswt + b(w, ) sinwt] .
0

a(w, ) und b(w, T) sind dabei reelle Losungen der Helmholtz-Gleichung zu w = +ck.

13.2.4 Allgemeiner Exponentialansatz

Wir kénnen nun sowohl beziiglich der rd&umlichen Komponenten wie auch der zeitlichen
Entwicklung einen Exponentialansatz machen:

B(T,1) = A(R,w)eFTHet
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Dieser Ansatz fithrt auf die Gleichung:
W= AK) = Ak kS k) .

Wir erhalten also eine Beziehung zwischen der Frequenz w der Welle und dem sogenann-
ten Wellenvektor k. Fiir w(k) definieren wir im folgenden die positive Wurzel dieser
Gleichung als sogenannte Dispersionsrelation der Welle:

w(k) = clk| .

Eine allgemeine Losung der Wellengleichung erhalten wir somit aus der Uberlagerung
von solchen Exponentialfunktionen. Da wir zunéchst keinerlei Einschrénkungen durch
Randbedingungen an k haben, finden wir als allgemeine Losung der Wellengleichung;:

] amdiadiy (ap (@ eF5@n g o () dEeein)
B L . B . (13.8)
Die Koeffizientenfunktionen a4 (k) = A(k,w(k) und a—_(k) = A(k,—w(k)) sind dabei
beliebige (integrable) Funktionen des Wellenzahlvektors.
Man beachte, dafl die Kombination der Terme in der Exponentialfunktion

k-Z+|klct = |k|(7- &+ ct) mit 7 =

gerade dem Argument bei ebenen Wellen entspricht. Die Richtung von k definiert somit
die Ausbreitungsrichtung und der Betrag die Wellenlédnge: \E| = 27/A. Die Zerlegung
der allgemeinen Losung (13.8) entspricht daher einer Zerlegung nach ebenen Wellen,
wobei Superpositionen von allen Richtungen und allen Wellenléngen auftreten.
Auch von der Losung (13.8) ist aus physikalischen Griinden Realitét zu fordern,

/ / / dk; dko dks (a+(;§) RGO a_(R) Qi(F-Z—w(E))
= / / / dk dks dks (a+(E) —iETHB) g (F) e-ios.f_w(/;)t))

= [ dmdredrs (ay(-F) SFEF0 g g7 () EEADD)

N—

Dies fithrt auf die Realitdtsbedingung:

at(=k) = a_(k) und a* (=k) = ar(k) .
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Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik
Nr. 1
26. 4. 1996
1. Spiralférmige Bahnkurve

Betrachten Sie die folgende Bahnkurve:
Z(t) = (Rsinwt, Rcoswt,at)
1. Bestimmen Sie die Geschwindigkeitskurve und Beschleunigungskurve.

2. Zeigen Sie, dafl der Betrag der Geschwindigkeit konstant ist. Beweisen Sie, daf fiir
Geschwindigkeiten von konstantem Betrag die Beschleunigung immer senkrecht
auf der Geschwindigkeit steht.

3. Zeigen Sie, daB fiir ein Teilchen der Masse m, das sich entlang obiger Bahnkurve
bewegt, die z-Komponente des Drehimpulses erhalten ist.

4. Berechnen Sie die Lénge der Kurve fiir einen Umlauf um die z-Achse.

5. Gegeben sei ein Kraftfeld der folgenden Form:

—

F(z1,22,23) = (z2,—21,0) .

Welche Arbeit mufl man leisten, um ein Masseteilchen, auf das diese Kraft wirkt,
entlang der Bahnkurve einmal um die z-Achse zu transportieren. Zeigen Sie, daf3
diese Arbeit unabhingig von a ist, also auch fiir a = 0 (d.h. bei einem geschlos-
senen Weg) von Null verschieden ist.

2. Gradient, Rotation, Divergenz

1. Berechnen Sie den Gradienten zu folgenden Potentialen:

1

U=\z?, U:ﬁ, U=uz119

2. Berechnen Sie Rotation und Divergenz folgender Vektorfelder:

1

—=——=(1,22,0)
\x? + 23

Wie sieht bei den rotationsfreien Fallen das Potential aus ?

ﬁ:($1,$2,$3), ﬁ:($27_x170)7 ﬁ:
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3. Fiir ein skalares Feld ¢(%) und Vektorfelder A(Z) und B(Z) zeigen Sie folgende

Relationen:
V x (pA) = (Vo) x A + ¢(V x A)
V(pd) = (Vo) - A+ p(V-A)
V-AxB) = (VxA)-B - A-(VxB)

sowie



13.2. DIE WELLENGLEICHUNG 179

Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik

Nr. 2
10. 5. 1996

3. Taylor-Entwicklung von skalaren Funktionen

Gegeben sei ein skalares Potential U(Z).

1. Wie lautet die Taylor-Entwicklung von U(Z + 0%) um den Punkt Z! Geben Sie
explizit den Term der Ordnung O(|dz|?) an. (Anmerkung: Unter der Ordnung
|6x|P versteht man alle Terme der Art dz¢ dz4 6§ mit a + b+ c = p.)

2. Bestimmen Sie zu einer Bahnkurve t € [—¢, €] — Z(t) mit #(0) = &y die Entwick-
lung von U(#(t)) nach ¢ bis zur Ordnung O(¢2).

4. Entwicklung eines Potentials um einen stationiren Punkt

Gegeben sei ein Potential U(Z), das bei & = 7 einen stationdren Punkt hat, d.h.
es gilt
VU(Zp) = 0.
Zeigen Sie, daf} es ein geeignetes Koordinatensystem gibt, in dem U (&) bis zur quadra-
tischen Ordnung in 02 = ¥ — Zy die Form

3
UZ) ~ U(Zy) + %Z i (6x)

=1

annimmt. Welche Bedeutung haben die Parameter \; ?

5. Taylor-Entwicklung von Vektorfeldern

Betrachten Sie nun ein Vektorfeld F (Z). Wie lautet in diesem Fall die Taylor-
Entwicklung von F(Z + dZ) um den Punkt #, und wie sehen der lineare und der qua-
dratische Term einer Entwicklung von F'(Z(t)) nach t aus?
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Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik

Nr. 3
17. 5. 1996

6. Die Euler-Formel

Beweisen Sie durch einen Vergleich der beiden Potenzreihen die Euler-Formel:
e¥ = cosp—+ising .
Uberpriifen Sie nach demselben Verfahren, daf§
0 -1 cosp —singp
S0<1 0 )] - (sinap cosgo) '

Die Exponentialfunktion einer Matrix A ist dabei ebenfalls durch ihre Potenzreihen-
entwicklung definiert:

exp

=1

n=0
Berechnen Sie

1 ei7r ei7r/2 e247ri
. , , .

2.1, Vi, #Zmitz=a+iy, In(-1).

3. sin(iz) , cos(iz) , sinh(iz), cosh(iz), sinhz (z=z+1iy) .

7. Der Residuensatz

Beweisen Sie fiir n € Z:

1 n 1 firn=-1
W?{O(Z_ZO) N {0 sonst ’

wobei fZO ein geschlossenes Wegintegral entgegen dem Uhrzeigersinn um den Punkt zg
bezeichnet.
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Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik
Nr. 4
24. 5. 1996
8. Integraldarstellung der ©-Funktion
Die Heaviside-Funktion (oder auch ©-Funktion) ist definiert als

1 firz>0
O(z) = {o fiir = < 0

(Der Wert ©(0) = 1/2 wird oft aus Bequemlichkeitsgriinden angenommen, spielt aber
im allgemeinen keine Rolle.)
Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das folgende Integral fiir  #£ 0

1 00 eikx
fae) = 5o [ dk

211 J_ 0o

und zeigen Sie:

lim f(r,6) = O(x)

(Hinweis: Machen Sie die Fallunterscheidung x > 0 und x < 0 und schlieflen Sie je nach
Vorzeichen von z den Integrationsweg iiber einen , groflen* Halbkreis in der positive
bzw. negativen komplexen Halbebene.)

Was ergibt das Integral fiir x =07
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Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik
Nr. 5
31. 5. 1996
9. Das geladene Teilchen in einem kostanten Magnetfeld

Die Bewegungsgleichung eines Teilchens mit der Masse m und der Ladung e in einem
Magnetfeld B ist durch die Lorentzkraft gegeben, d.h.

do(t) -
i e(U(t) x B) .

m

Wir nehmen im folgenden ein konstantes (ortsunabhéngiges) Magnetfeld entlang der
3-Richtung an:B = Beés. In diesem Fall hingt die Bewegungsgleichung nicht vom Ort
des Teilchens ab, d.h. es handelt sich um eine Differentialgleichung fiir ¥/(t).

1. Schreiben Sie die Bewegungsgleichung fiir die drei Komponenten getrennt hin.
Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir die 3-Komponente.

2. Losen Sie die verbleibenden Differentialgleichungen indem Sie

a) beide Gleichungen nochmals ableiten, und anschliefend durch Bildung einer
geschickten Linearkombination die Beitrége fiir v1 und vy entkoppeln,

b) direkt die Losung von

d Ul(t) o 0 -1 Ul(t)
atlw@e ) ~ L1 o va(t)

durch die Exponentialfunktion der Koeffizitentenmatrix (vgl. Augabenblatt

3) angeben:
v1(t) - 0 -1 v1(0)
(5) = =l (2 I (50)

wobel w = eB/m.

3. Berechnen Sie aus den Losungen fiir (¢) die Bahnkurve Z(t).
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Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik

Nr. 6
7. 6. 1996

9. Die ,lineare Kette* aus drei Massepunkten

Betrachten Sie die lineare Kette aus drei Massepunkten der Masse m, wobei Massepunkt
1 und Massepunkt 3 noch iiber eine Feder mit einer festen Aufhdngung verbunden sein
sollen. Beriicksichtigen Sie im folgenden nur die longitudinalen Bewegungsfreiheitsgra-

de.

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf, und schreiben Sie die Bewegungsglei-

chungen in der Form

dz D _
wobei I' eine 3x3-Matrix ist und # = (x1, x2, x3) die jeweiligen Auslenkungen der
Teilchen aus ihrer Ruhelage beschreibt.

2. Schreiben Sie allgemein die Losung #(t) in der Basis der Eigenvektoren €7, &
und é3 von I', und bestimmen Sie die Zeitabhéngigkeit der Koeffizienten in dieser
Basis als Funktion der jeweiligen Eigenwerte \; (i = 1,2, 3).

3. Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehérigen Eigenvektoren von I' explizit.

4. Losen Sie allgemein das Anfangswertproblem, d.h., eliminieren Sie die freien Inte-
grationskonstanten der allgemeinen Losung durch die Anfangskonfiguration Z(0)
und die anféngliche Geschwindigkeit ¢(0) der drei Massepunkte.
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Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik

Nr. 7
15. 6. 1996

10. Die Greensche Funktion zum gedimpften Oszillator

Bestimmen Sie die retardierte Greensche Funktion zum geddmpften harmonischen Os-
zillator, d.h. die Losung der Gleichung

d2 d 2 / !

mit der Randbedingung:
Gt,t) =0 firt <t .
In der Vorlesung wurde die erzwungene gedampfte Schwingung
(;11:2 + ﬂ% + w%) z(t) = g(t)
mit '
glt) = Aet

durch einen Exponentialansatz gelost. Bestimmen Sie nun die Losung mit Hilfe der
Greenschen Funktion, d.h. durch explizite Auswertung von

z(t) = /_O:OG(t,t’)g(t’) dt’ .
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Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik

Nr. 8
22. 6. 1996

11. Infinitesimale Drehungen — Generatoren der Drehgruppe

Zeigen Sie:
d
—R(p) X = UXZ
d(p =0

Benutzen Sie dazu die in der Vorlesung abgeleitete Darstellung einer Rotationsmatrix

um einen Einheitsvektor ¢ mit Drehwinkel ¢:
Rij = cosy 0ij + sing €gjvr + (1 —cose) viv; .

Die Matrix d

1. 1) = Iz

¥ =0

bezeichnet man als Generator der Drehung um die v-Achse.
(Anmerkung: Der Generator ist in diesem Fall eine antisymmetrische Matrix. Da es
fiir physikalische Anwendungen oft sinnvoll ist, die Generatoren als sogenannte her-
mitesche Matrizen — A;; = A;?i — zu definieren, schreibt man oft Lz = —ilz. In der
mathematischen Literatur ist aber obige Definition verbreiteter.)

Sei I; der Generator fiir eine Drehung um die i-Achse. Zeigen Sie:
Uik = €kt -

Beweisen Sie damit die sogenannten Kommutatorrelationen fiir die Generatoren der
Drehgruppe:
[Iz‘,Ij] = Iin—Iin == €ijk’Ik .

Nutzen Sie dazu die Relation fiir das e-Symbol:

€iki€imn = OkmOin — OknOim -
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Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik

Nr. 9
29. 6. 1996

12. Das Foucaultsche Pendel

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir einen harmonischen Oszillator in einem

erdfesten, rotierenden Nicht-Intertialsystem auf. Dieses erdfeste System habe sei-
nen Ursprung an einem Punkt der Erdoberfliche mit der geographischen Breite ¢.
Die 3-Achse stehe senkrecht auf der Erdoberfliche, die 1-Achse zeige in Richtung
Osten, die 2-Achse in Richtung Norden. Der Oszillator habe eine Eigenfrequenz
w, seine Bewegung erfolge in der Horizontalebene — d.h. der 1-2-Ebene des erdfe-
sten Systems — und die riicktreibende Kraft des Oszillators beziehe sich auf den
Bezugspunkt (den Ursprung) des erdfesten Systems. Vernachlissigen Sie alle Bei-
trage, die von der Bewegung des Nicht-Inertialsystems herrithren, mit Ausnahme
der Coriolis-Kraft.

Losung:
B(t) = —wlz(t) — 2Qo(t)
Bo(t) = —wizo(t) + 2Qu(t)
mit -
Q = sin¢ﬁ.

Zeigen Sie, dafl sich dieses System gekoppelter Differentialgleichungen durch die
FEinfithrung der komplexen Variablen z = x1 + izs in die Form

i) = —wz(t) + 2i02(t)
bringen 1af3t.

Losen Sie die Bewegungsgleichungen mit Hilfe eines Exponentialansatzes mit den
Anfangsbedingungen z(0) = zp und 2(0) = 0. Zeigen Sie, dafl sich unter der
Annahme w > Q — d.h. unter Vernachldssigung von Termen der Art /w — die
Losung in der Form

Ot

2(t) = zoe'™¥ coswt

schreiben l48t. Interpretieren Sie diese Losung. Was bedeutet die Bedingung
Q/w < 17 Worin unterscheidet sich qualitativ eine Losung, bei der der Oszil-
lator zum Zeitpunkt ¢ = 0 maximale Auslenkung und Geschwindigkeit 0 hat,
von einer Losung, bei der der Oszillator zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus der Ruhelage
herausgestoflen wird ?
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Ubungen zur Einfiihrung in die theoretische Physik

Nr. 10
6. 7. 1996

13. Linienintegrale

1. Berechnen Sie die Léange eines Halbkreisbogens vom Radius R. Parametrisieren
Sie den Halbkreis in der Ebene einmal durch einen Winkel

¢ — T(p) = R(cosp,sing) ,

und einmal durch die xz-Achse, indem Sie den Halbkreis als Graph der Funktion

f(z) = VR? — 22 auffassen:
v — I(x) = (2, f(2)) .

R
1 z|B
= T .

Es tritt folgendes Integral auf: /,R\/ﬁ dz = arcsin Rl _n

2. Sei allgemein eine Funktion f(x) gegeben. Was ist die Lénge Linge des Graphen
von f(x) zwischen den beiden Punkten zu zp und z;, ausgedriickt als Integral
iiber x als Parameter ?

3. Unter der Bogenlingenparametrisierung eines Weges in der Ebene ~ : [0, L] — IR?
mit s — (x1(s),x2(s)) versteht man die spezielle Parametrisierung, fiir die gilt:

dZ(s)
ds

Der Weg wird also mit , konstanter Geschwindigkeit“ durchlaufen.

Leiten Sie fiir den Graphen einer Funktion f(z) eine Beziehung zwischen der
Bogenldngenparametrisierung und der Parametrisierung durch die xz-Achse her.

14. Fliachen- und Volumenelemente

1. Betrachten Sie die Oberflidche eines Zylinders vom Radius R und der Héhe H in
Zylinderkoordinaten (r, ¢, z). Berechnen Sie das Flichenelement auf der Mantel-
fliche und an den Grundfldchen.
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2. Bestimmen Sie den Flufl der beiden Felder
. 1 ~ T

Fi (%) = AW(% —x,0) und Fy) (%) = BW

durch die Oberfliche des Zylinders, wobei der Schwerpunkt des Zylinders der
Koordinatenursprung sei.

Es treten die beiden folgenden Integrale auf:

1 x T 1
/(a2+$2)3/2 T eVE e /(a2+w2)3/2 ’ VaE + a2

3. Berechnen Sie das Volumenelement fiir den Wechsel von kartesischen Koordianten
{z;} zu Zylinderkoordinaten (r, ¢, z).



