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Vorwort

In der neuen Priifungsordnung fiir Lehramtsstudierende mit Hauptfach Physik wurde
festgelegt, dass auch die Statistische Mechanik Teil der Ausbildung von zukiinftigen
Physiklehrern sein muss. Bisher war die Statistische Mechanik (in Freiburg die Theore-
tische Physik V) nicht Teil der Pflichtvorlesungen fiir Lehramtsstudierende. Es wurde
dann beschlossen, die Quantenmechanik fiir Lehramtsstudierende und die Statistische
Mechanik in einer Theorievorlesung , Fortgeschrittene Theoretische Physik fiir Lehr-
amtsstudierende” zusammenzufassen.

Wegen der mathematischen und insbesondere auch physikalischen und kon-
zeptuellen Probleme der Quantenmechanik, erhélt diese in der Vorlesung ein iiber-
proportionales Gewicht. Trotzdem ist die Vorlesung so konzipiert, dass mehrere Dop-
pelstunden (nach Méglichkeit mindestens sechs Doppelstunden) der Statistischen Me-
chanik und der Thermodynamik gewidmet sind.

Wie schon in der Quantenmechanik besteht auch hier der Schwerpunkt der In-
halte in erster Linie in einer Vermittlung der konzeptuellen Zusammenhénge und weni-
ger in einer intensiven Behandlung der technischen Probleme bei der Losung konkreter
Probleme aus der statistischen Mechanik. Es wird vorausgesetzt, dass die Studierenden
Grundkenntnisse in Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung haben, aulerdem
werden Grundkenntnisse in der Thermodynamik, wie man sie sowohl aus der Schule
als auch der Vorlesung zur Experimentalphysik I her kennt, vorausgesetzt.

Ein Schwerpunkt ist die Vermittlung des Entropiebegrifts, der erfahrungsgemaf
immer Schwierigkeiten bereitet. Insbesondere sollen auch die Beziehungen zwischen
den verschiedenen Vorstellungen von Entropie — thermodynamischer, statistischer und
informationstheoretischer Entropiebegriff — erértert werden. Auflerdem sollen einfache
Beispiele von Systemen behandelt werden, bei denen die Quantenmechanik und die
Quantenstatistik eine besondere Rolle spielen.

Mehr noch als schon bei der Quantenmechanik handelt es sich um eine knappe
Themenauswahl. Dieses Skript behandelt einige Themen etwas ausfiihrlicher als die

Vorlesung. Und wie immer bin ich fiir Riickmeldungen und Anregungen sehr dankbar.

Freiburg, Sommer 2014 Thomas Filk
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INHALTSVERZEICHNIS 7
Kurze historische Einleitung

Die zentralen Begriffe der Thermodynamik sind die Wdarme, die Temperatur und
die Entropie. Das Verbindungsglied dieser Begriffe zu der herkémmlichen klassischen
(Newton’schen) Physik ist die Energie. In diesem Skript sollen diese Begriffe und ihre
Zusammenhénge geklart werden.

Entwickelt hat sich die Thermodynamik im 18. und 19. Jahrhundert. Der
Anschluss an die Newton’sche Mechanik erfolgte gegen Ende des 19. Jahrhunderts,
hauptséchlich durch die Arbeiten von Ludwig Boltzmann (1844-1906), und fiihrte
zur Statistischen Mechanik. Allerdings hatte schon Daniel Bernoulli zu Beginn des
18. Jahrhunderts die kinetische Gastheorie formuliert und in diesem Zusammenhang
Konzepte wie Temperatur und Druck durch die Bewegung mikroskopischer Teilchen
interpretiert. Bis zu Beginn des 20. Jahrhunderts, als durch die Arbeiten von Einstein
und Smoluchiwski die Brown’schen Bewegung als Nachweis fiir die Existenz von Ato-
men bzw. Molekiilen erkannt wurde, waren die kinetische Gastheorie und die damit
verbundene Annahme kleinster Teilchen rein hypothetisch und teilweise umstritten.

Obwohl die Erkenntniss, dass sich aus Warme Energie ,,gewinnen® bzw. dass sich
Wiérme in mechanische Arbeit umwandeln lésst, bereits seit dem Altertum bekannt
war, erlangte dieser Mechanismus erst mit der Entwicklung der Dampfmaschine durch
Thomas Newcomen (1663-1729) im Jahre 1712 und den Erweiterungen, insbesondere
durch James Watt (1736-1819) um 1770, technische Bedeutung. Anfénglich hatte man
von Wéarme oder auch Energie noch keine klare Vorstellung. Lange Zeit hielt sich eine
Theorie von Antoine Laurent de Lavoisier (1743-1794), wonach man sich Warme als
ein nahezu masseloses ,,Fluidum* vorstellte, das man ,,Caloricum“ nannte, und das von
einem Korper in einen anderen dringen kann. Genédhrt wurde diese Vorstellung eines
,» Warmeelements® beispielsweise durch die Arbeiten von Jean-Baptiste-Joseph Fourier
(1768-1830), der gezeigt hatte, dass die Wéarmediffusion nach demselben Gesetz erfolgt
wie die Diffussion von Fliissigkeiten oder Gasen. Die ,,Entstehung® von Wérme bzw.
genauer die Zunahme einer Temperatur bei mechanischer Reibung interpretierte man
als eine Freisetzung dieses Fluidums durch den mechanischen Prozess. Frithe Zweifel
an dieser Vorstellung duferte beispielsweise Sir Benjamin Thompson, Graf Rumford
(1753-1814), der sich intensiv mit der bei Bohrungen von Kanonenrohren auftretenden
Wirme beschiéftigte.

Auf abstrakterem Niveau untersuchte zum ersten Mal Nicolas Léonard Sadi Car-
not (1796-1832) die Vorgénge im Zusammenhang mit Warmekraftmaschinen. Unter
anderem wollte er verstehen, ob der Umwandlung der mit der Temperatur zusam-
menhéngenden Energie in mechanische Arbeit eine Grenze gesetzt ist. In diesem Zu-
sammenhang entwickelte er 1824 den heute als Carnot-Prozess bekannten Kreisprozess,

der im Idealfall den maximalen Wirkungsgrad solcher Prozesse ermdoglicht. Die Bezie-
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hung von Wirme zur Energie stellte Julius Robert Mayer (1814-1878) her, der 1841
den Ersten Hauptsatz der Thermodynamik formulierte (im Wesentlichen die Energie-
erhaltung unter Einbeziehung eines Energieaustauschs in Form von Wirme). Spéter
fithrte Rudolf Julius Emanuel Clausius (1822-1888) der Begriff der Entropie ein und
betonte seine Bedeutung im Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik (,, Entropie nimmt
in geschlossenen Systemen niemals ab“).

Die modernen Wurzeln der Statistischen Mechanik liegen in der kinetischen
Gastheorie, die zunéchst von Daniel Bernoulli (1700-1782) in Ansétzen entwickelt
und spéter hauptsichlich von James Clerk Maxwell (1831-1879) ausgebaut wurde.
Aufbauend auf diesen Arbeiten sowie den Arbeiten von Clausius konnte schlieflich
Boltzmann seine Beziehung zwischen dem thermodynamischen Begriff der Entropie
und dem statistischen Begriff der Anzahl von Mikrozustédnden aufstellen. Die theoreti-
sche Formulierung des Konzepts der Gesamtheiten und eine geschlossene mathemati-
sche Darstellung der Statistischen Mechanik geht schliellich auf Josiah Willard Gibbs
(1839-1903) zuriick.

Durch die Entdeckung der Quantentheorie konnte viele Phdnomene aus der
Statistischen Mechanik erst verstanden werden. Ein Beispiel ist die Planck’sche Strah-
lungsformel, die wir schon in der Quantenmechanik angesprochen haben, sowie das
Verhalten der Spezifischen Warme, auf das wir in diesem Skript eingehen. Auch die
speziellen Statistiken fiir fermionische bzw. bosonische Systeme wurden schon in der
Quantenmechanik erwéhnt. Am Ende dieses Skripts skizzieren wir einige Folgerungen

aus diesen Statistiken.



Kapitel 1
Mathematische Grundlagen

Wie schon der Name andeutet, handelt es sich bei der Statistischen Mechanik um ei-
ne ,statistische* Theorie, d.h., man interessiert sich fiir die gemittelten Eigenschaften
von Systemen mit vielen Freiheitsgraden bzw. von einem Ensemble von vielen gleich-
artigen Systemen. Die Thermodynamik ist eine ph&nomenologische Theorie fiir den
Grenzfall sehr vieler (im Idealfall unendlich vieler) Freiheitsgrade bzw. Systemkompo-
nenten. In diesem Grenzfall wird unter sehr allgemeinen Bedingungen das Verhalten
von Mittelwerten exakt.

Das zentrale mathematische Riistzeug fiir die Statistische Mechanik ist somit
die Wahrscheinlichkeitstheorie, und von dieser speziell das Verhalten von Kenngrofien
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen im Grenzfall unendlich grofler Systeme (oder von
Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden). Dieses Werkzeug soll zunéchst kurz
angerissen werden. Auflerdem fiihren wir in diesem Kapitel schon den Begriff der
Shannon-Information ein, der in den folgenden Abschnitten mit dem physikalischen
Konzept der Entropie verglichen wird.

1.1 Wahrscheinlichkeiten

Das Thema ,, Wahrscheinlichkeit® wurde zu einem Zweig der Mathematik, als man in
der Zeit zwischen dem 15. und 17. Jahrhundert mehr und mehr erkannte, dass sich
die relativen Haufigkeiten, mit der bestimmte Ereignisse bei Gliicksspielen auftreten,
mathematisch bestimmen lassen. Nach langen Schwierigkeiten bei der Suche nach ei-
ner Definition, was genau Wahrscheinlichkeit eigentlich sei, konnte Andrei Kolmogorov
1933 den Begriff der Wahrscheinlichkeit axiomatisch fassen. Diese Formulierung um-
geht die philosophische Frage nach dem Wesen der Wahrscheinlichkeit und ersetzt sie
durch einen Satz von Bedingungen, die von einer mathematische Struktur erfiillt sein
miissen, um von Wahrscheinlichkeiten im herkémmlichen Sinne sprechen zu koénnen.

Die Hauptschwierigkeit eines solchen Formalismus bezieht sich auf die mathe-

9



10 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

matisch exakte Beschreibung von Wahrscheinlichkeiten bei kontinuierlichen Ereignis-
mengen. Als Beispiel sei die Wahrscheinlichkeit genannt, auf einer (mathematisch
idealisierten) Dart-Scheibe mit einer (mathematisch idealisierten) Pfeilspitze einen
(mathematisch idealisieren) Punkt zu treffen. Die erste Schwierigkeit besteht dar-
in, dass wir elementaren Ereignissen keine von null verschiedenen Wahrscheinlich-
keiten mehr zuschreiben konnen, sondern nur Ereignismengen (beispielsweise einem
Flachenausschnitt der Dart-Scheibe). Die zweite, fiir den Physiker allerdings meist
weniger wichtige Schwierigkeit liegt darin, dass manchen Teilmengen des Ereignis-
raums iiberhaupt keine Wahrscheinlichkeiten (weder null noch von null verschieden)
zugeschrieben werden konnen. Heute zéhlt die Wahrscheinlichkeitstheorie in der Ma-
thematik zur Mafitheorie. Allerdings spielt gerade bei endlichen Ereignisrdumen oft
die Kombinatorik eine wichtigere Rolle.

1.1.1 Ereignisse als Teilmengen eines Ereignisraumes

Wenn wir im Alltag im Zusammenhang mit Wahrscheinlichkeiten von einem Ereignis
sprechen, meinen wir meist sogenannte Flementarereignisse, die eine einzelne konkrete
Realisierung charakterisieren. Bekannte Beispiele sind das Ereignis, mit einem Wiirfel
bei einem Spiel eine bestimmte Zahl zu wiirfeln oder bei einem Miinzwurf ,, Kopf“ zu
erhalten. Haben wir Grund zu der Annahme, dass jedes solche Ereignis gleich wahr-
scheinlich ist, konnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir ein solches Ereignis bestimmen,
wenn wir die Gesamtzahl aller Ereignisse kennen. Beim Wiirfel gibt es sechs Zahlen,
daher ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer bestimmten Zahl (bei einem
sehrlichen“ Wiirfel) gleich 1/6. Bei einer Miinze gibt es zwei mogliche Elementarereig-
nisse und wenn die Miinze ,fair® ist, sollte jedes Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit
1/2 auftreten.

In vielen Fallen verstehen wir unter einem Ereignis aber auch eine ganze Klas-
se von Elementarereignissen, beispielsweise wenn wir bei einem Wiirfelspiel mit zwei
Wiirfeln nach der Wahrscheinlichkeit fragen, ein ,Méxle“ (eine Eins und eine Zwei)
zu wiirfeln oder eine bestimmte Gesamtaugenzahl zu erreichen (dies ist z.B. bei dem
Spiel ,,Siedler von Catan“ wichtig). Das Ereignis ,,Gesamtaugenzahl Sieben® besteht
somit aus mehreren Elementarereignissen: {(1,6), (2,5),(3,4), (4,3),(5,2),(6,1)}, wo-
bei (p, q¢) das Elementarereignis bezeichnet, mit dem ersten Wiirfel (der z.B. durch seine
Farbe markiert sein kann) die Zahl p und mit dem zweiten Wiirfel die Zahl g zu wiirfeln.
Sind die Elementarereignisse gleich wahrscheinlich, erhalten wir die Wahrscheinlichkeit

fiir ein solches zusammengesetztes Ereignis nach der Laplace’schen Formel

Walrscheinlichkeit — Menge der giinstigen Ereignisse

(1.1)

Menge der moglichen Ereignisse -

Bei kontinuierlichen Ereignismengen (z.B. dem oben angesprochenen mathe-
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matisch idealisierten Dart-Spiel) kénnen wir den Einzelereignissen im Allgemeinen
nur noch die Wahrscheinlichkeiten null zuschreiben, obwohl es nicht unmdéglich ist,
einen bestimmten Punkt zu treffen. In einem solchen Fall kénnen wir nur Mengen
von Elementarereignissen eine nicht-verschwindende Wahrscheinlichkeit zuschreiben.
Diese Mengen bestehen auch nicht aus endlich vielen oder abzéhlbar unendlich vielen
einzelnen Punkten, sondern sind typischerweise zusammenhéngende Gebiete.

1.1.2 Borel-Mengen bzw. Borel-Algebren

Waihrend der Physiker in den meisten Féllen damit zufrieden ist, dass solche Gebie-
te ein endliches Mafl haben (je nach Ereignismenge eine endliche Lénge bzw. Dauer,
Fliche, Volumen, etc.), mochte der Mathematiker diese Gebiete genauer charakterisie-
ren konnen. Insbesondere zeigt sich, dass es Teilmengen von kontinuierlichen Mengen

gibt, denen man iiberhaupt kein sinnvolles Mafl zuordnen kann.

Zur Umgehung dieses Problems definiert man zu einer Ereignismenge () eine
bestimmte Klasse von Teilmengen, die beziiglich der Bildung von Komplementen so-
wie abzdhlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist. Eine solche Menge von Teilmengen
bezeichnet man als o-Algebra.! Eine o-Algebra bezeichnet man als Borel-Menge oder
Borel-Algebra, wenn sie die offenen Teilmengen von €2 enthélt. Insbesondere enthélt o
in diesem Fall auch € selbst und die leere Menge.

Die mathematischen Details bei allgemeinen topologischen R&umen spielen hier
keine Rolle. Bei den reellen Zahlen bzw. dem R”™ sind die relevanten Teilmengen alle
Mengen, die man aus Intervallen bzw. offenen Kugeln durch abzéhlbar viele Vereini-
gungen und Bildung von Komplementmengen erhélt. Damit sind solche pathologischen
Félle wie bestimmte Teilmengen der transzendenten Zahlen ausgeschlossen.

1.1.3 Das Axiomensystem von Kolmogorov

Das Kolmogorov’sche Axiomensystem beschreibt die Voraussetzungen, um von Wahr-
scheinlichkeiten sprechen zu koénnen.

Definition: Ein Tripel (£2,0,w) heiit Wahrscheinlichkeitsraum, wenn o eine Borel-
Menge von € ist (also eine bestimmte Menge von Teilmengen von ) und w: 0 — R

'Der Begriff der Algebra mag hier iiberraschen. In der Mathematik bezeichnet man ganz allgemein
eine Menge (oder einen Satz von Mengen), auf der mehr als eine Verkniipfungsrelation definiert ist,
als eine Algebra.
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eine Abbildung, die folgende Bedingungen erfiillt:
w() 1
w(A) > 0 firalleAe€o
w(UAi) = Zw(Ai) sofern A; €0 und A;NA; =0 (i # j).

i

w heiflt Wahrscheinlichkeitsfunktion auf o.

Die erste Bedingung bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis (2
(also dass irgendein Elementarereignis aus € realisiert wird) gleich 1 ist. Die zweite
Bedingung bedeutet, dass Wahrscheinlichkeiten positive Zahlen sind. Die nicht-triviale
Bedingung ist die dritte Bedingung: Seien {A;} hochstens abzidhlbar viele und paar-
weise disjunkte Teilmengen von o, dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten
eines Elementarereignisses in irgendeiner dieser Ereignismengen gleich der Summe der
Wahrscheinlichkeiten, dass dieses Ereignis in einer bestimmten dieser Mengen liegt.
Anschaulich bedeutet es: Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines von mehreren
unabhéngigen Ereignissen ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzel-
nen Ereignisse. Aus diesem Gesetz ergibt sich z.B. unmittelbar die oben erwéhnte
Laplace’sche Formel.

1.2 Zufallsvariable und Kenngrofien

Die Natur des Ereignisraumes {2 kann sehr unterschiedlich sein. In den meisten Fillen
mochten wir jedoch den Elementarereignissen Zahlen zuordnen und dann die Frage
stellen konnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit bestimmte Zahlen auftreten.

Dazu definieren wir das Konzept einer Zufallsvariablen:

Definition: Eine Zufallsvariable X zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o, w) ist eine
Abbildung X : 2 — R, sodass das Urbild jeder messbaren Menge aus R in o liegt.

Konkret bedeutet dies: Die Menge aller Elementarereignisse a € (2, fiir die
X(a) in einem bestimmten Intervall in R liegt, ist eine Menge, der man eine Wahr-
scheinlichkeit zuschreiben kann. Zu jeder Zufallsvariablen X definieren wir nun eine
Verteilungsfunktion Px auf R:

Py R [0,1] mit Px(z)= w({a € Q|X(a) < x}) . (1.2)

P(z) ist somit die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Realisierung ein Ereignis a auf-
tritt, fir das die Zufallsvariable X (a) einen Wert kleiner als = hat. Formal kénnen
wir nun einer Zufallsvariablen eine Wahrscheinlichkeitsdichte zuordnen, indem wir die
Ableitung von P(z) betrachten:

dPy

wy(x) = et

(1.3)
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Allerdings ist diese Wahrscheinlichkeitsdichte nicht immer eine gewohnliche Funktion
auf den reellen Zahlen sondern eher eine Distribution, d.h., sinnvoll sind nur Integrale
iiber messbare Teilmengen von R.

Wie in der Physik oft iiblich, werde ich nicht immer explizit von einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, o, w) sowie einer Zufallsvariablen X und ihrer Verteilungsfunk-
tion Py sprechen, sondern einfacher von einer (reellen) Variablen x und ihrer Wahr-
scheinlichkeitsdichte w(x). Ganz grob mochte ich die Zusammenhénge angeben, mit
denen wir es in der Statistischen Mechanik zu tun haben werden: €2 wird der Raum al-
ler Mikrozusténde sein, das ist klassisch der Phasenraum aller beteiligten Teilchen und
in der Quantenmechanik meist die Menge der Eigenzustéinde zum Energieoperator. o
besteht aus (sinnvollen) Teilmengen im Phasenraum und w ist eine Wahrscheinlichkeit
(in der QM) oder eine Wahrscheinlichkeitsdichte (tiber dem klassischen Phasenraum),
die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein bestimmter Mikrozustand vorliegt. Ei-
ne Zufallsvariable ist dann eine Observable — beispielsweise die Energie — auf dem
Phasenraum: Sie ordnet jedem Mikrozustand eine Zahl zu. w ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte fiir das Auftreten eines bestimmten Messwerts, wenn an einem konkreten
System diese Observable gemessen wird.

Bei einem diskreten System (£2 endlich oder abzihlbar) besteht o aus allen
Teilmengen von 2 und enthélt damit auch die Elementarereignisse ¢ € 2. Damit geniigt
es bei diskreten Systemen, fiir jedes Elementarereignis ¢ seine Wahrscheinlichkeit w(7)
anzugeben. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A C €2 ist dann einfach:

w(A) = w(i). (1.4)

i€A

Da es sich nun um diskrete Ereignisse handelt, wird die Verteilung P zu einer Stu-
fenfunktion (die an einer Stelle  um einen diskreten Sprung zunimmt, wenn es ein
Ereignis a gibt, sodass X (a) = z). Die Ableitung w(x) wird damit zu einer Summe
iiber d—Funktionen. Das ist auch richtig, wenn man die Summe iiber diskrete Ereig-
nisse als Integral schreiben mochte. Im Allgemeinen ist das aber nicht notwendig: Man
spricht von Wahrscheinlichkeiten und berechnet diese durch die Bildung von Summen
iiber diskrete Ereignismengen.

Ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben, konnen wir verschiedene Kenn-
groflen bestimmen. Diese charakterisieren eine Verteilung und reichen oftmals fiir ein-
fache Zusammenhiéinge aus. Fiir eine allgemeine (messbare, d.h. lokal integrierbare)
Funktion f(z) kann man den Erwartungswert berechnen:

(f(2) = / f(@yw(z) dr. (1.5)

Besondere Erwartungswerte sind der Mittelwert

T = (r) = /xw(m) dz. (1.6)
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und die Varianz
o2 = ((z— F)2) = /(a:—:i)zw(x) dz. (1.7)

Die Wurzel aus der Varianz, also o, bezeichnet man als Standardabweichung. Allge-
mein sind die Momente der Verteilung durch

(") = /:c"w(:z:) dz (1.8)

gegeben, fiir die man auch die erzeugende Funktion
Flk) = (efhe) = / () d (1.9)

definiert. Die Momente erhilt man aus den Ableitungen von f:

(@) = (=" —, (1.10)

Bis auf Faktoren ist f(k) die Fourier-Transformierte der Wahrscheinlichkeitsdichte
w(zx).

Bei mehreren Zufallsvariablen X; (i = 1,...,n) definiert man eine gemeinsame
Verteilungsfunktion

P21,y 1) = w({a € Q| X1(a) < 21, Xo(a) < @9, ..., Xnla) < xn}> . (111)

und durch Ableitungen nach x; ergibt sich die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte

. dnp(ﬂfl, ,Z‘n)

e T, 1.12
W1, ey Tn) dz; - --dz, ( )

Daraus erhalt man z.B. die Kovarianzmatriz
Cij = /(Il —fz)(ﬂf] —f]’) U)(.CCl,...,LUn)) dnSL’, (113)

die ein guter Indikator fiir Korrelationen zwischen den beiden Variablen x; und x; ist.
Die Diagonale der Kovarianzmatrix enthélt die Varianzen zu den einzelnen Groflen.
Gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte von zwei Groflen = und y die Beziehung

w(z,y) = w(r)w(y), (1.14)

so bezeichnet man x und y als statistisch unabhdngig. In diesem Fall faktorisieren alle
Erwartungswerte von Produkten der beiden Groflen zu Produkten von den entspre-
chenden Erwartungswerten. Insbesondere ist die Kovarianzmatrix eine Diagonalma-
trix, die Nicht-Diagonalelemente sind null. Allerdings gilt im Allgemeinen die Umkeh-
rung nicht: Wenn die Kovarianzen verschwinden bedeutet das nicht notwendigerweise,

dass die zugehorigen Groflen statistisch unabhéngig sind.
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1.2.1 Die Gauflverteilung

Unter den kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen spielt die Gauflverteilung
eine besondere Rolle. Sie ist durch die Angabe ihres Mittelwerts  und ihrer Standard-
abweichung o, bzw. ihrer Varianz o2 festgelegt:

w(z) = \/;T_Ugexp (—%) | (1.15)

Allgemeiner kann man fiir eine positive symmetrische Matrix A;; (positiv be-

deutet in diesem Fall, dass sdmtliche Eigenwerte positiv sind) die Verteilungsfunktion

w(xy, ..y ) = %exp (—% Z(x@ —2;) A (z; — 97:])) (1.16)

ij=1
definieren. Die Kovarianzmatrix dieser Verteilung ist
Ci' == (A_l)ij 5 (117)

wobei A1 die inverse Matrix zu A ist.

1.3 Grenzwertsitze

In der Wahrscheinlichkeitstheorie unterscheidet man viele Arten von Grenzwertsétzen,
die héufig auch noch in starker und schwacher Form vorkommen koénnen. Ihnen allen
gemein ist, dass Aussagen iiber die statistischen Eigenschaften von Funktionen von
sehr vielen Zufallsvariablen (im Grenzfall unendlich vieler Zufallsvariablen) gemacht
werden. An dieser Stelle mochte ich nur auf zwei Grenzwertsétze eingehen, und auch
bei diesen nur eine schwache Version angeben, die fiir physikalische Anwendungen
ausreicht: das ,,Gesetz der groflen Zahlen“ und den ,,zentralen Grenzwertsatz“. Beide
Grenzwertséitze machen Aussagen zu der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Summe
bzw. dem Mittelwert von vielen Zufallszahlen.

1.3.1 Das Gesetz der grofien Zahlen

Das Gesetz der grofien Zahlen besagt, dass es fiir den Mittelwert von Zufallsvariablen
zunehmend (mit wachsender Anzahl der Zufallsvariablen) unwahrscheinlicher wird,
von dem Durchschnitt der Mittelwerte dieser Zufallsvariablen wesentlich abzuweichen.
Konkretisiert werden nun die Begriffe ,,zunehmend unwahrscheinlicher” und ,, wesent-
lich abweichen®.

Generell gilt fiir die Summe von zwei Zufallsvariaben S = X; + X5, dass ihr
Mittelwert gleich der Summe der Mittelwerte von X; und X5 ist. Das folgt unmittelbar



16 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

aus der Definition des Mittelwerts und den Normierungseigenschaften der Wahrschein-
lichkeitsdichten:

5 = /(xl + zo)w(wy, 25) d%x (1.18)
= /33'111)(371,.1'2)(1.%’1(?11‘2 —+ /.l’gw(l'l, l’g)dl‘ldl’g =21+ xs. (119)

Im Folgenden betrachten wir den Mittelwert M und die einfache Summe S von N
Zufallsvariablen:

M:%ZXZ- und S:ZXi, (1.20)

die sich nur in dem Normierungsfaktor 1/N unterscheiden. Beide Groflen sind selbst

wieder Zufallsvariable. Fiir ihre Mittelwerte gilt allgemein:
1
m:NZ:ﬁi und 5:2:@-. (1.21)

Bisher haben wir noch keine Annahme iiber die Varianzen oder die statistische Un-
abhéngigkeit der Zufallsvariablen gemacht. Nun betrachten wir einen Satz X1, ..., Xy
von N Zufallsvariablen, die verschiedene Verteilungsfunktionen P;(z;) und damit ver-
bundene Wahrscheinlichkeitsdichten w;(x;) mit zugehorigen Mittelwerten z; haben
kénnen, deren Varianzen o2, aber endlich und durch eine Konstante beschréinkt sein
sollen. Auflerdem nehmen wir an, dass die Zufallsvariablen statistisch unabhéngig sein
sollen. Das bedeutet, die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte faktorisiert:

w(xy, ..., xn) = wi(x)we(xe) - - wn(TN) - (1.22)

Die eigentliche Aussage des Gesetzes der grofien Zahlen ist, dass die Wahrscheinlich-
keit, dass der Mittelwert von N Zufallszahlen um mehr als ein vorgegebenes € von dem
Mittelwert der Mittelwerte abweicht, im Grenzfall N — oo gegen null geht. Es wird
also fiir geniigend grofle Werte von N beliebig unwahrscheinlich, dass der Mittelwert
der Summe um mehr als eine beliebig kleine vorgegebene Konstante vom Mittelwert
der Mittelwerte abweicht. Dieses Gesetz der groflen Zahlen ist gleichzeitig ein Beweis
fiir die haufig axiomatisch eingefithrte Behauptung, dass die relative Haufigkeit bei
geniigend vielen Realisierungen eines Ereignisses gegen die Wahrscheinlichkeit fiir die-
ses Ereignis geht.

Fiir den Beweis machen wir die vereinfachende Annahme, dass alle Mittelwerte
verschwinden; dies ldsst sich immer durch eine additive Verschiebung der Zufallsva-
riablen erreichen. Damit verschwinden nicht nur die Einzelmittelwerte Z; = 0 sondern
auch der Gesamtmittelwert m = 0. Weiterhin seien alle Varianzen o; durch eine Kon-
stante C' beschréinkt, also o; < C'. Wir betrachten nun die Varianz des Mittelwerts der
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Zufallsvariablen:

2 1 ’ 1 1
o= <<N ;%) > =Nz <; xixj> = WZ(xlxﬂ (1.23)

.3
Nun nutzen wir die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen aus, d.h. fiir ¢ # j gilt (z;x;) =
0. Damit erhalten wir:

1 1 1
2 _ 2y _ 2
T = 272 : (xF) = e % o; < NC. (1.24)

Im Grenzfall N — oo geht die rechte Seite gegen null, d.h., die Varianz zum Mittelwert
der Zufallsvariablen wird in diesem Grenzfall kleiner als jedes vorgegebene e. Fiir die
Summe der Zufallsvariablen erhalten wir entsprechend:

ol =Y (17) = Zaf. (1.25)

(2

Hinter dieser Formulierung des Gesetzes der groflen Zahlen stecken mehrere
wichtige Anwendungen. Die Gleichsetzung von relativer Hiaufigkeit und Wahrschein-
lichkeit haben wir schon erwahnt. Fiir die Standardabweichung (Wurzel aus der Vari-

anz) der Summe von Zufallsvariablen finden wir nach obiger Herleitung:

oo= > o (1.26)

Dies ist das bekannte Fehlerfortpflanzungsgesetz: Setzt sich der Gesamtfehler bei einer
Messung als Summe von Einzelfehlern zusammen, die als unkorreliert angenommen
werden konnen, dann ergibt sich der Gesamtfehler aus der Summe der Quadrate der
Einzelfehler.

1.3.2 Der zentrale Grenzwertsatz

Wihrend das Gesetz der grolen Zahlen eine Aussage iiber die Varianz des Mittelwerts
bzw. der Summe von vielen Zufallszahlen macht, geht der zentrale Grenzwertsatz noch
einen Schritt weiter: Er macht eine Aussage iiber die Verteilungsfunktion der Summe
bzw. des Mittelwerts von Zufallszahlen:

Fir N statistisch unabhéngige Zufallszahlen X; mit Varianzen o;, die alle endlich
und durch eine Konstante beschréankt sein sollen, wird die Verteilungsfunktion des
Mittelwerts (bzw. der Summe) zu einer Gaufiverteilung mit den durch das Gesetz der
groflen Zahlen gegebenen Mittelwerten und Standardabweichungen.

Etwas préaziser behauptet der zentrale Grenzwertsatz: Fiir die normierte Varia-

bl
¢ _S—Nm

g==_"""
omV N

(1.27)
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(S, m und o, wie oben) wird die Verteilungsfunktion im Grenzfall N — oo zur
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, also

lim P(Z < z) = ®(z2) (1.28)

N—o0

wobei

B(z) = \/Lz_w/_ e 2 dt (1.29)

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. (Die Standardnormalvertei-
lung hat den Mittelwert 0 und die Standardabweichung 1).

Die herausragende Bedeutung der Normalverteilung (also der GauB-Verteilung)
ergibt sich unter anderem aus diesem Satz. Unabhéngig von den Einzelverteilun-
gen irgendwelcher Zufallsvariaber wird die Verteilung ihrer Summe zu einer Gauf-
Verteilung. Die beiden getroffenen Annahmen — die statistische Unabhéngigkeit der
Zufallsvariablen und die Beschrianktheit ihrer Varianzen — sind dabei wesentlich.
Viele thermodynamische Groflen sind die Summe mikroskopischer Groflen. In man-
chen Féllen (beispielsweise an sogenannten Phaseniibergéingen) sind diese mikroskopi-
schen Groflen derart korreliert, dass der zentrale Grenzwertsatz nicht mehr giiltig ist.
Tatséichlich treten in diesen Féllen oft Nicht-Gaufy’sche Verteilungsfunktionen auf.

Auch die Endlichkeit der Varianzen ist wichtig: Es gibt normierbare Wahrschein-
lichkeitsdichten, beispielsweise die Lorentz- bzw. Cauchy-Verteilung

1 a
T+ a?’

w(x) = (1.30)
mit einem endlichen Mittelwert, deren Varianz aber unendlich ist. In diesen Féllen
sind auch sehr grofie Schwankungen in den Realisationen der Zufallsvariablen nicht
selten. Bei Zufallsvariablen mit solchen Verteilungen muss die Verteilung der Summe
dieser Zufallsvariablen nicht gegen eine Gau-Funktion gehen.

Eine Variante des zentralen Grenzwertsatzes ist die Brown’sche Bewegung bzw.
der Random Walk. Die Zufallsvariablen X; sind dabei Verteilungen fiir Einzelschritte,
und die Wahrscheinlichkeitsdichte der Summe S beschreibt die Wahrscheinlichkeit, ein
im Ursprung gestartetes Teilchen nach N Schritten an einem Punkt x bzw. in einem
Abstand 7 zu finden.

1.4 Die Shannon-Information

Im Jahre 1948 veroffentlichte Claude Elwood Shannon (1916-2001) sein Hauptwerk
A Mathematical Theory of Communication und gab dort eine Definition von ,,Infor-
mation® (heute als Shannon-Information bekannt). Sehr bald darauf wurde der Bezug

dieser Gréfle zum Entropiebegriff in der statistischen Mechanik deutlich. Shannon ging
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es hauptséchlich um ein Maf fiir den Verlust an Information, der durch fehlerhafte Si-
gnaliibertragung bei Kommunikationssystemen auftritt.

Wir stellen uns vor, dass wir iiber ein System, das sich in einem wohldefinierten
Zustand befindet, eine gewisse Teilinformation haben, ausgedriickt beispielsweise durch
die Menge Q der moglichen Zusténde (die wir uns der Einfachheit halber als diskret
vorstellen) sowie eine Wahrscheinlichkeitsfunktion w : © — R. Wir fragen nun nach
einem MaS fiir die fehlende Information, um aus der Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten

{w;} auf den realisierten Zustand schliefen zu konnen.

Als Einheit der Information gilt das Bit, dessen beiden Werte 0 oder 1 bzw.
TRUE oder FALSE sein konnen. Als Ma$ fiir die gesuchte fehlende Information wéhlen
wir die minimale Anzahl von Bits (Antworten auf Ja/Nein-Fragen), mit denen wir
die gewiinschte Information erlangen. Konkret: Wie viele Ja/Nein-Fragen miissen wir
im Mittel (mindestens) stellen und beantwortet bekommen, um von der allgemeinen
Information iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu der Information der speziellen
Realisierung zu gelangen?

Betrachten wir als Beispiel zunéichst ein Schachbrett mit 64 Feldern. Die all-
gemeine Information sei: Auf einem Feld des Schachbretts befindet sich eine Figur.
Diese Information umfasst die Menge der Moglichkeiten €2 (64 Felder) sowie die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (in diesem Fall die Gleichverteilung). Gesucht ist das konkrete
Feld, auf dem sich die Figur befindet. Wir kénnen natiirlich alle Felder einzeln erfra-
gen: Steht die Figur auf Feld 17 Steht sie auf Feld 27 etc. Im Durchschnitt wiirden wir
in diesem Fall 32 Fragen bendtigen, bis das besetzte Feld bekannt ist.

Bei geschickter Wahl der Fragen benttigen wir jedoch genau 6 Ja/Nein-Fragen,
um das Feld zu finden. Dazu unterteilen wir die Méglichkeiten immer in zwei moglichst
gleichwahrscheinliche Bereiche. Die erste Frage konne lauten: Befindet sich die Fi-
gur auf der linken Spielfeldhélfte? Die zweite Frage wire beispielsweise: Ist die Figur
in der oberen Hélfte? usw. Da sich mit jeder beantworteten Frage die Anzahl der
Moglichkeiten halbiert, ist das gesuchte Feld nach sechs Fragen gefunden. Wir kénnen
also sagen: Die fehlende Information zwischen der Situation, wo man nur weif3, dass
sich auf einem Feld des Spielfelds eine Figur befindet, bis zu der Kenntnis, um welches
Feld genau es sich dabei handelt, betrédgt 6 Bits.

Ganz allgemein verringert sich mit jeder Antwort auf eine geschickt gestellte Fra-
ge die Anzahl der verbliebenen Moglichkeiten so, dass sich ihre Wahrscheinlichkeiten
jeweils verdoppeln. Nachdem bei dem Schachbrett zu Beginn die Wahrscheinlichkeit
fiir jedes Feld 1/64 betrug, fallen nach Beantwortung der ersten Frage 32 Felder weg
und fiir die 32 verbliebenen Felder wird die Wahrscheinlichkeit, dass dort die Figur
steht, zu 1/32. Die Fragen enden, wenn nur noch ein Ereignis, das nun die Wahrschein-
lichkeit 1 hat, {ibrig bleibt. Nun ist der Mikrozustand bekannt. War w; die anféngliche

Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis 7, das nach n Schritten der Ja/Nein-Auswahl noch
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iibrig ist, so ist dessen Wahrscheinlichkeit nach n Schritten somit 2"w;. Wird diese
Wahrscheinlichkeit nach n Schritten gleich 1, liegt das Ereignis ¢ also mit Sicherheit

vor, so ist

1
2"w; =1 bzw. w; = o oder n = —log,w;. (1.31)

Das bedeutet, die Anzahl der notwendigen Ja/Nein-Fragen, bis ein Mikroereignis, das
zu Beginn mit der Wahrscheinlichkeit w; vorliegt, als realisiertes Ereignis bekannt ist,
ist —log,w;.

Einem Ereignis, von dem bekannt ist, dass es mit der Wahrscheinlichkeit w;

vorliegen kann, ordnen wir somit die (fehlende) Information
I; = —logyw; (1.32)

zu. Die mittlere (fehlende) Information zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung {w; } ist

dann

I= Zliwi =— Zwi log,w; . (1.33)

Diese Grofle bezeichnet man als die Shannon-Information zu einer Verteilung {w;}.

Wir stellen nun die Frage, fiir welche (diskete) Wahrscheinlichkeitsverteilung
einer Menge ) mit N Elementarereignissen die Shannon-Information maximal wird.
Dazu miissen wir / nach w; variieren, allerdings unter der Zwangsbedingung, dass
die Summe der Wahrscheinlichkeiten eins bleibt. Dies beriicksichtigen wir durch einen
Lagrange-Multiplikator A:

_ 1
; wog2w+wwiw—|— w (1.34)
Damit dieser Ausdruck fiir beliebige dw; (mit Zwangsbedingung) verschwindet, muss
gelten:
logyw; + (1 +X) =0 oder w; =2 A = const.. (1.35)

Der Wert von A wird durch die Zwangsbedingung
> wi=1 (1.36)

festgelegt. Insgesamt findet wir somit, dass die Gleichverteilung w; = 1/|€| die maxi-
male Shannon-Information hat. Bei einer Gleichverteilung ist also die fehlende Infor-
mation am grofiten.

Ganz dhnlich kénnen wir nun auch die Frage nach der Verteilung mit der grofiten
Shannon-Information stellen, bei der wir nur den Mittelwert einer Zufallsvariablen
kennen. Sei E : 2 — R eine Zufallsvariable, deren Wert fiir ein Elementarereignis @

mit F; bezeichnet wird. Der Mittelwert der Zufallsvariablen ist dann
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Wir bilden nun die Varianz der Shannon-Information, allerdings mit zwei Zwangsbe-
dingungen an die Wahrscheinlichkeiten {w;}: Die Summe soll eins sein (Normierung)
und der Erwartungswert von E soll E sein. Fiir die zweite Bedingung fithren wir den
Lagrange-Multiplikator [ ein:

_ 1
Ei w; logy w +wwiw+ w; + BEow (1.38)
Die Losung lautet:
1
, = =2 BE 1.39
wi = (1.39)

mit Z = 2’1 als Normierungsfaktor. Die gréfite Shannon-Information einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, von der nur der Mittelwert einer Zufallsvariablen bekannt
ist, hat somit die Exponentialverteilung beziiglich dieser Variablen. Der Lagrange-
Multiplikator  wird durch die Zwangsbedingung an den Mittelwert von F festgelegt.
(Man beachte, dass hier mit dem Logarithmus zur Basis 2 gerechnet wurde, in der
Statistischen Mechanik aber mit dem natiirlichen Logarithmus.)

Ohne dass wir den Beweis an dieser Stelle fiihren kann man entsprechend zei-
gen, dass die Gauf3-Verteilung die gréffte Shannon-Information unter der Bedingung
hat, dass von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung nur ihr Mittelwert und ihre Varianz
bekannt sind.
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Kapitel 2
Grundlagen der Thermodynamik

Im Folgenden sollen die wichtigsten Grundbegriffe der Thermodynamik kurz definiert
und erlautert werden. Hauptséchlich geht es dabei um die Begriffe Energie, Wérme,
Temperatur und Entropie, wie sie sich aus der Sichtweise der Thermodynamik ergeben.
Dies erlaubt es uns im néchsten Abschnitt, die thermodynamischen Konzepte mit der
Statistischen Mechanik in Bezug zu setzen. Anwendungen der Thermodynamik werden
wir dann aus der Statistischen Mechanik ableiten.

Es gibt viele gute Lehrbiicher speziell zur Thermodynamik, unter anderem die
Lehrbiicher von Becker [1], Kluge und Neugebauer [4] und Straumann [8]. Besonders
empfehlen kann ich die Vorlesung von Sommerfeld [7] und insbesondere auch das Buch
von Falk und Ruppel [2].

2.1 Innere Energie

Die innere Energie beschreibt theoretisch die gesamte Energie eines Systems und sie
ist eine Zustandsgrife. Das bedeutet, sie liasst sich dem Zustand eines physikalischen
Systems zuschreiben und ist unabhénging davon, wie das System in diesen Zustand
gelangt ist; sie ist eine der Kenngréflen eines physikalischen Zustands. Um die Gesamt-
energie eines Systems zu bestimmen, miissen wir es theoretisch nur wiegen! Uber die
Einstein’sche Formel E = mc? erhalten wir aus dem Gewicht (der Gesamtmasse m)
des Systems seine Gesamtenergie.

In der Praxis ist dieses Verfahren natiirlich kaum anwendbar, da gerade die
relevanten Energieformen — kinetische und potenzielle Energie der Bestandteile, che-
mische Energie, elektrische Energie etc. — nur winzige Beitrige zum Gesamtgewicht
liefern. Die vorherrschende Energieform ist die Masse, die bei den meisten thermodyna-
mischen Vorgéngen als konstant angesehen werden kann und somit nicht von Interesse
ist (Ausnahmen sind eventuell Kernprozesse). Daher dient diese Bemerkung auch nicht

als Beschreibung einer praktikablen Vorschrift sondern als ,,proof of principle®.

23
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Bei der inneren Energie handelt es sich um eine eztensive (mengenartige) Zu-
standsgrofle. Setzt man zwei gleichartige Systeme zu einem Gesamtsystem zusammen,
so verdoppeln sich extensive Gréflen. Neben der inneren Energie sind auch das Volu-
men oder die Teilchenzahl extensive Grofien.

Schon bei der Unterteilung der Gesamtenergie in verschiedene Energieformen
stoflen wir auf Schwierigkeiten: Die Masse von Molekiilen setzt sich teilweise auch aus
der potenziellen Energie zwischen ihren Bestandteilen zusammen, und die kinetische
Energie kann sich auch auf Schwingungs- oder Rotationszustéinde der Molekiile vertei-
len. Daher ist eine eindeutige Klassifikation von Energieformen in kinetische Energie,
potenzielle Energie, elektrische Energie etc. nur ndherungsweise moglich. Wichtig ist
jedoch nur das Konzept der inneren Gesamtenergie und diese ist eine wohldefinierte
ZustandsgroBe. (Allerdings werden wir in Abschnitt 4.2 sehen, dass in der Thermo-
dynamik nur solche Energieformen von Relevanz sind, die sich durch die thermische
Energie anregen lassen.)

Der Erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass sich die Gesamtenergie

eines vollkommen abgeschlossenen Systems nicht dndert.

2.2 Temperatur

Die Temperatur ist ebenfalls eine Zustandsgréfle, die sich an einem physikalischen
System messen ldsst und somit einen physikalischen Zustand unabhéngig von seiner
Vergangenheit charakterisiert. Im Gegensatz zur inneren Energie handelt es sich bei
der Temperatur um eine intensive Zustandsgrofle, die sich nicht dndert, wenn man
beispielsweise das System verdoppelt.

Streng genommen ist die Temperatur nur fiir Systeme im ,,themischen Gleich-
gewicht® definiert, d.h., wenn die charakterisierenden Eigenschaften dieser Systeme
keine zeitliche Verdnderung mehr erfahren. Daraus folgt, dass die charakterisieren-
den Eigenschaften Erhaltungsgrofien sein miissen oder sich zumindest im zeitlichen
Mittel nicht mehr &ndern. Ndherungsweise kann man natiirlich auch von einem Tem-
peraturfeld sprechen (wie es auf einer Wetterkarte eingezeichnet ist), also einer idea-
lisierten Temperaturzuweisung zu lokalen Bereichen. Allerdings ist diese Zuweisung
nur sinnvoll, wenn diese Bereiche einerseits klein genug sind, um nidherungsweise ein
kontinuierliches Feld zu beschreiben sowie trotz globaler Temperaturunterschiede [o-
kal im thermischen Gleichgewicht zu sein, andererseits sollten sie grofl gegeniiber den
mikroskopischen (atomaren bzw. molekularen) Bereichen sein.

Die Zustandsgrofe ,, Temperatur® ist zunéchst aus der Erfahrung gewonnen: Es
ist eine empirische Feststellung, dass es eine Systemeigenschaft gibt, die bei abgeschlos-
senen Systemen nach einer Ubergangsphase konstant bleibt, und wenn zwei Systeme in

thermischen Kontakt kommen (also Energie austauschen konnen, beispielsweise durch
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Ubertragung der mikroskopischen kinetischen Energie auf die gemeinsamen Winde
und umgekehrt), &ndern sich diese Eigenschaften der beiden Systeme, bis sie denselben
Wert haben. Diese Aussage wird manchmal als Nullter Hauptsatz der Thermodynamik
axiomatisch formuliert.

Durch die Feststellung, dass physikalische Systeme im thermischen Gleichge-
wicht dieselbe Temperatur haben und dass sich bei thermischem Kontakt zweier Sys-
teme mit zunéchst unterschiedlichen Temperaturen eine neue Gleichgewichtstempera-
tur zwischen den beiden Ausgangstemperaturen einstellt, ldsst sich die Zustandsgrofie
T definieren und auch eine Ordnungsrelation 77 < T, festlegen. Die Definition ei-
ner Temperaturskala ist wesentlich schwieriger und erfolgt z.B. iiber das thermische
Verhalten hoch verdiinnter Gase, das nicht mehr von der Art dieser Gase abhéngt son-
dern universell ist. (Eine andere Moglichkeit, die Temperaturskala festzulegen, nutzt
den Wirkungsgrad von sogenannten Carnot-Maschinen, vgl. Abschnitt 2.6.) Durch
die Festlegung bestimmter Referenzpunkte, z.B. den Gefrierpunkt und Siedepunkt
von Wasser unter , Normalbedingungen“ oder den Tripelpunkt von Wasser (bei dieser
Temperatur und diesem Druck kénnen die fliissige, feste und gasférmige Phase von
Wasser gleichzeitig bestehen) und die Interpolation durch die Volumenabhéngigkeit
verdiinnter Gase bei konstantem Druck lésst sich eine lineare Temperaturskala defi-
nieren.

Die Temperatur besitzt einen absoluten Nullpunkt. Bringen wir im Rahmen
einer klassischen statistischen Beschreibung die Temperatur mit einer mittleren kine-
tischen Energie der Atome bzw. Molekiile in Verbindung, so hat ein klassisches System
die absolute Temperatur Null, wenn alle Bestandteile des Systems (Atome und Mo-
lekiile) in Ruhe sind. Quantenmechanisch hat ein Ensembel von Systemen die absolute
Temperatur Null, wenn sich alle Systeme im energetischen Grundzustand befinden.

Im Gleichgewicht ist die Energie auf alle thermodynamischen Freiheits-
grade gleichméBig verteilt (Gleichverteilungssatz); dieser Zustand entspricht der
groftmoglichen Entropie (s.u.) bzw. dem statistisch wahrscheinlichsten Zustand. Ein
thermodynamischer Freiheitsgrad ist dabei ein Freiheitsgrad, der Energie aufnehmen
kann. Beispielsweise ist der Impulsfreiheitsgrad eines Teilchens ein thermodynamischer
Freiheitsgrad (eine Impulséinderung fithrt zu einer Anderung der kinetischen Energie),
der Ortsfreiheitsgrad bei einem freien Teilchen aber nicht, da sich die Energie eines
freien Teilchens durch eine Verdnderung des Ortes nicht dndert.

In diesem Fall (und unter gewissen allgemeinen Annahmen hinsichtlich der
Abhéngigkeit der Energie vom Ort und Impuls) erhélt man ndherungsweise die Bezie-

hung

F

zwischen der inneren Energie E eines Systems und seiner Temperatur 7'. Die Zahl

F bezeichnet die Anzahl der thermodynamischen Freiheitsgrade (nicht zu verwechseln
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mit der freien Energie). Handelt es sich um ein System aus N identischen Atomen oder
Molekiilen, ist F' = N f proportional zur Anzahl der Teilchen, und f ist die Anzahl
der thermodynamischen Freiheitsgrade pro Teilchen. Fiir ein freies Atom ist f = 3
(entsprechend der drei Impulskoordinaten), fiir einen eindimensionalen harmonischen
Ostzillator ist f = 2: eine Ortskoordinate, die potenzielle Energie, und eine Impulskoor-
dinate, die kinetische Energie aufnehmen kann. Fiir ein zweiatomiges Molekiil ist f =7
(drei Translationsfreiheitsgrade fiir den Impuls des Schwerpunkts, zwei fiir die Rotati-
on und 2 fiir die Schwingungen). Bei gewohnlichen Temperaturen kann man allerdings
die Schwingungen vernachléssigen und verbleibt mit f = 5. In einem Festkorper ist
f = 6 entsprechend der drei moglichen Schwingungsrichtungen der einzelnen Atome
bzw. Molekiile im Verband.

Insbesondere gilt in der nicht-relativistischen Thermodynamik fiir die mittlere

kinetische Energie aller Teilchen in einem System:

3
Eyin = ENk:BT. (2.2)
Leitet man GI. 2.1 nach T" ab, erhélt man die Warmekapazitéit bei konstantem
Volumen: oF  F
Cv =52 = ks 23

Nach den Uberlegungen der klassischen Mechanik sollte diese Wirmekapazitiit also
eine Konstante sein. Insbesondere geht sie fiir 7' — 0 nicht gegen null, was aus allge-
meinen Griinden jedoch der Fall sein sollte.

In Abschnitt 4.2 zeigen wir, dass in der Quantenmechanik die Warmekapazitét
tatsdchlich fir " — 0 gegen null geht. Wegen der Quantisierung der Energie kann
es passieren, dass bei sehr tiefen Temperaturen die thermische Energie kg7 nicht
ausreicht, um auch nur den ersten Energiezustand iiber dem Grundzustand anzure-
gen. Die zugehorigen Freiheitsgrade konnen also keine Energie aufnehmen und sind
daher ,eingeforen“. Aus diesem Grund ,sieht“ man bei gewohnlichen Temperaturen
oft nur wenige Freiheitsgrade (Translation und Rotation und bei manchen Molekiilen
noch bestimmte Schwingungszustinde), wihrend andere Freiheitsgrade (z.B. im Zu-
sammenhang mit den Freiheitsgraden im Atomkern) zur spezifischen Warme nicht
beitragen. Etwas vereinfacht kann man somit festhalten: Die Wairmekapazitit zdhlt
die Anzahl der Freiheitsgrade, die bei einer bestimmten Temperatur in der Lage sind,

Energie aufzunehmen.

2.3 Warme

Die Wérme ist keine Zustandsgrofle, sondern eine Form der Energieinderung bzw.

Energietibertragung und damit eine Form des Energieflusses. Oft schreibt man 0¢) fiir
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die Warmemenge, die bei einem Prozess geflossen ist (und die Grofle 6Q) /At — wobei
At ein Zeitintervall bezeichnet — ist somit ein Energiestrom). Man kann also von einem
physikalischen System nicht sagen, wie viel Energie in Form von Wirme es enthilt.
Die physikalische Einheit der Wéarme ist trotzdem die Energie, also beispielsweise das
Joule.

Andert sich ganz allgemein eine ZustandsgroBe X eines Systems, so schreiben
wir dafiir meist dX (also mit einem gewohnlichen lateinischen ,,d*). Findet aber ein
Austausch zwischen zwei Systemen statt und gibt es zu der ausgetauschten Grofie
keine ZustandsgroBe (wie beispielsweise bei der Wirme), schreiben wir §X.! Andert

sich die Gesamtenergie eines Systems, so schreiben wir beispielsweise
dE =0Q — 6W . (2.4)

Hierbei bezeichnet E die Zustandsgréfie Energie, die wir an einem System messen
konnen (die Bedeutung des ,bar“ iiber dem E wird spater noch deutlich; es handelt
sich dabei um die Energie des thermodynamischen Systems, also des Ensembels, nicht
um die Energie eines bestimmten Mikrozustands dieses Systems). Q) bezeichnet die
bei diesem Austausch geflossene Wirmeenergiemenge und 6W die an diesem Aus-
tausch beteiligte Arbeit, wobei Arbeit hier allerdings jede Form von Energieaustausch
bezeichnet, die nicht mit einer Temperaturinderung verbunden ist. Das Minuszeichen
deutet an, dass man einen positiven Wert von dWW als ,,vom System geleistete Arbeit*
interpretiert, die fiir dieses System zu einer Energieminderung fiihrt.

Es gibt keine Zustandsgrofle ,, Warme*, ebensowenig wie es eine Zustandsgrofie
,Arbeit® gibt. Auch Arbeit ist eine Form des Energieaustauschs. Die typische mecha-
nische Arbeit ist P

6W:p-dV:Z'(AdS):F-dS, (2.5)

wobei p = F'/A den Druck (Kraft pro Flache) und dV' die Volumenénderung bezeich-
nen. Die Volumenédnderung besteht dabei meist in einer linearen Ausdehnung ds des
Systems, die sich iiber eine Fliche A erstreckt. Eine andere Form von Arbeit héingt

mit dem elektrischen Strom zusammen:

oW =U -dq elektrische Arbeit (2.6)

(hierbei ist dg die Ladungsénderung eines Systems — I = % ist der Ladungsstrom

durch die Systemwénde — und U eine von auflen angelegte elektrische Spannung).

1Zum Hintergrund dieser Notation: Zustandsgréfien sind Funktionen auf dem Konfigurationsraum
des Systems und ihre Anderungen kénnen daher als totales Differential geschrieben werden, bzw.
definieren ein Vektorfeld auf dem Zustandsraum (das Gradientenfeld der Zustandsgroie), das man als
integrabel bezeichnet. Das Vektorfeld kann man auch als eine 1-Form auffassen, und eine integrable
1-Form bezeichnet man als exakt. Im Allgemeinen definieren Anderungen auf dem Zustandsraum
zwar ein Vektorfeld — also eine 1-Form —, dieses muss aber nicht integrabel sein. Solche Anderungen
bezeichnen wir mit §.
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Eine weitere wichtige Energieéinderung in einem System ist mit einer Anderung

von Teilchenzahlen N; verbunden. In diesem Fall gilt
oW = pdN;. (2.7)

N; ist die Anzahl der Teilchen einer bestimmten Sorte 7 (dies ist eine Zustandsgrofie)
und p; bezeichnet man als das zugehorige chemische Potenzial. Andert sich die Anzahl
der Teilchen in einem System, beispielsweise bei Teilchen durchldassigen Membranen
oder auch bei chemischen Reaktionen, so dndert sich im Allgemeinen auch die Energie.

2.4 Entropie

Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, ist zwar die Arbeit keine Zustands-
grofe, allerdings sind mit den verschiedenen Arbeitsformen Zustandsgrofien verkniipft.
Dies ist beispielsweise die Gesamtladung eines Systems, deren Anderung (bei Vorhan-
densein einer Spannung) einen elektrischen Energiefluss impliziert. Die Zustandsgrofie
zur mechanischen Arbeit ist das Volumen: Eine Anderung des Volumens (z.B. eine
Ausdehnung des Volumens gegen einen dufleren Druck) bedeutet mechanische Arbeit,
die das System an der Umgebung leistet.

Auch zur Wiarmeenergie gibt es eine entsprechende Zustandsgrofie, die man als
Entropie S bezeichnet:

0Q =T4dS (reversibler Prozess) . (2.8)

Hier ist allerdings etwas Vorsicht geboten: Die Entropie ist keine Erhaltungsgrofle,
und im Allgemeinen ist die Zunahme der Entropie eines Systems gréfler als die von
der Umgebung aufgenommenen Entropie. Die obige Gleichung 2.8 gilt nur, wenn die
Entropiednderung dS ausschliefllich auf einem Entropieaustausch beruht, d.h.; inner-
halb des Systems keine Entropie erzeugt wurde. In diesem Fall spricht man von einem
reversiblen Prozess. Allgemeiner gilt

5Q <TdS. (2.9)

Es gilt der Zweite Hauptsatz der Thermodynamik: Die Entropie ist eine Zu-
standsgrofle, die fir abgeschlossene Systeme niemals abnimmt. Bei irreversiblen Pro-
zessen nimmt die Entropie immer zu.

Definieren wir dS als die gesamte Entropieéinderung eines Systems, 4.5; die in-
nerhalb des Systems bei einem Prozess erzeugte Entropie und 4.5, die durch Austausch

mit der Umgebung in das System geflossene Entropie, so gilt

dS = 6S; + 488, , (2.10)
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und der Zweite Hauptsatz besagt 6.5; > 0.

Ein Prozess heifit reversibel, wenn 6S; = 0; er heif3t isentropisch, wenn dS = 0;
und er heifit adiabatisch, wenn 6.5, = 0. Bei einem reversiblen Prozess befindet sich das
System zu jedem Zeitpunkt in einem Gleichgewichtszustand, solche Prozesse laufen al-
so typischerweise sehr langsam ab (im Idealfall handelt es sich um eine Folge unendlich
vieler infinitesimal benachbarter Gleichgewichtszustédnde) und es wird keine Entropie
erzeugt. In solchen Fillen dndert sich die Entropie eines Systems nur durch einen Aus-
tausch mit der Umgebung. Bei adiabatischen Prozessen findet kein Warmeaustausch
mit der Umgebung statt, solche Systeme miissen also thermisch vollkommen isoliert
sein (das gilt ndherungsweise fiir gute Thermoskannen). Insbesondere bedeutet dies,
dass bei adiabatischen Prozessen gilt: 6Q) = 0. Oft definiert man auch umgekehrt
einen Prozess als adiabatisch, wenn keine Warme ausgetauscht wird, was dquivalent
ist. Die Entropie in einem System kann sich trotzdem &ndern, ndmlich wenn im System
Entropie erzeugt wird. Bei isentropischen Prozessen wird die innerhalb eines Systems
erzeugte Entropie durch eine geeignete Kopplung an ein dufleres Temperaturbad an die
Umgebung abgegeben. Durch die Abgabe von Entropie an die Umgebung kann in ei-
nem nicht abgeschlossenen System die Gesamtentropie auch abnehmen. Ein reversibler
adiabatischer Prozess ist natiirlich auch isentropisch, umgekehrt ist ein isentropischer
Prozess nur adiabatisch, wenn er auch reversibel ist.

Mit der Feststellung, dass es eine Zustandsgrofie — die Entropie — zur
Wirmeenergie gibt, ist noch nicht gesagt, wie man diese Zustandsgrofie auch messen
kann. Dazu verwendet man meistens Gleichung 2.8 in reversiblen Prozessen. In seiner
Vorlesung erweitert Sommerfeld [7] den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik expli-
zit um die Vorschrift: Man berechnet [die Entropie], indem man das System aus einem
willkiirlich gewdhlten Anfangszustand in den jeweiligen Zustand des Systems durch
eine Folge von Gleichgewichtszustinden tberfihrt, die hierbei schrittweise zugefiihrte
Wirme 0Q bestimmdt, letztere durch die [...] ,absolute Temperatur® T dividiert und
samtliche Quotienten summiert. Man berechnet also

Sy — Sy = /‘5Q / 1t 00() 4y (2.11)

Auf der rechten Seiten haben wir den reversiblen Prozess durch die Zeit ¢t parametri-
siert. T'(t) ist also die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ und 6Q(t)/dt ist der Wérmestrom
(physikalisch eine Leistung) zum Zeitpunkt ¢. Integriert wird {iber die Zeit ¢.

Der Dritte Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die Entropie bei T'= 0
verschwinden muss (also S = 0 fiir 7' = 0). Der absolute Nullpunkt kann zwar beliebig
angenéhert aber niemals ganz erreicht werden.

Insbesamt gelangen wir so zur sogenannten Gibbs’schen Fundamentalform

dE =TdS — pdV + > " dN; + ... (2.12)
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wobei der Ausdruck um weitere Terme des Energieaustauschs erweitert werden kann.
Fassen wir die innere Energie also als Funktion der Zustandsgrofilen S, V', N; etc.
auf, so ergeben sich die energiekonjugierten intensiven Groflen aus entsprechenden

Ableitungen:
b _ 0B _ _ oL _
03 )
Wichtig ist, dass E hierbei wirklich als Funktion der Groflen S, V, N; aufgefasst wird.
Will man diese Abhéngigkeit betonen, schreibt man in der Thermodynamik haufig:

oF oF oF
9B\  _ 9B . 2.14
(aS)V,N,. (aV>S,Ni P (aNi)sy S

Wir kénnen die Gibbs’sche Fundamentalform auch nach der Entropiednderung

(2.13)

auflosen, was vom Standpunkt der im néchsten Kapitel behandelten Statistischen Me-
chanik natiirlicher ist:
1

B Pav - LS Law
dS = ZdE + =dV T;uzd]\/ﬁ—... (2.15)

Damit erhalten wir fiir die intensiven thermodynamischen Gréfien:
1 .
95y _1 95y _»p 05\  _ _# (2.16)
OE )y, T oV )sn T ON; ) v T

2.5 Gleichgewichtsbedingungen

Die Aussage des Zweiten Hauptsatzes, wonach bei allen nicht-reversiblen Zu-
standséinderungen die Entropie zunimmt, impliziert, dass ein System im Gleichge-
wichtszustand eine unter den gegebenen Randbedingungen maximale Entropie besitzt.
Wir kénnen uns nun iiberlegen, welche Bedingungen daraus folgen.

Dazu stellen wir uns ein Gesamtsystem X, vor, das vollkommen abgeschlossen
ist, also keinerlei Energieaustausch mit einer Umgebung besitzt. Das Gesamtsystem sei
in zwei Teilsysteme Y; und X, unterteilt, die zunéchst nur in thermischem Kontakt
stehen, also Energie in Form von Wiarme austauschen konnen. Das Gesamtsystem
besitze die Energie I/;, das Volumen V, und die Teilchenzahl N,. Die Teilsysteme haben
entsprechend die Energien EF; und FE5, die Volumina V; und V; sowie die Teilchenzahlen
N7 und N,. Da nur ein Energieaustausch in Form von Wéarme méglich sein soll, sind
Vi und N; (i = 1,2) fest, allerdings konnen sich die Energien E; indern, wobei wegen

der Gesamtenergieerhaltung
dEy +dEy; =0 bzw. dE; =—dE, (2.17)

gilt. Im Gleichgewichtszustand ist die Entropie maximal, das bedeutet:

a5, a5,
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Nutzen wir nun noch aus, dass die Entropie eine extensive Grofle ist, fiir die gilt
Sg =51+ 52, (2.19)

und dass 57 als Zustandsgrofe nicht von Es und umgekehrt Sy nicht von E; abhéngt,
so erhalten wir aus den drei obigen Gleichungen:

08, 08, -

Lassen wir neben einem thermischen Austausch auch noch einen Austausch an Vo-
lumen zu (z.B. durch einen beweglichen Kolben zwischen den beiden Systemen), so
erhalten wir aus dhnlichen Uberlegungen

P1= D2, (2.21)

und ganz entsprechend bei einem méglichen Teilchenaustausch:

Kann also zwischen zwei (ansonsten abgeschlossenen) Systemen eine extensive Grofe
ausgetauscht werden, so ist im Gleichgewicht die zugehdrige Energie-konjugierte in-

tensive Gofe in beiden Systemen gleich.

2.6 Carnot-Prozesse

Unter Berufung auf Carnot gibt Sommerfeld in seiner Vorlesung [7] eine sehr elegante
Begriindung, weshalb 6Q) /T integrabel ist, oder anders ausgedriickt, weshalb fiir jeden
beliebigen zyklischen reversiblen Prozess (mathematisch ein geschlossener Weg v im

0Q
7{ =0 (2.23)

Zustandsraum)

ist.

Ich mochte an dieser Stelle den in meinen Augen sehr eleganten Beweis nur
andeuten, und das auch nur fiir ein homogenes Fluid (Fliissigkeit oder Gas), bei dem
bei vorgegebener Stoffmenge der Druck p und das Volumen V' den thermischen Zustand
bereits festlegen. Es gentigt daher, geschlossene Wege im p-V-Diagramm zu betrachten.

Ein Carnot-Prozess ist ein reversibler Kreisprozess — nach einem vollen Durch-
lauf befindet sich das System wieder in seinem Ausgangszustand —, bei dem das System
nur an zwei Warmebédder bei den jeweiligen Temperaturen T) > T gekoppelt wird.
Zwischen diesen beiden Temperaturen durchlauft das System jeweils einen adiaba-

tischen Prozess, bei dem also kein Warmeaustausch mit der Umgebung stattfindet.
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p

Abbildung 2.1: Der Carnot-Prozess in der
p-V-Ebene. Der Prozess 1-2 verlduft ent-

Ty =const

lang einer Isothermen bei der Tempera-
tur T7; der Prozess 2-3 ist adiabatisch; der
Prozess 3-4 verlduft wieder entlang einer
Isothermen, diesmal bei der Temperatur
Ty < Ti; und der Prozess 4-1 ist wieder
adiabatisch. >

Adiabaten sind ,steiler” als Isothermen im p-V-Diagramm, weil dem System fiir eine
Volumenausdehnung entlang einer Isothermen Wirme zugefithrt wird. Fiir dieselbe
Volumenausdehnung entlang einer Adiabaten nimmt die Temperatur wegen der feh-
lenden Warmezufuhr ab und damit nimmt auch der Druck rascher ab als entlang einer
[sothermen.

Da Anfangs- und Endzustand bei einem Durchlauf gleich sind, folgt

7(5@ = f&w bzw. W =0Qi— Qs, (2.24)

wobei ); die entlang des Weges 1-2 vom System aus dem heiflen Reservoir (77) auf-
genommene Warmemenge und (); die von dem System entlang des Weges 3-4 an das
kithle Reservoir (73) abgegebene Wirmemenge sind. W ist die bei dem Kreisprozess
1 — 2 — 3 — 4 geleistete Arbeit.

Der Wirkungsgrad eines solchen Prozesses ist definiert als das Verhéltnis von
geleisteter Arbeit W zu aufgenommener Warmemenge ()y:

w @2
n—@—l 0, (2.25)

Sommerfeld beweist nun, dass alle reversiblen Carnot-Prozesse, die zwischen
denselben Temperaturen 7 und 75 operieren, denselben Wirkungsgrad haben miissen,
unabhéngig von der Stoffbeschaffenheit oder anderer Parameter. Das bedeutet, das
Verhéltnis (Q2/@; kann nur von den Temperaturen 77 und 75 abhéngen:

Q:
@

Zum Beweis argumentiert er, dass die Prozesse reversibel sein sollen und daher auch

= f(11,T3). (2.26)

in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen werden kénnen, wobei in diesem Fall aus der
Umgebung Arbeit W aufgenommen wird und dazu dient, eine bestimmte Wérmemenge

(22 aus dem kiihlen Reservoir aufzunehmen und (); in das heifle Reservoir abzugeben.
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Die Arbeit wird also genutzt, um Wiarme aus dem kalten in das warme Reservoir zu
pumpen. Héatten zwei Carnot-Prozesse zwischen denselben Temperaturen verschiedene
Wirkungsgrade, konnte man den Prozess mit dem grofleren Wirkungsgrad zur Erzeu-
gung von Arbeit aus Warme verwenden, und den anderen in umgekehrter Richtung
zur Verwendung dieser Arbeit als Warmepumpe einsetzen und hétte so effektiv (ohne
weitere Verdnderungen in der Umgebung) Wérme vom kélteren in das wérmere Bad
gepumpt. Dies widerspricht aber dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik.

p,

Ty =const

Abbildung 2.2: Zwei Carnot-Prozesse (1-

2-3-4-1 bei Temperaturen T} > T5 und

4-3-5-6-4 bei Ty > T3) konnen zu einem

Carnot-Prozess 1-2-5-6 bei den Tempera-

turen 17 > T3 verkniipft werden, in dem

die Punkte in der Reihenfolge 1-2-3-4-3-
> 5-6-4-1 durchlaufen werden.

Hat man sich davon iiberzeugt, dass fiir einen reversiblen Carnot-Prozess das
Verhéltnis von abgegebener zu aufgenommener Warmemenge nur von den Temperatu-
ren abhéngen kann, betrachtet man nun zwei Carnot-Prozesse bei den Temperaturen
Ty > T5 und T, > T3, sodass eine eine geeignete Hintereinanderschaltung der Wege
einen Carnot-Prozess bei den Temperaturen T > T3 beschreibt (vgl. Abb. 2.2). Wegen

% = %% = [(Th, 13) f(T, T3) = f(T1,T3) (2.27)
muss es eine Funktion f(7) geben, sodass
Q2 f(T»)
Q  f(h)’ (228)

Wir definieren nun eine Temperaturskala (die fiir die bisherige Argumentation noch

nicht vorausgesetzt wurde), indem wir fiir einen reversiblen Carnot-Prozess

Q _T Q_ @

5=7 b)) =7 (2.29)

festlegen. Dies ist eine Moglichkeit, eine Temperaturskala zu bestimmen. (Sie legt die
Temperatur bis auf eine multiplikative Konstante, also eine lineare Umdefinition der
Skala, fest.) Dass dieses Verfahren iibereinstimmt mit der Definition einer Tempera-

turskala {iber das Verhalten idealer Gase wére allerdings noch zu zeigen, was hier nicht
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geschehen soll. Beziiglich der so gewéahlten Temperaturskala ist also bei einem reversi-
blen Carnot-Prozess das Verhéltnis @)1 /T entlang der oberen Isothermen gleich dem
Verhiltnis Q2 /T5 entlang der unteren Isothermen. Ganz nebenbei haben wir auf diese

Weise auch den Wirkungsgrad eines reversiblen Carnot-Prozesses abgeleitet:

T
=1-= 2.30
U T (2.30)
Abbildung 2.3: Jeder beliebige Kreispro- »
zess lasst sich ndherungsweise in Carnot- ‘
Prozesse unterteilen, die bei verschiede-
nen Temperaturen aber infinitesimal be- 5Q1/T1

nachbarten Adiabaten ablaufen. Fiir je-
weils zu einem Carnot-Prozess gehérende
gegeniiberliegende isotherme Abschnitte
heben sich die Beitrage §Q;/7; und
0Q2/T; bei der Integration iiber den Pro-

zessweg paarweise weg.

0Q2/T>

v

Als letzten Schritt zerlegt Sommerfeld einen beliebigen Kreisprozess in der
p-V-Ebene in Carnot-Prozesse zu infinitesimal benachbarten Adiabaten (d.h., die
Wérmemengen ()7 und Q)2 werden zu infinitesimalen Elementen 6Q; und §Q)5), die
aber bei verschiedenen Temperaturen arbeiten (Abb. 2.3). Fiir diese Prozesse gilt

) )
0Q1 = 0Q2 . (2.31)
T 15
Da sich diese Elemente bei der Summation iiber einen geschlossenen Weg immer paar-
weise wegheben, erhalten wir insgesamt die zu beweisende Identitét

0Q
f{? =0. (2.32)

Offensichtlich ist die {iber einen Carnot-Prozess definierte Temperaturskala (bis auf
einen multiplikativen Faktor) identisch zu der Temperaturskala, die man aus der For-
derung erhilt, dass T der integrierende Faktor zwischen der 1-Form 6@ und der zu-
gehorigen exakten 1-Form dS sein soll.



Kapitel 3

Statistische Mechanik

Eingeleitet durch die Arbeiten von Maxwell und Boltzmann gelang gegen Ende des 19.
Jahrhunderts der Briickeschlag zwischen der Newton’schen Mechanik und der Ther-
modynamik. Die Boltzmann’sche Formel fiir die Entropie:

gilt als das entscheidende Verbindungsglied. Die Entropie S war aus der Thermodyna-
mik bekannt, und €2 ist die Anzahl der moglichen mikroskopischen Zustédnde in einer
Newton’schen Beschreibung, die mit den gewahlten makroskopischen Parametern (Vo-
lumen, Teilchenzahl, etc.) vertriaglich sind. Damit konnen wir die thermodynamischen
Beziehungen aus der Newton’schen Mechanik in Verbindung mit der Wahrscheinlich-

keitstheorie ableiten.

3.1 Gesamtheiten

Physikalisch sind Gesamtheiten thermodynamische Systeme, fiir die festgelegt wird,
in welcher Form sie mit ihrer Umgebung Energie austauschen koénnen. Je nach der
Form dieses Energieaustauschs mit der Umgebung sind die Zustandsgrofien des Sys-
tems durch die Randbedingungen des Systems oder aber bestimmte Eigenschaften der
Umgebung gegeben. Mathematisch kann man etwas allgemeiner sagen: Eine Gesamt-
heit ist eine Menge () von Mikrozustédnden zusammen mit einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung {w;}, welche die Shannon-Entropie unter vorgegebenen Randbedingungen

maximiert.

3.1.1 Mikro- und Makrozustinde

Unter einem Mikrozustand versteht man einen (reinen) Zustand, den ein physikalisches

System einnehmen kann. Im Rahmen der Newton’schen Mechanik ist das ein Punkt

35
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im Phasenraum. Bei makroskopisch vielen Teilchen — hier wird oft die Avogadro-Zahl
oder auch Loschmidt-Zahl Ny = 6,022-10%* mol ™" als Mafistab herangezogen' — ist das
ein Punkt in einem entsprechend hochdimensionalen Raum. Dieser Zustand, charakte-
risiert durch die exakten Positionen und Geschwindigkeiten sédmtlicher Teilchen in dem
thermodynamischen System, ist praktisch nie bekannt. In der Quantenmechanik lésst
sich ein Mikrozustand durch die Angabe der Wellenfunktion bzw. des (reinen) Quan-
tenzustands fiir das Vielteilchensystem angeben. Da wir oft idealisiert von Gleichge-
wichtszusténden sprechen, also von Zusténden, die sich im Verlauf der Zeit nicht mehr
dandern, handelt es sich bei den méglichen Zustédnden um einen vollstdndigen Satz von
Figenzustédnden zum Energieoperator.

Bekannt ist im Allgemeinen nur der Makrozustand, der durch einen Satz von
physikalisch messbaren Zustandsgrofien charakterisiert ist. Zu diesen Zustandsgrofien
gehoren die innere Energie, die Temperatur, der Druck, das Volumen, die Dichte etc.
Oft wird auch die Anzahl der Teilchen N dazu gezéhlt, die man iiber die Substanz-
menge (ausgedriickt in Mol) und die oben erwidhnte Avogadro-Zahl berechnen kann.
Spricht man von einem Makrozustand eines Systems sollte man also immer spezifizie-
ren, welche physikalisch beobachtbaren Groflen diesen Zustand charakterisieren.

Mit Bezug auf unsere Bemerkungen zur Shannon-Information kénnen wir sagen:
Die Menge der moglichen Mikrozusténde definiert den Raum €2 der Elementarereignis-
se, und die Kenntnis der makroskopischen Observablen, also die Kenntnis des Makro-
zustands, definiert unser Wissen iiber ein physikalischen System. Wir kénnen nun nach
der Wahrscheinlichkeitsverteilung {w;} auf  fragen, welche die Shannon-Information
bei Kenntnis der Makroobservablen maximiert, und der zugehorige Wert I[{w;}] die-
ser Shannon-Information ist ein Mafl fiir unsere Unkenntnis iiber den tatséchlichen
Zustand des Systems. Diese sehr informationstheoretische Beschreibung der Situati-
on ldsst sich auch objektiver formulieren: Die Shannon-Information ein Maf fiir die
Anzahl (genauer den Logarithmus dieser Anzahl) der Mikrozustédnde, die mit den beo-
bachteten Observablen vertraglich sind.

Im Sinne einer ,relative Haufigkeit“—Interpretation von Wahrscheinlichkeit ent-
spricht ein Makrozustand einem Ensembel von Mikrozusténden: Jeder mogliche Mi-
krozustand ¢ ist proportional zu seiner Wahrscheinlichkeit w; in diesem Ensembel ver-
treten. Andererseits mochte man die Thermodynamik und damit das Konzept des Ma-
krozustands natiirlich auch auf Einzelsysteme anwenden kénnen. Eine oft angefiihrte
physikalische Begriindung dafiir beruht auf der Hypothese, dass das Ensembelmittel —
also der Mittelwert fiir das Ensemble — gleich dem Zeitmittel — dem zeitlichen Mittel-
wert fiir ein einzelnes System — eines physikalischen Systems sein soll. Das wiirde aller-

!Diese Zahl gibt die Anzahl der Teilchen in einem Mol einer chemischen Substanz an. Avogadro
hat 1811 vermutet, dass diese Zahl unabhéngig von der Art der Substanz ist, und Loschmidt hat
diese Zahl 1865 zum ersten Mal ndherungsweise bestimmt.
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dings voraussetzen, dass ein physikalisches System im Verlaufe einer typischen Messzeit
samtliche Zusténde ¢ (fir die w; # 0) mehrfach durchlauft, sodass die Haufigkeit, mit
der ein Zustand ¢ wihrend dieser Zeitspanne angenommen wird, proportional zu w;
ist. Eine wesentliche Voraussetzung dafiir ist die sogenannte FErgodenhypothese, die
(etwas lax ausgedriickt) besagt, dass durch die Dynamik des Systems tatséchlich jeder
Zustand, ausgehend von jedem anderen Zustand, irgendwann einmal mit beliebiger
Genauigkeit angenommen wird. Fiir physikalisch sinnvolle Zeitintervalle ist das sicher-
lich nicht der Fall. Ein System durchlduft in solchen Zeitintervallen bestenfalls einen
Satz von ,typischen® oder ,repriasentativen” Konfigurationen, in denen die physikali-
schen Observablen bereits die Mittelwerte annehmen, die ihnen im Ensembel ebenfalls
zukommen. Mathematisch rigorose Beweise fiir diese Vorstellungen existieren fiir rea-
listische Systeme allerdings kaum.

Solange wir nicht ganz konkret eine klassische Situation betrachten, nehmen
wir immer einen diskreten Satz von Zustinden wie in der Quantenmechanik an. In
klassischen Situationen wird die “Summe iiber alle Zustédnde® zu einem Integral iiber
entsprechende Bereiche im N-Teilchen Phasenraum. Als Maf fiir dieses Integral neh-

men wir

Z — /du mit dp = h31\17N!d3Np a*Nx (3.2)
Die Faktoren A*" und N! sind dabei , Uberbleibsel“ der Quantenmechanik: Y bringt
zum Ausdruck, dass wegen der Unschéarferelation AxzAp > h keine Bereiche kleiner als
i im Phasenraum aufgelost werden kénnen, und N! bringt (bei identischen Teilchen)
zum Ausdruck, dass eine Permutation von Teilchen nicht zu einem neuen Quantenzu-
stand fiithrt und somit durch die Anzahl méglicher Permutationen zu teilen ist. Statt
mit einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung {w;} haben wir es dann mit einer

Wahrscheinlichkeitsdichte w(z, p) auf dem Phasenraum zu tun.

3.1.2 Verschiedene Gesamtheiten

Wie schon erwéhnt, bezeichnet man in der statistischen Mechanik die Angabe der Men-
ge ) der Mikrozusténde zusammen mit der Angabe der Wahrscheinlichkeitsverteilung
{w;} als Gesamtheit. Da sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung aus der Kenntnis be-
stimmter physikalischer (makroskopischer) Groflen iiber das System ergibt, definiert
man eine Gesamtheit meist iiber die entsprechenden Gréflen. Noch genauer soll im
Folgenden eine Gesamtheit durch die Angabe der Grolen definiert sein, die durch die
Moéglichkeiten der Wechselwirkung eines Systems mit seiner Umgebung kontrolliert

bzw. festgehalten werden kénnen. Die folgenden Beispiele sollen dies verdeutlichen.



38 KAPITEL 3. STATISTISCHE MECHANIK
Mikrokanonische Gesamtheit

Die mikrokanonische Gesamtheit ist dadurch gekennzeichnet, dass das System kei-
ne Energie, in welcher Form auch immer, mit einer Umgebung austauschen kann. Ein
solches System bezeichnet man als (vollkommen) abgeschlossen. Damit ist die Gesamt-
energie F des Systems eine Erhaltungsgréfie. Neben der Energie sollen aber auch das
Volumen V' des Systems sowie die Anzahl der Teilchen N konstant bleiben. Sie bilden
die Zustandsgrofien des Systems. Der Einfachheit halber betrachte ich hier das ein-
fachste thermodynamische System — ein homogenes Fluid (Fliissigkeit oder Gas) — in
einem abgeschlossenen Behélter. Bei komplizierteren Substanzen kénnen mehrere Teil-
chensorten, Ladungen, magnetische Momente etc. als makroskopische Zustandsgréfien
auftreten.

Eine physikalische Realisierung eines solchen Systems ist ndherungsweise eine
gut isolierte Thermoskanne, deren Volumen konstant ist und die auch keinen Mate-
rieaustausch mit der Umgebung erlaubt. Wichtig ist, dass auch kein Warmeaustausch
mit der Umgebung moglich sein soll.

Die bekannten Groéflen E,V, N lassen natiirlich sehr viele Mikrozustinde zu.
Unter diesen Bedingungen hat die Gleichverteilung aller Zustdnde zu den gegebenen
Werten von F, V, N die héchste Shannon-Information. Bezeichnen wir mit |Q2(E, V, N)|
die Anzahl der Zusténde zu den gegebenen Groflen (also die Méchtigkeit der Menge
2), so ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Realisation eines bestimmten Mikrozustands

1
€2
und damit folgt fiir die Shannon-Information
1 1
1:—2@1%1/\9\ = mlog2|Q|lelog2|Q|. (3.4)

In der Physik definiert man die Entropie aus historischen Griinden mit einem
zusatzlichen Faktor kg (der Boltzmann-Konstanten) und verwendet statt des binéren
Logarithmus den natiirlichen Logarithmus. (Auerdem unterscheidet man nicht immer
zwischen der Gesamtheit 2 und ihrer Méachtigkeit |€2|.) Somit ist

S =kglnQ(E,N,V) (3.5)

die Entropie der mikrokanonischen Gesamtheit. Die Boltzmann-Konstante kg hat den
Wert:
kg =1,38-10"%J/K (3.6)

und bestimmt damit gleichzeitig die physikalische Dimension — Energie pro Tempera-

tureinheit — der Entropie.
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Fiir eine exakte mathematische Definition der Entropie, die gleichzeitig mit der angegebenen
physikalischen bzw. informationstheoretischen Anschauung {ibereinstimmt, tritt hier ein Problem auf,
das ich zwar andeuten mochte, das aber keinen entscheidenden Einfluss auf die weiteren Uberlegungen
hat.

Da das Spektrum des Hamilton-Operators in der Quantentheorie fiir Systeme in einem end-
lichen Volumen diskret ist, gibt es streng genommen zu einer festen Energie F entweder gar keinen
Zustand (die Menge dieser Energien ist auf der reellen Achse vom Maf} eins) oder aber nur einen
oder (in Ausnahmefillen von Entartungen) sehr wenige Zustéinde. In der klassischen Mechanik bilden
die Zusténde zu einer festen Energie E ebenfalls eine Menge vom Mafl null im Phasenraum, da sie
einen niedriger dimensionalen Unterraum definieren. Man kann nun eine Energieunschirfe AE hin-
zunehmen — quantenmechanisch beispielsweise auch begriindet durch die Unmoéglichkeit, die Energie
in endlicher Zeit genauer bestimmen zu kénnen — und dann die Menge der Zustédnde in dem Ener-
gieintervall [E — AFE, E] betrachten. Damit hingt der genaue Wert von S noch von diesem Intervall
AFE ab.

Mathematisch umgeht man das Problem meist dadurch, dass man zu Q(F,V, N) sdmtliche
Zusténde zahlt, deren Energie kleiner oder gleich E ist. Dies ist nicht nur eine wohldefinierte Zahl
in der QM, sondern auch ein wohldefiniertes Volumen im klassischen Phasenraum. Auch wenn man
zundchst den Eindruck gewinnt, es mit einer vollkommen anderen Grofle zu tun zu haben, ist dies
wegen der grofien Zahl von Zusténden nicht der Fall. Bei der Behandlung des freien Gases (Abschnitt
4.1) werden wir noch ein Zahlenbeispiel sehen.

Die kanonische Gesamtheit

Erlaubt man fiir ein System einen thermischen Energieaustausch mit der Umgebung,
d.h.; es kann Energie in Form von Wéarme zwischen System und Umgebung fliefen,
bleiben andererseits aber die Teilchenzahl N und das Volumen V' konstant, spricht
man von der kanonischen Gesamtheit.

In diesem Fall ist die Gesamtenergie des Systems keine Erhaltungsgrofie mehr,
da mit der Umgebung Energie in Form von Wérme ausgetauscht werden kann. Je nach
Beschaffenheit der Umgebung stellt sich in dem System jedoch ein bestimmter Energie-
mittelwert (F) ein. Dieser Mittelwert sei bekannt und stimme mit der thermodynami-
schen inneren Energie iiberein. Nach unseren Uberlegungen zur Shannon-Information
(Abschnitt 1.4) hat nun eine so genannte Boltzmann-Verteilung die hochste Shannon-
Information, d.h., jeder Zustand (zu festem Volumen V und Teilchenzahl N) mit einer
Energie F ist nun mit einer Wahrscheinlichkeit

1

w(E) = Ee_ﬂE (3.7)

in der Gesamtheit vertreten. Dieser Boltzmann-Faktor, der sich hier aus der Maximie-

rung der Shannon-Information ergibt, lédsst sich auch physikalischer ableiten, allerdings

geht dabei die Annahme ein, dass die Anzahl der Zustéinde nidherungsweise exponen-

tiell mit der Energie F zunimmt (siche z.B. [3, 6]). An dieser Stellen setzen wir schon
1

=7 (3.8)
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und nennen 7T die Temperatur des Systems. Eine Begriindung wird allerdings erst
spater erfolgen. Z ist ein Normierungsfaktor, den man als kanonische Zustandssumme
bezeichnet:

Z(B,V.N) =) e PN, (3.9)
(Die Summe erstreckt sich iiber alle Zusténde i; deren Energie bezeichnen wir mit F;.)
Hier haben wir die Abhéngigkeit von den Parametern 3, V, N nochmals betont. Wir
definieren

F(8,V,¥) = =3 Z(5, V. V) (3.10)

als die freie FEnergie der kanonischen Gesamtheit. Den Erwartungswert der Energie

konnen wir aus der Zustandssumme bzw. der freien Energie bestimmen. Es gilt

(E) = % Z Eje PP = —% InZ(B,V,N) = % (BF(B,V,N)). (3.11)

Die erste Gleichung ist die Definition des Erwartungswertes, die anderen beiden er-

geben sich unmittelbar aus den Definitionen von Z und F. Man beachte, dass der

Erwartungswert der Energie in der kanonischen Gesamtheit als Funktion von 5 (bzw.
der Temperatur T') aufzufassen ist.

In Analogie zur Shannon-Information kénnen wir nun auch die Entropie zur

kanonischen Verteilung berechnen:

—BE; —BE; —BE;
S=—kgy ° ——In ¢ —— =k Y QT(ﬂEi +InZ) = kpB(E) + kglnZ (3.12)

K3 2

bzw. (mit = 1/(kgT))

1 1
=—(F)—- =F. 1
§=7(B) - (3.13)
Umgekehrt ergibt sich
F=(E)-TS. (3.14)

Groflkanonische und TpN-Gesamtheit

Die groBkanonische Gesamtheit wird durch ein System realisiert, das neben dem Ener-
gieaustausch mit der Umgebung durch Wiarme auch eine Verdnderung der Teilchenzah-
len zulésst. Dabei kann durch eine Membrane ein Teilchenaustausch mit der Umgebung
moglich sein, oder aber die Teilchenzahlen konnen sich intern durch chemische Reak-
tionen dndern. Nun stellt sich neben einem Erwartungswert fiir die Energie, (E), noch
ein Erwartungswert fiir die Teilchenzahl (N) ein. Entsprechend wird die Shannon-
Information nun durch eine Verteilung maximiert, bei der jeder Zustand mit einer

Energie £/ und einer Teilchenzahl N mit einer Wahrscheinlichkeit

1
w(E,N) = Z—Ge—ﬁEWN (3.15)
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vertreten ist. Das Volumen V' ist nach wie vor eine Konstante. Die Variable p sowie das
Vorzeichen im Exponenten sind Konvention; p hat die Bedeutung eines chemischen

Potenzials. Die grofikanonische Zustandssumme ist
Zo(B,u, V) =) Y e PN, (3.16)
N i

wobei sich die Summe nun iiber alle Teilchenzahlen N sowie (zu gegebener Teilchenzahl
und festem Volumen) iiber die Eigenzusténde zur Energie erstreckt. Ahnlich wie zuvor

erhalten wir

0 0 1
——InZs;=(E) — u(N d —InZs;=—-(N 3.17
aﬁ n G < > lu< > un a/ub n G 5( >’ ( )
und wir kénnen in Analogie zur Freien Energie ein Grofflkanonisches Potenzial
1
K = —Bln e (3.18)

definieren und die genannten Erwartungswerte durch dieses Potenzial ausdriicken. Die
Berechnung der Entropie (aus den Shannon-Information) liefert:

K =F —u(N) = (E)— TS — u(N). (3.19)

Bei thermodynamischen Uberlegungen lisst man die Erwartungswertklammern meist
weg, da die Schwankungen bei thermodynamischen Systemen so klein sind, dass die

Erwartungswerte praktisch dem Wert in den realisierten Einzelsystemen entsprechen.

Die TpN-Gesamtheit ist durch ein System definiert, bei dem kein Teilchen-
austausch mit der Umgebung moglich ist, bei dem sich aber durch Warmefluss die
Temperatur an die Umgebung anpasst, und durch eine Volumenénderung kann sich
das System an den Umgebungsdruck anpassen. Realisiert wird es durch einen Behélter
mit einem frei beweglichen Kolben, sodass der Innendruck immer gleich dem Umge-
bungsdruck ist. AuBlerdem soll iiber die Wénde des Behélters ein Temperaturausgleich
mit der Umgebung mdoglich sein. Bei einem solchen System stellen sich sowohl fiir die
Energie als auch das Volumen Erwartungswerte ein. Die physikalischen Kontrollva-
riablen eines solchen Systems sind die Temperatur 7' (bzw. (), der Druck p und die
Teilchenzahl N. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist durch die Boltzmann-Faktoren

1
w(E,V) = ——e AEY) (3.20)
Zy
geben. Aus dem Logarithmus der Zustandssumme erhédlt man nun als thermodynami-

sches Potenzial die freie Enthalpie:

1
H:—Bm@p (3.21)
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In ganz dhnlicher Form kann man auch eine SpN-Gesamtheit definieren; das
zugehorige thermodynamische Potenzial ist die Enthalpie. In diesem Fall werden als
extensive Groflen die Entropie S sowie die Teilchenzahl N festgehalten, der Druck p
passt sich (durch ein sich frei einstellendes Volumen) an den Umgebungsdruck an. Auch

andere Gesamtheiten sind mdoglich und je nach untersuchter Situation im Gebrauch.

3.1.3 Die Legendre-Transformation

Wie wir gesehen haben, gehort zu jeder Gesamtheit ein thermodynamisches Poten-
zial, aus dem sich durch geeignete Ableitungen nach den jeweils kontrollierten Zu-
standsgroBen die thermodynamischen Beziehungen ergeben. Der Ubergang von einer
Gesamtheit zu einer anderen, bzw. von einem thermodynamischen Potenzial zu einem
anderen, erfolgt durch eine Legendre-Transformation. Dies hatten wir andeutungsweise
schon in den Beziehungen 3.13, 3.14 und 3.19 gesehen und wird im néchsten Abschnitt
nochmals aus einer anderen Perspektive vertieft. Als Vorbereitung betrachten wir in

diesem Abschnitt die mathematische Formulierung der Legendre-Transformation.

(a) (b)

Abbildung 3.1: (a) Konvexe (oben) und konkave (unten) Funktionen. (b) Zur Legendre-
Transformation: Die Legendre-Transformierte f (b) einer Funktion f(x) ist gleich dem
Minimum in der Differenz zwischen der Funktion y = f(x) und der Geraden y =
bx. Man beachte, dass der Wert x(b), an dem das Minimum angenommen wird, eine
Funktion von b ist. f(b) ist gleichzeitig der Schnittpunkt der Tangente an die Funktion
f an der Stelle x(b) mit der y-Achse.

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Definitionen. Eine Funktion f: R —
R heifit konvex, wenn die gerade Verbindungslinie zwischen je zwei Punkten auf dem
Graphen der Funktion oberhalb der Funktion liegt (Abb. 3.1(a)). Entsprechend heifit
eine Funktion konkav, wenn die Verbindungslinie zwischen je zwei Punkten auf dem

Graphen der Funktion unterhalb der Funktion liegt. Die folgenden Definitionen bezie-
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hen sich auf konvexe Funktionen, sie lassen sich aber ebenso auf konkave Funktionen
iibertragen.

Sei f : R — R eine konvexe Funktion. Die Legendre-Transformierte f(b) von
f(x) ist definiert als das Minimum in der Differenz zwischen der Funktion f und der

Geraden y = bux:

f(b) = ming{ f(z) — bz} . (3.22)

Da f eine konvexe Funktion sein soll, ist der Punkt x(b), bei dem das Minimum
angenommen wird, eindeutig.

Das Minimum in der Differenz zwischen den beiden Funktionen wird an der

Stelle angenommen, an dem die Steigung von f(z) gleich der Steigung der Geraden b

ist. Wir bestimmen also zunéchst den Punkt x(b), fiir den gilt:

df(z)
dzx ()

—b. (3.23)

Implizit ist 2:(b) daher eine Funktion von b. Die Legendre-Transformierte ist nun gleich
dieser minimalen Differenz zwischen den beiden Funktionen, also dem Wert der Diffe-

renz an der Stelle z(b):

F(0) = f(x(b) = ba(b). (3.24)
Die Wahl der Vorzeichen in der Legendre-Transformation ist Konvention. Statt die
Legendre-Transformierte als das Minimum von f(x) — bx zu definieren, hétten wir sie
auch als das Maximum von bx — f(z) definieren konnen. Der Unterschied ist nur ein
Vorzeichen.

3.1.4 Die Beziehungen zwischen Thermodynamischen Poten-

zialen

In diesem Abschnitt betrachten wir speziell die mikrokanonische und die kanonische
Gesamtheit und leiten aus dem Formalismus der statistischen Mechanik die Bezie-
hung zwischen den zugehorigen thermodynamischen Potenzialen her. Fiir die anderen
Gesamtheiten fithren dhnliche Uberlegungen zu den entsprechenden Ergebnissen.

In der mikrokanonischen Gesamtheit werden die (innere) Energie E, das Vo-
lumen V und die Teilchenzahlen N direkt durch die Randbedingungen kontrolliert.
Trotzdem haben wir aus der physikalischen Anschauung den Eindruck, dass sich auch
in solchen Systemen eine Temperatur und ein Druck einstellt. Umgekehrt wird bei
der kanonischen Gesamtheit nicht die Energie, sondern die Temperatur 7" kontrolliert,
indem das System mit einem ,, Temperatur-Bad“ der Umgebung Wéarmeenergie aus-
tauschen kann und so seine Temperatur konstant hélt. In diesem Systemen stellt sich
eine mittlere Energie (E) ein, die wir auch beispielsweise iiber die Ableitung der freien

Energie bestimmen kénnen. Es erhebt sich somit die Frage nach der Aquivalenz der
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beiden Gesamtheiten und wie wir auch der mikrokanonischen Gesamtheit eine Tempe-
ratur (und einen Druck) zuweisen konnen. Insbesondere wiirden wir erwarten, dass im
so genannten thermodynamischen Grenzfall, bei dem alle extensiven Groflen wie Vo-
lumen, Teilchenzahl, Energie etc. gegen unendlich gehen, die intensiven Groflen bzw.
die Dichten unabhéngig von der speziellen Wahl der Gesamtheit werden.

Wir betrachten dazu nochmals den Ubergang von der mikrokanonischen zur
kanonischen Gesamtheit. Es sei Q(E,V, N) die Anzahl der Zustinde mit fester Ener-
gie /| festem Volumen V und fester Teilchenzahl N. Dann gilt fiir die kanonische

Zustandssumme:

Zg = Ze—ﬁEi = / QE,V,N)e PEdE . (3.25)
i 0

Ausgedriickt durch die Entropie S(E,V, N) = kgIn Q(E,V, N) ergibt sich:
Zx = / eFs SEVN -8 4 (3.26)
0

Sowohl S als auch E sind extensive Groflen, also nédherungsweise proportional zu N.
Das bedeutet typischerweise, dass der Integrand in obiger Formel ein sehr scharf aus-
geprigtes Maximum bei einer ganz bestimmten Energie F hat und ansonsten sehr
rasch gegen null geht. Den Wert von FE erhalten wir aus der Bedingung:

0 1 0
2 (8B, V,N)—BE ) = 2 S(E,V.N — 2
5B (kBS< JZV,N)—p ) 0 oder aES( ,V,N) . (3.27)

Im thermodynamischen Grenzfall brauchen wir zwischen £ und (F) nicht mehr zu
unterscheiden. Es handelt sich einfach um die innere Energie des Systems.
Der Wert des Integranden an der Stelle seines Maximums — und damit der Wert

von In Z;, — ist
1

InZy — ésw, V) - o (3.28)
Wir erkennen hier in kgZ die Legendre-Transformierte der Entropie S beziiglich ihrer
Variablen E (die konjugierte Variable ist in diesem Fall 1/7").
Statt S als Funktion von E aufzufassen, ist es in der statistischen Mechanik
iiblich, die innere Energie E als Funktion von S aufzufassen. Dann definiert

OF
a5 =T (3.29)

die zu S energiekonjugierte Variable 7', und die freie Energie F' ist die Legendre-

Transformierte der (inneren) Energie E beziiglich der Variablen S:

F(T,V,N)=E(S(T,V,N),V,N)—=TS(T,V,N) (3.30)
In ahnlicher Weise findet man
oE B 0S(E,V,N) P

wobei p der Druck des Systems ist.
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3.2 Anmerkungen zur Entropie

3.2.1 Die Beziehung zwischen statistischem und thermody-
namischem Entropiebegriff

Die Bedeutung von Entropie und Warme im Rahmen der statistischen Interpretati-
on wird aus folgender Uberlegung deutlich. Die Energie E eines thermodynamischen
Systems ist ein Mittelwert der Energien zu den moglichen Zustdnden, die dieses Sys-
tem annehmen kann und die durch die Art des Energieaustauschs mit der Umgebung
bestimmt sind. Es gilt:

E=Y Ew. (3.32)

w; ist die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Zustand i in dem Ensembel vorhanden ist,
>; bezeichnet eine Summe {iber alle erlaubten Zusténde und E; ist die Energie des
Zustands i. Die thermodynamische innere Energie E kann sich prinzipiell auf zwei
Arten dndern:

dE =Y Ejdw;+ Y dEuw;. (3.33)

Sie kann sich einmal &ndern, weil sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung éndert (und
damit die Energien der Mikrozusténde anders gewichtet werden), und sich kann sich
dandern, weil sich die Energien der Mikrozustidnde selbst dndern.

Diese Gleichung ldsst sich unmittelbar mit Gleichung 2.4 vergleichen. Der zweite
Term auf der rechten Seite entspricht den moglichen Arbeitsformen der Energie. In
diesem Fall éndert sich die Energie eines Mikrozustands, weil sich gewisse Parameter
(Volumen, Ladung, Teilchenzahl, etc.) dndern, d.h., es gilt

(das Minuszeichen gibt wieder an, dass W als ,von dem System geleistete Arbeit*
zu verstehen ist). Der weitere Vergleich ergibt fiir die Energieinderung in Form von

Wéirme:

0Q = Eidw. (3.35)

Eine Energieéinderung in Form von Wéarme bedeutet also, dass sich die Wahrschein-
lichkeitsverteilung, mit der bestimmte Zusténde auftreten konnen, dndert und damit
auch der Erwartungswert der Energie. Auch hier wird deutlich, dass die Entropie etwas
mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung {w;} zu tun hat und weniger mit den Parame-
tern (Volumen, etc.) des Systems. Anders ausgedriickt, die Abhéngigkeit der mittleren
inneren Energie £ = E(S,V,...) von der Entropie S steckt in der Abhiingigkeit dieses
Mittelwerts von der Verteilung {w;} (also von den Wahrscheinlichkeiten, mit denen

bestimmte Mikrozustandsenergien F; auftreten kénnen).
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Ganz allgemein folgt fiir die Anderung der Entropie:

dS = —kp Y dw; Inw; — kg »_w;dInw;. (3.36)
Der zweite Term verschwindet, da

Zwi dlnw,; = Zwi%dwi =0, (3.37)

(2

denn wegen ) w; =1 gilt >, dw; = 0. Allgemein ist also:

dS =) dw;I; = —kp Y _ dw; Inw;. (3.38)

Die Entropie éandert sich, weil sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten bestimmter
Zustéande 7 dndert.
Verwenden wir fiir {w;} die kanonische Verteilung (Gl. 3.7), so ergibt sich fur

die Anderung der zugehérigen Entropie:
Y dw(—InZ - BE) = -8 Eduy, (3.39)

(der erste Term verschwindet wieder, da InZ eine Konstante ist und ), dw; = 0).
Damit erhalten wir

dS = kB E;dw; = kpf 6Q = %5@. (3.40)

Wir erhalten also die bekannte Beziehung aus der Thermodynamik: 6¢) = T'dS. Damit
ist auch der Bezug zwischen der statistischen Interpretation der Entropie und der

thermodynamischen Interpretation hergestellt.

3.2.2 Bemerkungen zum Zweiten Hauptsatz

Ein Teil des Zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik besagt, dass die Entropie eines
abgeschlossenen Systems niemals abnimmt und im Gleichgewichtszustand ein Maxi-
mum erreicht (das durch die vorgegebenen Randbedingungen bestimmt ist).

Es wurde immer wieder spekuliert, ob man diese Aussage aus den physikalischen
Gesetzen iiber die Mikrozustédnde ableiten kann. Die Zunahme der Entropie zeich-
net eine Zeitrichtung aus (ndmlich die Richtung, in welche die Entropie zunimmt).
Die grundlegenden Naturgesetze bzw. Bewegungsgleichungen (egal ob Newton’sch, die
Maxwell-Gleichungen oder die Schrodinger-Gleichung) sind aber zeitumkehrinvariant,
d.h., mit jeder Losung x(t) ist auch Z(t) = x(—t) eine Losung (hier steht z(t) allgemein

fiir eine Losung der genannten Gleichungen). Es gibt keinen augenscheinlichen Grund,



3.2. ANMERKUNGEN ZUR ENTROPIE 47

weshalb die eine Losung (bei der die Entropie zunimmt) in der Natur realisiert ist, die
andere aber nicht.

Tatsédchlich ergibt eine oberflichliche Behandlung der zeitlichen Entwicklung
der Entropie, dass diese konstant ist. In der klassischen Physik gibt es den Satz von
Liouville, nach dem ein Volumen im Phasenraum unter der Zeitentwicklung konstant
bleibt, d.h., eine Entropie im Sinne der Definition von Boltzmann (nach der die Entro-
pie im Wesentlichen durch ein Volumen im Phasenraum gegeben ist) scheint zeitlich
konstant zu sein. Ein dhnliches Argument gilt auch fiir die Quantenmechanik: Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung {w; } hat man hier als die Eigenwerte einer Dichtematrix
zu verstehen. Da die zeitliche Entwicklung einer Dichtematrix aber in einer unitéren
Transformation besteht, éndern sich die Eigenwerte zeitlich nicht und damit bleibt
auch die Entropie konstant.

Abbildung 3.2: Beispiel fiir die Entropiezunahme: Ein Ensemble von freien Teilchen
Teilchen in einem eindimensionalen Kasten. (a) Die Teilchen befinden sich anfanglich
in einem kleinen Raumvolumen, haben aber unterschiedliche Geschwindigkeiten. (b)
Nach kurzer Zeit ist die Verteilung etwas ,,gekippt*. (c) Nach sehr langer Zeit fiillt die
Verteilung den klassischen Phasenraum des Systems nahezu dicht aus, ohne jedoch ihr

Volumen verdndert zu haben.

Etwas deutlicher werden die Zusammenhénge, wenn man untersucht, wie
sich ein Phasenraumvolumen zeitlich entwickelt (Abb. 3.2). Ein im Anfangszustand
prapariertes kompaktes Volumen wird in seiner Zeitentwicklung verzerrt, es wird in
manche Richtungen gestreckt und in andere gestaucht, sodass zwar das Gesamtvolu-
men konstant bleibt, im Verlaufe der Zeit sich dieses Volumen aber in Form von immer
feineren und verzweigteren Stréingen praktisch iiber den gesamten zugénglichen Pha-
senraum verteilt. Fiir einen Beobachter erscheint das neue Phasenraumvolumen, das
von den Zustidnden eingenommen wird, grofler als das Anfangsvolumen. Diese qualita-
tive Uberlegung kann man konkretisieren, indem man um jeden Punkt im Phasenraum
ein kleines Volumen wéhlt, das der endlichen Genauigkeit von Messgeriten Rechnung
tragt und somit einer durch die Beobachtung gegebenen Lokalisierbarkeit eines Punk-
tes entspricht (dieses Verfahren bezeichnet man manchmal als ,,coarse-graining®). Hat

sich ein anfinglich kompaktes Volumen in Form feiner Strénge iiber den Phasenraum
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verteilt und , blést“ man nun dieses Phasenraumvolumen durch ein coarse-graining auf,
so erhélt man als neues effektives Phasenraumvolumen den gesamten zugénglichen Be-
reich und damit eine groflere Entropie.

So anschaulich dieser ,,Beweis® auch sein mag, er hat zwei Fehler: Erstens wird
die Entropiezunahme hier auf ein subjektives Element — die Frage der Beobachtbar-
keit und Unterscheidbarkeit der Zustdnde — zuriickgefiihrt, und zweitens gilt dasselbe
Argument auf fiir eine Zeitentwicklung in die Vergangenheit. In beide Zeitrichtungen
nimmt die Entropie zu. Nahezu alle sogenannten ,,Beweise“ fiir die Entropiezunahme
aus mikroskopischen Uberlegungen kranken an diesen beiden Argumenten. Insbeson-
dere das zweite Argument lasst letztendlich nur eine Losung zu: Der Zweite Hauptsatz
gilt nur deshalb, weil die Entropie des Anfangszustands klein war.

Weshalb aber die Entropie beispielsweise beim Big Bang so klein war, ist im-
mer noch ungeklirt. Eine genauere Analyse zeigt lediglich, dass die Entropie im
herkommlichen Big Bang-Modell gleichméfig iiber alle Freiheitsgrade verteilt war (d.h.
eigentlich einem Gleichgewichtszustand mit maximaler Entropie entsprach, wie man
es auch bei einem heiflen Universum erwarten wiirde) aufer auf die Freiheitsgrade der
Gravitation (die nahezu keine Energie bzw. Entropie enthielten). Nahezu die gesamte
Strukturentstehung im Kosmos geht darauf zuriick, dass immer mehr Energie in die
Gravitation geflossen ist und sich dadurch die Entropie vergréfiert hat (eine schone
Diskussion dieser Problematik findet man in den ersten beiden Kapiteln von Penrose

[5])-



Kapitel 4
Anwendungen

In diesem Kapitel betrachten wir zunéchst das wechselwirkungsfreie (klassische) Gas
als Anwendung der statistischen Mechanik. Das Ziel ist, die thermodynamischen Be-
ziehungen, die beim freien Gas bekannt sind, aus dem Formalismus der statistischen
Mechanik abzuleiten. Weitere Anwendungen werden sein: die Spezifische Warme in der
Quantenmechanik, die Maxwell-Verteilung und die Hohenformel, die van-der-Waals-
Theorie, sowie das freie Fermi- und Bose-Gas in der Quantenmechanik im Grenzfall
sehr kleiner Temperaturen. Gerade die letztgenannten Anwendungen werden nur sehr

knapp behandelt.

4.1 Das freie Gas

Als Beispiel fiir die Anwendung des Formalismus der statistischen Mechanik und wie
er zur Thermodynamik fiihrt, betrachten wir nun das wechselwirkungsfreie Gas. Auch
wenn es sich hierbei um eine Idealisierung handelt, ist sie fiir Gase bei hohen Tem-
peraturen bzw. sehr geringen Dichten gut erfiillt. Streng genommen ist das wechsel-
wirkungsfreie Gas gar nicht mit den Methoden der statistischen Mechanik behandel-
bar, da die Ergodenhypothese nicht erfiillt ist (jedes einzelne Teilchen behilt seine
Anfangsenergie). Man sollte also eigentlich gar nicht von einem vollkommen wechsel-
wirkungsfreien Gas sprechen, sondern von einem Gas, bei dem die Wechselwirkungen
aufgrund ihrer Schwiche fiir die thermodynamischen Beziehungen keine Rolle spielen.

4.1.1 Die Anzahl der Zustiande

In der mikrokanonischen Gesamtheit haben wir es mit einem abgeschlossenen Behélter
(der Einfachheit halber kubisch mit der Kantenldnge L und somit dem Volumen V' =
L?) zu tun. Bei N Teilchen sind die moglichen Energieeigenwerte

T2 h?

49
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Die Anzahl der moglichen Zustéinde mit einer Gesamtenergie kleiner als eine Energie
E ergibt sich aus der Anzahl der Moéglichkeiten, fiir die 3V positive natiirliche Zahlen
{n;} (i=1,...,3N) der Bedingung

v
\/nf+n§+...+n§N < V2mE (4.2)

1/3
mh
geniigen. Wir konnen den Ausdruck auf der linken Seite als einen euklidischen Abstand
im 3N-dimensionalen Raum interpretieren. Jede Kombination {n;} definiert einen
Punkt in 3N-dimensionalen Raum und wir fragen somit nach der Anzahl der Punkte
mit positiv-ganzzahligen Koordinaten innerhalb einer Kugel um den Ursprung mit
Radius r = vV2mE V'/3/(nh).

Jeder Punkt mit ganzzahligen Koordinaten definiert um sich herum ein Vo-
lumen (An)3N = 1. Ndherungsweise fragen wir also nach dem Volumen eines Ku-
gelausschnitts (im rein positiven ,,Quadranten eines 3N dimensionalen Raums) von

gegebenem Radius r. Das Volumen einer Vollkugel in 3N Dimensionen ist durch

3N/2
m 3N

Vol(3N) = ——r
L+ 1)

(4.3)

23N dividieren, da wir

gegeben. Dieses Volumen miissen wir noch durch einen Faktor
nur an dem Anteil im positiven Quadranten interessiert sind. Zusétzlich miissen wir
noch durch einen Faktor N! dividieren, da Permutationen der n;’ s bei identischen Teil-
chen nicht zu neuen Zustédnden fithren. Wir vernachléssigen dabei das Volumen zu den
Punkten im R3V, bei denen ein n; = 0 ist, aulerdem gibt es weniger Permutationen,
die zu verschiedenen Vektoren im Hilbertraum fithren, wenn einige der n; gleich sind.
Beide Ndherungen sind erlaubt, wenn die typischen Werte fiir n; wesentlich grofler als
3N sind. Dies ist fiir nicht zu tiefe Temperaturen, makroskopische grofie Systeme und
atomare oder molekulare Bestandteile praktisch immer der Fall.

Mit der Stirling’schen Formel
Inl(zx+1)~zxlnz —x, (4.4)

erhalten wir ndherungsweise

E3/2Vm3/2

1IlQ(E7 V, N) ~ Nln (WF

> + Nlne, (4.5)
wobei ¢ eine rein numerische Konstante ist.

Man beachte, dass dieser Ausdruck eine extensive Grofle darstellt. Definieren
wir e = E/N und v = V/N als die Energie pro Teilchen und das Volumen pro Teilchen,

so folgt:
3/2

InQ(E,V,N)~ Nln <e3/211 ”;13

) + Nlne, (4.6)
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d.h., der Ausdruck im Logarithmus ist eine intensive Gréfle und der Logarithmus von
Q) ist proportional zu N. Dies wére nicht der Fall, hatten wir die Anzahl der moglichen
Kombinationen nicht durch N! geteilt und dadurch der Quantenstatistik der Teilchen
Rechnung getragen. Ohne diesen Faktor enthielte die Entropie einen Term N InV/,
wodurch sie bei einer Verdopplung des Systems (sowohl N als auch V' werden ver-
doppelt) mehr als verdoppelt wiirde. Dies bezeichnet man manchmal als eine Version
des Gibb’schen Paradozons. Es war einer der Griinde, weshalb Gibbs den Faktor N!,
der sich eigentlich erst durch die Quantentheorie erklaren lasst, mit in die Definition
thermodynamischer Potenziale aufgenommen hat.

Mit der Boltzmann-Konstanten gelangen wir somit zu der mikrokanonischen
Entropie des freien Gases:

(4.7)

E3/2 3/2
ﬂﬂ%N%ﬁ@Wn( Vom ),

N5/2  p3

wobei wir die nicht weiter interessierende Konstante weggelassen haben.

4.1.2 Kalorische und thermische Zustandsgleichung

Unter Ausnutzung von Gl. 3.27 erhalten wir die kalorische Zustandsgleichung, die
allgemein eine Beziehung zwischen der Energie E, der Temperatur 7' und dem Volumen

V' bezeichnet:
dS(E,V,N) 1 3 1

o 1 2"VE (48)
oder 5
E=N kT (4.9)

Fiir ein freies Gas ist die Energie somit unabhéngig vom Volumen. Dies ist auch
einsichtig, da die gesamte Energie des Systems in der kinetischen Energie seiner Be-
standteile steckt. Da zwischen diesen Bestandteilen keine Wechselwirkung herrscht,
spielt der mittlere Abstand (und damit das Volumen des Systems) fiir die Energie
keine Rolle. Im Allgemeinen wird die Energie durchaus vom Volumen abhéngen, da in
einem grofleren Volumen (bei gleicher Teilchenzahl) der mittlere Abstand zwischen den
Teilchen grofer und damit auch die potenzielle Energie (bei einem typischen Lennard-
Jones-artigen Potenzial) grofier ist.

Aus der kalorischen Zustandsgleichung erhalten wir auch die Warmekapazitit
(bei konstantem Volumen — wir behandeln die mikrokanonische Gesamtheit):

oE 3

Durch Ableitung nach V' erhalten wir aus der mikrokanonischen Entropie nach

Gl. 3.31 den Druck: 9S(E. V. N) N
p » Vi
== =fkp—. 4.11
EYa BY (4.11)
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Dies ist die sogenannte thermische Zustandsgleichung, die eine Beziehung zwischen den
ZustandsgroBen p, V und T herstellt. In folgender Form ist sie bekannter:

pV = NkgT . (4.12)

Zusammen mit der kalorischen Zustandsgleichung erhalten wir damit fiir ein freies Gas
eine Beziehung zwischen der Energie und dem Druck und Volumen:

3
E=2pV. (4.13)

Man lasse sich nicht dadurch verwirren, dass die Energie, entgegen der Behauptung
nach der kalorischen Zustandsgleichung 4.9, nun doch eine Funktion vom Volumen
ist. In der Thermodynamik ist immer wichtig, als Funktion von welchen Variablen die
Groflen aufgefasst werden, und die Unabhéngigkeit vom Volumen gilt beim freien Gas
nur, wenn die Energie als Funktion der Temperatur und des Volumens formuliert wird.
Ahnliches gilt fiir die thermodynamischen Potenziale: Nur als Funktion von S, V und
N ist die Energie ein thermodynamisches Potenzial; nur als Funktion von £, V und N
ist die Entropie ein thermodynamisches Potenzial; nur als Funktion von 7', V und N
ist die Freie Energie ein thermodynamisches Potenzial, etc. Alle diese Groien lassen
sich natiirlich auch als Funktionen von anderen Variablen schreiben, aber dann haben
sie nicht die Bedeutung eines Potenzials.

Mit obiger Beziehung fiir die Energie konnen wir fiir das freie Gas auch die Form
der Isothermen und Adiabaten angeben, die wir qualitativ bei den Carnot-Prozessen
(Abschnitt 2.6) verwendet haben. Aus obiger thermische Zustandsgleichung ergibt sich
fiir Isothermen die allgemeine Beziehung zwischen p und V' zu

1
p = const v (Isotherme) . (4.14)

Fiir die Adiabaten finden wir aus Gl. 4.5 zunéchst die Beziehung E%/?V = const, und

zusammen mit obiger Gleichung fiir £ als Funktion von p und V:

p = const. (Adiabate) . (4.15)

1
V/5/3

Das zeigt fiir das freie Gas nochmals, dass Adiabaten , steiler sind als Isothermen.

4.1.3 Die kanonische Verteilung

Als Beispiel fiir die Aquivalenz zwischen den Verteilungen betrachten wir nun die kano-
nische Gesamtheit fiir ein freies Gas. Da wir das klassische Gas betrachten, berechnen
wir die kanonische Zustandssumme auch nur in diesem Grenzfall.
Mit der Hamilton-Funktion fiir ein freies Gas von N Teilchen,
. S 1 o
H(p17"'7pN) _Zpi27 (416)

:2mi
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erhalten wir fiir die kanonische Zustandssumme:

1 g ,
Z(B,V.N) = h3NN!/d3Np/Vd3N$ €xp <—% sz?) (4.17)

VN 3N
- WV </ e (_%p 2)) e

N 3N/2
_ JL_<@E> (4.19)
h3N NI I6]
1 /v\Y

Hierbei haben wir die thermische deBroglie-Léinge

g h
2rm  \2rmkgT

A=h (4.21)

definiert. (Manchmal verwendet man statt A auch einfach die Planck’sche Konstante
h.) A entspricht der mittleren Ortsunschérfe eines Teilchens, dessen Impulsunschérfe
von der GroBlenordnung des Impulses zur thermischen Energie kT ist. Ist das Vo-
lumen V/N, das einem einzelnen Teilchen zur Verfiigung steht, grofier als das Volu-
men zur thermischen deBroglie-Linge, also V/(NA3) > 1, so verhilt sich ein System
niherungsweise klassisch. Ist das Volumen pro Teilchen kleiner als A\*, so muss man
mit typischen Quanteneffekten rechnen.

Nach unseren allgemeinen Uberlegungen ergibt sich der Erwartungswert der
Energie aus der Ableitung des Logarithmus dieser Zustandssumme nach :

_ 9 3N1 3N
Ee-Zmz=222 2V 1. 4.22
8 " 23 2™ (4.22)

Dies ist wieder die kalorische Zustandsgleichung. Entsprechend erhédlt man die ther-
mische Zustandsgleichung aus einer Ableitung nach V. Fiir die freie Energie erhalten
wir (in der Naherung der Stirling’schen Formel):

1 V (mkgT)3/?
F:—EmZ%N@Tm(NL—%l—>. (4.23)

Wiederum sehen wir, dass die freie Energie proportional ist zu /N und ansonsten eine
Funktion von intensiven Variablen. Und wieder gilt das nur, weil wir in der Zustands-

summe durch den Permutationsfaktor N! dividiert haben.
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4.2 Die Wiarmekapazitit bzw. die spezifische

Warme

Im Gleichgewicht ist die Energie auf alle thermodynamischen Freiheitsgrade
gleichmiBig verteilt; dies entspricht der gréfitmoglichen Entropie.! Wie schon erwihnt,
ist ein thermodynamischer Freiheitsgrad ein Freiheitsgrad, der Energie aufnehmen
kann. Beispielsweise ist der Impulsfreiheitsgrad eines Teilchens ein thermodynamischer
Freiheitsgrad (eine Impulséinderung fithrt zu einer Anderung der kinetischen Energie),
der Ortsfreiheitsgrad bei einem freien Teilchen aber nicht, da sich die Energie eines
freien Teilchens durch eine Verdnderung des Ortes nicht dndert.

Allgemein ist die Warmekapazitdt ein Mafl dafiir, wie viel Warme einem System
zugefithrt werden muss, um die Temperatur des Systems um eine bestimmte Einheit

zu erhohen:

5Q = CAT. (4.24)

Bezieht man C' auf eine Masseneinheit, erhélt man die spezifische Wirmekapazitdt oder
kurz spezifische Wirme, bezieht man C' auf ein Mol einer Substanz, so spricht man von
molarer Wirmekapazitit, molarer Wéirme oder manchmal auch einfach Molwdrme.?
Diese Grofle hangt im Allgemeinen von den Prozessbedingungen ab, und insbesonde-
re bei Gasen unterscheidet man zwischen Cy,, der Warmekapazitdt bei konstantem
Volumen, und C,,, der Wérmekapazitit bei konstantem Druck.

Wegen der Gibbs’schen Fundamentalform
dE =46Q — pdV (4.25)

ergibt sich die Warmekapazitidt unmittelbar aus der kalorischen Zustandsgleichung
(bei der die Energie als Funktion der Temperatur und dem Volumen aufgefasst wird)
durch Ableitung nach 7" (vgl. Gl. 2.1):

or_r, (4.26)

Cv=r7 = ks

'Diese Aussage scheint zunichst der oben erwahnten Boltzmann-Verteilung zu widersprechen, bei
der Zusténde mit niedrigerer Energie mit groflerer Wahrscheinlichkeit besetzt sind. In beiden Fillen
ist die Grundannahme, dass jeder Mikrozustand gleich wahrscheinlich ist. Fiir ein Wéarmebad gilt
jedoch, dass die Anzahl der Mikrozustéinde niherungsweise exponentiell mit der Energie zunimmt,
und der Faktor in diesem Exponentialgesetz definiert die Temperatur des Warmebads. Ein kleineres
System, das mit dem Wirmebad Energie austauschen kann, befindet sich daher mit (exponentiell)
groBerer Wahrscheinlichkeit in einem Zustand, dessen Energie kleiner ist.

2Die alte Einheit fiir Wirme, die Kalorie ,,cal“, war definiert als die Warmemenge, die ein Gramm
Wasser bei konstantem Atmosphérendruck von 14,5 auf 15,5°C erhoht. Damit hatte die spezifische
Wirme von Wasser bei dieser Temperatur per definitionem den Wert 1 in Einheiten von kcal/(K-kg).
In den heute iiblichen SI-Einheiten ist dieser Wert ungeféhr 4, 1855 J/(K - kg).
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Nach den Uberlegungen der klassischen Mechanik sollte die Wirmekapazitéit bzw. die
spezifische Warme also eine Konstante sein. Insbesondere geht sie fiir T — 0 nicht
gegen null, was aus allgemeinen Griinden jedoch der Fall sein sollte. In der Quanten-
mechanik ldsst sich das Verhalten der spezifischen Warme genauer untersuchen. Wir
betrachten dazu einen einzelnen harmonischen Oszillator und berechnen den Erwar-
tungswert der Energie bei einer Temperatur 7"

_ > Ee P olnZzZ
E = —E = 5 (4.27)
> e hE B
mit der Zustandssumme
> . 1 1
_ —BE; __ —Bhw(n+sz) _ ,—5B8Mw
Z—;e —nzzoe 2/ = 2 m (428)
Also folgt:
-~ 1 e A b 4 hwe P fiir kpT < hw
o + Kk ur kBT > hw

Fiir hohe Temperaturen finden wir also (bis auf die Grundzustandsenergie) das klassi-
sche Verhalten und eine konstante Warmekapazitéit (mit dem richtigen Faktor f = 2
fiir die thermodynamischen Freiheitsgrade). Fiir tiefe Temperaturen geht die Energie
exponentiell gegen die Grundzustandsenergie und entsprechend die Warmekapazitit
exponentiell gegen Null. Anschaulich bedeutet das Folgendes: Da zur Anregung des er-
sten Energieniveaus iiber dem Grundzustand eine bestimmte Energie (hw) notwendig
ist, diese Energie aber bei Temperaturen mit kgT" < hw nicht als thermische Energie
zur Verfiigung steht, ist dieser Oszillator fiir tiefe Temperaturen praktisch eingefroren.
Seine Freiheitsgerade kénnen thermisch nicht angeregt werden und deshalb verschwin-
det die zugehorige Wiarmekapazitét.

Eine entsprechende Aussage gilt fiir nahezu alle Freiheitsgrade, mit denen eine
Quantisierung der Energie verbunden und somit eine bestimmte minimale Energie-
menge zur Anregung der Zustdnde notwendig ist. Daher ,sieht“ man bei gewchnlichen
Temperaturen oft nur wenige Freiheitsgrade (Translation und Rotation und bei man-
chen Molekiilen noch bestimmte Schwingungszustidnde), wihrend andere Freiheitsgra-
de (z.B. im Zusammenhang mit den Freiheitsgraden im Atomkern) zur spezifischen
Wiérme nicht beitragen. Etwas vereinfacht kann man somit festhalten: Die spezifische
Wirme zihlt die Anzahl der Freiheitsgrade (pro Masseneinheit), die bei einer bestimm-

ten Temperatur in der Lage sind, Energie aufzunehmen.



56 KAPITEL 4. ANWENDUNGEN
4.3 Maxwell-Verteilung und H6henformel

4.3.1 Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung

Die Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung gibt an, mit welcher Wahrscheinlich-
keit(sdichte) ein beliebig herausgegriffenes Teilchen aus einem (klassischen) Ensemble
einen Geschwindigkeitsbetrag v hat.

Zunichst bestimmen wir die Wahrscheinlichkeitsdichte w(pq, pa, p3) fiir den
(vektoriellen) Impuls eines Teilchens. Bei einer Hamilton-Funktion der Form

1 . S -
H = %;pf—}—W(xl,...,xN) (4.30)
ist diese gegeben durch
1
w(pr,p2.ps) = /d3p2---'d3pnd3N:r o PHbT) (4.31)

Uber den Impuls des ersten Teilchens wird im Zahler nicht integriert. Die Faktoren
1/(h*N N!) heben sich im Z#hler und Nenner weg. Unabhingig von der Art der Wech-
selwirkung W heben sich ebenfalls die rdumlichen Anteile im Zahler und Nenner weg,
und wegen der Additivitdt der kinetischen Energien heben sich auch alle Impulsbei-
trage auer dem ersten weg. Es folgt also

) 1
wpr,p2,ps) = Z P | —g

also einfach der normierte Boltzmann-Faktor. Die neue Normierungskonstante ist

(p} + p3 +p§)) : (4.32)

1
7= / d'p exp (_2kaT(p? +p3 +p§>) = (2mmkpT)*?. (4.33)

Ausgedriickt durch die Geschwindigkeiten erhalten wir

3/2
w(vy, vy, v3) = m / exp —L(U2 +v3+v3) ) (4.34)
' ’ 27TI€BT QkBT ! 2 3

Die neue m-Abhéngigkeit des Normierungsfaktors héingt mit dem Wechsel des Integra-
tionsmafles d3p = m3d3v zusammen. Man beachte, dass sich diese Verteilungsfunktion
lediglich aus dem Boltzmann-Faktor ergibt.

Nun wechseln wir zu sphéarischen Koordinaten fiir die Geschwindigkeiten, d.h.,
eine Koordinate ist der Betrag der Geschwindigkeit v = \/m , die anderen
beiden Koordinaten sind Winkelkoordinaten, iiber die wir integrieren und die einen
Faktor 47 liefern. Damit erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte w(v) fiir den
Betrag der Geschwindigkeit:

3/2
_ m 2 _om o
w(v) =47 (27Tk2]3T> v* exp ( 2kBTU ) . (4.35)
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Der Faktor v? kommt durch den Wechsel von kartesischen Koordinaten d3wv; zu
sphirischen Koordinaten 4mv?dr (mit ausintegrierten Winkeln). Diese Wahrschein-
lichkeitsdichte bezeichnet man als Maxwell-Verteilung oder auch Maxwell-Boltzmann-
Verteilung fiir die Geschwindigkeiten.

4.3.2 Barometrische Hohenformel

Fiir die Herleitung der barometrischen Hohenformel nehmen wir eine Hamilton-
Funktion der Form

Hip) = 53 7+ S W@ 5) +mg > h (4.36)
i i#j i
an, wobei h; die dritte Komponente der Ortskoordinate des i-ten Teilchen sein soll.
Die Paarwechselwirkungen sollen sehr kurzreichweitig sein, d.h., die Abmessungen des
Volumens V' sollen wesentlich groler als die Reichweite der Paarpotenziale sein.

Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Teilchen in der Hohe h
zu finden. Analog zu den Uberlegungen des vorherigen Abschnitts heben sich nun alle
Impulsbeitrage im Zéhler und Nenner der kanonischen Verteilungsfunktion weg. Au-
Berdem wechseln wir in der Ortsintegration zu Relativkoordinaten sowie den Schwer-
punktskoordinaten. Die Integrationen iiber die Relativkoordinaten heben sich ebenfalls
im Z#hler und Nenner weg und letztendlich erhalten wir fiir die gesuchte Wahrschein-
lichkeit

1
w(h) = Ne_ﬁmgh. (4.37)

N ist ein Normierungsfaktor. Insbesondere folgt die barometrische Hohenformel:

w(hs) = w(h) exp (—g—gT(hz - h1)> : (4.38)
B

Auch in diesem Fall erweist sich die Formel als unmittelbare Folgerung aus der

Boltzmann-Verteilung.

Die barometrische Hohenformel ist jedoch nur eine Naherung. In Wirklichkeit
nimmt die Temperatur mit der Héhe ab, d.h., das System befindet sich nicht in einem
wirklichen thermischen Gleichgewicht. Diesen Effekt haben wir bei der Herleitung
vernachléssigt.

4.4 Das van der Waals-Gas

Das van der Waals-Gas ist eine Verallgemeinerung des freien Gases, bei der
phénomenologisch zwei Effekte einer Wechselwirkung zwischen den Teilchen
berticksichtigt werden: (1) eine endliche Ausdehnung d der Teilchen, die meist durch
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ein sehr stark abstofendes Potenzial fiir kleine Absténde r < d beschrieben wird und
(2) bei etwas grofleren Abstdnden eine Anziehung, die mit zunehmendem Abstand

rasch gegen null geht. Oft verwendet man ein so genanntes Lennard-Jones-Potenzial

C1 &)

w(r) =¢ <m — —) (4.39)

76

als effektives Wechselwirkungspotenzial zwischen Teilchen (vgl. Abb. 4.1).

w(r)

Abbildung 4.1: Typisches Wechselwirkungs- ‘2\/ r

potential zwischen Molekiilen.

Die thermische Zustandsgleichung des van der Waals-Gases lautet

(p + v%> (v —wo) = kpT, (4.40)

die kalorische Zustandsgleichung ist

3 a
E=N|-kgT ——-) . 4.41

(2 b v) ( )
vy trigt der endlichen Ausdehnung der einzelnen Teilchen Rechnung und héangt mit d
iiber die Beziehung

2
vy = §d3 (4.42)

zusammen. Das entspricht der Hélfte des Volumens zu einem Radius d, das bei zwei
Teilchen durch die Abstoflung ausgeschlossen wird und das sich die beiden Teilchen
steilen“. (v — vg) ist also das pro Teilchen zur Verfiigung stehende effektive Volumen.

a/v hat die Dimension einer Energie und entspricht einer mittleren potenziellen
Energie pro Teilchen (die negativ ist, da die Teilchen sich vornehmlich anziehen).
Die Konstante a ist die iiber den gesamten Raum integrierte potenzielle Energie im
anziehenden Bereich des Potenzials und ergibt sich aus den Parametern des gewéhlten
Potenzials. a/v? ist ein zugehdriger Druck bzw. eine Energiedichte.

Die freie Energie F', die zu den beiden Zustandsgleichungen fiihrt, ist

23 Na

v — g v

F(T,V,N) = NkgT In : (4.43)

wobei A wieder die termperaturabhéngige thermische deBroglie-Lange ist.
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Die Isothermen des van der Waals-Gases zeigen ein interessantes Verhalten:
Oberhalb einer kritischen Temperatur 7™ sind sie monoton fallend und gleichen fiir sehr
hohe Temperaturen denen des freien Gases. Unterhalb von 7™ haben die Isothermen
zwei lokale Extrema und einen Wendepunkt (vgl. Abb. 4.2). Bei 7' = T* haben die
Isothermen bei einem Volumen pro Teilchen v* einen Wendepunkt mit waagerechter
Tangente.

Abbildung 4.2: Isothermen der van der
Waals’schen Gleichung. Oberhalb einer kriti-
schen Temperatur 7™ zeigen sie ein monoton
abfallendes Verhalten dhnlich wie bei einem
freien Gas. Unterhalb der kritischen Tempe-
ratur 7™ gibt es einen unphysikalischen Be-
reich, in dem der Druck bei groflerem Volu-

men zunimmt.

@Y

Fir T" < T™ ist das Verhalten der Isothermen teilweise unphysikalisch: Es gibt
einen Bereich, in dem eine Abnahme des Volumens gleichzeitig eine Abnahme des
Drucks bewirkt. Ein solches Gas wére instabil; es wiirde spontan sein Volumen ver-
ringern. Die Ndherungen, die von einer exakten Behandlung eines Gases mit einem
Lennard-Jones-Potenzial zu den van der Waals-Gleichungen fiihren, sind hier nicht
mehr berechtigt. Trotzdem kann man die van der Waals-Gleichungen auch fiir 7" < T™
noch verwenden, allerdings ersetzt man die Isothermen in dem unphysikalischen Be-
reich durch ein Plateau, das man aus der so genannten Maxwell-Konstruktion erhélt:
Man verbinde den linken und rechten Zweig der van der Waals-Isothermen durch eine
waagerechte Linie, sodass die beiden in Abb. 4.2 schraffierten Flachen gleich werden.

Fiir Temperaturen unterhalb von 7™ beschreibt das System nun einen Pha-
seniibergang erster Ordnung: Bei sehr grofien Werten von v ist der Druck p klein und
man befindet sich in der Gasphase. Der Druck nimmt zu, wenn v kleiner wird. Ab ei-
nem Volumen v; (pro Teilchen) beginnt eine Kondensationsphase. Verringert sich das
Volumen weiterhin, dndert sich der Druck nicht, sondern es gehen nur Molekiile aus
der Gasphase in die fliissige Phase iiber. Dieser Bereich, in dem die Gasphase und die
fliilssige Phase koexistieren, hélt an, bis ein Volumen v, erreicht ist, bei dem sich alle
Teilchen in der fliissigen Phase befinden. Nun bewirkt eine weitere Volumenvermin-
derung einen raschen Druckanstieg entsprechend der geringen Kompressibilitdt von
Fliissigkeiten.

Diesen Phaseniibergang zwischen einer gasférmigen und einer fliissigen Phase
gibt es nur unterhalb einer kritischen Temperatur 7. Oberhalb dieser Temperatur
verschwindet der Unterschied zwischen fliissiger und gasformiger Phase. Den Punkt
(T, p*) bezeichnet man als kritischen Punkt. Fiir Wasser liegt er bei ungefdhr 7% =
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374°C und p* = 221 bar.

4.5 Ideale Quantengase

Ideale Quantengase spielen in unterschiedlichen Systemen eine wichtige Rolle. Bei-
spielsweise sind die Bedingungen fiir ideale Fermi-Gase bei tiefen Temperaturen in
bestimmten Sternen (z.B. weiflen Zwergen) erfiillt. Ideale Bose-Gase und die bei tie-
fen Temperaturen auftretende Bose-Einstein-Kondensation hat gerade in den letzten
Jahren zunehmend an Bedeutung gewonnen. Aber auch Gase aus Quasi-Teilchen — kol-
lektive Anregungen in materiellen Systemen, die sich ndherungsweise wie Teilchen ver-
halten — sind von grofler Bedeutung, beispielsweise bei der Supraleitung. Hier kénnen
wir nur ganz rudimentér auf die Behandlung idealer Quantengase eingehen. Eine etwas
ausfiithrlichere Behandlung findet man beispielsweise in [6]

4.5.1 Die Besetzungszahldarstellung

Zur exakten Behandlung von Quantensystemen ist es oftmals problematisch, bei identi-
schen Teilchen die korrekten Symmetriesierungsfaktoren zu beriicksichtigen. Der bisher
verwendete Faktor N! setzt voraus, dass sich alle Teilchen in verschiedenen Zustdnden
befinden und daher die volle Symmetriegruppe beriicksichtigt werden muss.

Zur Vermeidung dieser Problematik bietet sich insbesondere bei idealen (also
wechselwirkungsfreien) Quantengasen eine andere Darstellung der Quantenzustéinde
als die durch Wellenfunktionen an. Dies ist die sogenannte Besetzungszahldarstellung.
Seien |7) (i € N) die moglichen Zusténde eines einzelnen Teilchens und ¢; die zu-
gehorigen Energien, dann kénnen wir jeden Zustand eines /N-Teilchensystems eindeu-
tig durch die Angabe |nq,ns,ngs,...) der Besetzungszahlen charakterisieren. n; ist die
Anzahl der Teilchen, die sich im i-ten Einteilchenzustand befinden. Fiir Fermionen
kann n; nur 0 oder 1 sein, da jeder Zustand maximal einfach besetzt sein darf. Fiir
Bosonen ist n; eine beliebige natiirliche Zahl (einschliefllich 0). Die Gesamtenergiec E
und die Teilchenzahl N des Systems freier Teilchen sind somit

E = Z ni€; und N = Z n; . (4.44)
Zur Berechnung der kanonischen Zustandssumme
Z= > e (4.45)

ni+...+ny=N

muss die Einschrinkung an die Gesamtteilchenzahl beriicksichtigt werden, was kom-
binatorisch ein Problem darstellt. Hier bietet es sich an, zur groflkanonischen Ge-

samtheit zu wechseln und iiber alle Teilchenzahlen zu summieren, allerdings einen
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Boltzmann-Faktor zur Teilchenzahl mit dem entsprechenden chemischen Potenzial p
zu beriicksichtigen. Das chemische Potenzial ist spéter so anzupassen, dass der Erwar-
tungswert fiir die Teilchenzahl gleich einem vorgegebenen Wert N ist. Die groflkano-
nische Zustandssumme ist:

T = Z o BE+BuN _ Z exp (—ﬁ Z n;€; + Bu Z nl> (4.46)

{n;} {n:}

Die Summation iiber die uneingeschrankten Besetzungszahlen faktorisiert nun, was
fiir den thermodynamisch wichtigen Fall des Logarithmus der Zustandssumme eine
Summation iiber alle Einteilchenzustédnde bedeutet:

Za =] 2 bzw. nZg=Y InZ, (4.47)

wobei Z; eine Zustandssumme zu dem Ein-Teilchen-Zustand |i) darstellt:

i = Z o BricitBun; (4.48)

ng

Diese Summe kénnen wir geschlossen ausfiihren, miissen nun aber zwischen Fermionen

(n; = 0,1) und Bosonen (n; = 0,1,2,...) unterscheiden:

(1 + e_ﬂ(ei_“)) Fermionen

(—1 — e—ﬁ(q—u)) Bosonen

(4.49)

bzw.
InZ; =£1n (1 £e P M) (+ Fermionen, — Bosonen) . (4.50)

Im Folgenden wird der Unterschied zwischen Fermionen und Bosonen héufig lediglich
in Vorzeichen liegen. Die Konvention wird dann sein, dass das obere Vorzeichen den
fermionischen Fall und das untere Vorzeichen den bosonischen Fall beschreibt.

Die mittlere Besetzungszahln; des i-ten Zustands gibt an, mit wie vielen Teilchen
dieser Zustand bei einer bestimmten Temperatur im Mittel besetzt ist. Wir kénnen
ihn leicht direkt oder aber auch aus der Ableitung von In Z; nach dem chemischen

Potenzial bestimmen:

1 1 a e_/B(Q'_M) 1
7= o Blei—pwn, _ o _
"7 Zn_ e Bop i T Txe e B mEl

(4.51)

Fiir Fermionen ist diese mittlere Besetzungszahl offensichtlich immer kleiner als 1. Fiir
kleine Energiewerte (e¢; < p) ist sie nahezu 1, fiir groe Energiewerte (e > ) geht sie

exponentiell gegen 0. Das chemische Potenzial ist so zu wéhlen, dass die Gesamtanzahl
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aller Teilchen gleich N ist. Fiir § — oo, also T' — 0, wird die mittlere Besetzungszahl
von Fermionen zu einem Kastenpotenzial (vgl. Abb. 4.3). Das chemische Potenzial
entspricht nun dem Energiewert ep, bei dem alle Zustdnde mit einer kleineren Energie
einfach besetzt und alle Zustdnde mit einer grofleren Energie unbesetzt sind. ep ent-
spricht also dem N-ten Energiezustand des Systems und wird als Fermi-Energie oder
auch Fermi-Kante bezeichnet.

n(e)s

! ~
A ‘

($yal €

Abbildung 4.3: Die Besetzung der Energieniveaus fiir Fermionen bei verschwindender
Temperatur entspricht einem Kastenpotenzial. Bei tiefen aber von null verschiedenen

Temperaturen wird das Kastenpotenzial nahe der Fermi-Kante aufgeweicht

4.6 Die Bose-Einstein-Kondensation

Fiir Bosonen kann die mittlere Besetzungswahrscheinlichkeit ein ,,pathologisches“ Ver-
halten zeigen. Zunéchst muss fiir das chemische Potenzial g immer u < ¢y gelten, wo-
bei €y die Energie des Grundzustands ist, da andernfalls die Besetzungszahl unendlich
wird. Im Folgenden setzen wir ¢y = 0, sodass die Bedingung ;1 < 0 lautet. Andererseits
kann es sein, dass fiir gentigend grofle Werte von 3 (also sehr niedrige Temperaturen)

selbst fiir 4 = 0 die Summe

1 !
Zeﬁq_l = N < 0 (4.52)
i#£0

ist. Hier verlauft die Summe iiber alle Zustinde aufler dem Grundzustand und N’ ist
die grofit mogliche Anzahl von Teilchen, die sich nicht im Grundzustand befinden.
Man kann zeigen, dass dies in 3 (und mehr) Dimensionen moglich ist. Falls jedoch die
gesamte Teilchenzahl N grofler ist als der obige Wert, muss sich eine makroskopische
grofle Anzahl ng von Teilchen im Grundzustand befinden. ,Makroskopisch® bedeu-
tet in diesem Fall, dass ny/V auch im thermodynamischen Grenzfall deutlich von 0
verschieden ist.
Das chemische Potenzial y ist in diesem Fall durch

_ 1
Ng = eﬁll ] (453)
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gegeben, und da ng in diesem Fall proportional zu V' ist, muss sich die intensive Grofie
p wie 1/V verhalten, also im thermodynamischen Grenzfall sehr prézise justiert gegen
0 gehen.

Den makroskopischen Anteil aller Teilchen, die sich im Grundzustand befinden,
bezeichnet man als Bose-Kondensat, und den Phaseniibergang von einer ,,idealen Bose-
Gasphase“ — in der limy_, o, n9/V — 0 — zu einer Phase, in der es ein Bose-Kondensat

gibt, nennt man Bose-Finstein-Kondensation.

[ Abbildung 4.4: Isothermen in einem p-v-
' Diagramm fiir ein ideales Bose-Gas. Der Be-
reich K bezeichnet das Gebiet, in dem ein Bose-

Kondensat vorliegt, in dem Bereich " K gibt es

nur das Bose-Gas. Dort gleichen die Isothermen

q) denen des idealen klassischen Gases.

Anschaulich kann man sich die Situation in dem Bereich des Phaseniibergangs
wie ein Zwei-Phasen-System — beispielsweise die gasformige und die fliissige Phase
beim Phaseniibergang Gas—Fliissigkeit von Wasser — vorstellen. Alle Teilchen, die sich
nicht im Grundzustand befinden, befinden sich einer gasférmigen Phase. Die Teilchen
im Grundzustand bilden die fliissige Phase. Verringert man in dem kritischen Bereich
das Volumen, erhoht sich der Druck nicht, sondern es treten lediglich mehr Teilchen
aus der Gasphase in die Bose-Einstein-kondensierte Phase, also den Grundzustand
(vgl. Abb. 4.4).
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