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(Fassung 03/2012)
6.5 Transformator (Versuch 54)

Physikalische Grundlagen ‘

Der ideale Transformator:

Ein Transformator besteht aus zwei (oder mehr) Spulen meist unterschiedlicher Windungszahl Ny
und No. An der Primérseite wird eine sinusformige Wechselspannung U; angelegt. Damit der dadurch
erzeugte magnetische Fluss ® moglichst quantitativ auch die Sekundérspule(n) durchsetzt, verwendet man
einen Eisenkern, der den Fluss konzentriert. Im Idealfall ist der Widerstand dieser Spulen rein induktiv,
damit wird Uy gerade durch eine entgegengesetzt gleich grofie Selbstinduktionsspannung kompensiert, die
ihrerseits gleich der negativen Flusséinderung @ durch alle N; Windungen ist:

U1 = Nl(I)
In der Sekundirspule (iiber die sog. Gegeninduktivitéit) induziert dieselbe Flusséinderung die Spannung
Uy = —Nod

Das Vorzeichen héngt jedoch vom Wicklungssinn der Spulenwicklungen ab und soll im Folgenden aufler
Betracht bleiben. Die Spannungsiibersetzung (Ubersetzungsverhltnis), d.h. der Quotient aus Primiir-

und Sekundérspannung ist definiert als

.. U, Ny

U=2L_-1 6.49
Im Idealfall (und n#herungsweise beim unbelasteten Transformator) ist sie durch das Verhéltnis der
Windungszahlen von Priméir- und Sekundérwicklung gegeben. Anschaulicher aus physikalischer Sicht ist

allerdings der Kehrwert Us /Uj.

Realer Transformator, Ersatzschaltbild:

Beim einem realen Transformator sind verschiedene Storeffekte zu beriicksichtigen. Bei Belastung
machen sich die ohmschen Widersténde R¢y,1 und Rey, 2 der beiden Spulenwicklungen bemerkbar (sog.
Kupferverluste), die — wie der Innenwiderstand bei jeder anderen Spannungsquelle auch — zu einem
vom Laststrom abhingigen Spannungsabfall am Ausgang fiihren. Das o.g. ideale Ubertragungsverhiltnis
wird daher allenfalls ohne Belastung des Transformators erreicht. Ebenso behindern Wirbelstrome, die
im Eisenkern entstehen, sowie die Hysteresis des Eisens den verlustfreien Aufbau eines magnetischen
Flusses (sog. Eisenverluste). Aufgrund der Hysteresis bei der Magnetisierung des Eisens (Zusammenhang
zwischen Magnetfeldstirke H und magnetischer Flussdichte B) wird stindig Leistung verbraucht, die
letztlich nur den Eisenkern erwérmt, die aber dennoch eine stindige Last im Stromkreis darstellt und
ebenfalls zu einer Reduzierung der Ausgangsspannung fiihrt. Diese Verluste werden im Ersatzschaltbild
fiktiv in einem weiteren ohmschen Widerstand Rp. zusammengefasst. Schliefilich gelingt es auch nicht,
den magnetischen Fluss vollkommen auf das Innere der beiden Spulen zu beschriinken, ein geringer Anteil
durchsetzt den Auflenraum (sog. Streufluss, erzeugt in entsprechenden Streuinduktivitédten Lgirey,1 bzw.
LS‘rreu,Q)-

Die Eigenschaften eines realen Transformators lassen sich quantitativ sehr schon durch die einzelnen
Elemente in einem Ersatzschaltbild (s. Abb. 6.1) darstellen. Der ideale Transformator wird dabei nur
durch einen idealen Ubertrager beschrieben, der keine Nebeneffekte zeigt. Alle iibrigen “stérenden” Ele-
mente werden auf der Primérseite untergebracht, weil ihr Einfluss formal dann relativ einfach beschrieben
werden kann. Dabei muss allerdings von den Sekundérgrofien X5 auf dquivalente Primérgrofien X’ umge-
rechnet werden: Zur Umrechnung verlangt man, dass die in beiden Wicklungen induzierten Spannungen
gleich werden und dabei die Leistungen erhalten bleiben. Daraus folgt im einzelnen:

Ué_Nl_-- ]2_N1_.. R’Q_Nf_.~2
U, N, =U, I =N, =U, i _NQQ_U (6.50)

Widerstinde transformieren sich also mit dem Quadrat des Ubertragungsverhiltnisses. Das gleiche gilt
auch fiir kapazitive und induktive Widerstinde. Daraus folgt, dass sich Induktivitéiten und Kapazititen
transformieren wie

L _M Gy _ N _ 1 (6.51)
= L .

g N3
=U* und C’Q_N12 2
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Abbildung 6.1: Ersatzschaltbild eines Transformators

Damit konnen zuniichst die Induktivitéten der beiden Spulen in eine Gesamtinduktivitit (Hauptinduk-
tivitét) Lg, im Primérkreis zusammengefasst werden. Die einzelnen Verlustbeitréige werden zusitzlich
durch ohmsche Widerstinde Ry, = Row1 + R'C%2 (Kupferverluste), Rp. (Eisenverluste) sowie Streuin-
duktivitéiten Lgiren beschrieben. Diese Verluste, auch wenn sie teilweise im Sekundérkreis auftreten, wer-
den ersatzschaltungstechnisch ebenfalls alle im Primérkreis untergebracht. Im Ersatzschaltbild taucht
der ohmsche Widerstand der Sekundirspule demnach als Serienwiderstand R, , = Rcuso - Ni/N3
auf. Die Magnetisierungsverluste im Eisen konnen durch einen zu Lg, parallelen ‘Widerstand Rp. be-
schrieben werden und die sekundére Streuinduktivitit duflert sich als zusétzliche serielle Induktivitéit
LlStreu,? = LSUEHQ ' ]\[12/]\722

Bei hoheren Frequenzen muss man im Ersatzschaltbild noch einige Kapazititen beriicksichtigen, z.B.
die der Windungen der Primér- und Sekundérwicklungen untereinander sowie die zwischen den beiden
Wicklungen. Diese Kapazitéiten sind klein und wirken sich deshalb bei Netzfrequenz und hsheren Stromen
meist nicht aus. Durch spezielle Zwischenlagen kann man diese Effekte weiter reduzieren. Das wird bei
NF-Ubertragern oder HF-Transformatoren wichtig.

Generell sollte man sich dariiber im klaren sein, dass die Funktion eines Transformators, neben diesen
kapazitiven Effekten, grundsitzlich stark von der verwendeten Frequenz abhiingt. Insbesondere die Ma-
gnetisierbarkeit eines Eisenkerns ist stark frequenzabhéngig. Bei hoheren Frequenzen muss auf besonders
‘weiches’ Eisen zuriickgegriffen werden, im Radiobereich kommen sog. Ferritkerne zum Einsatz und bei
noch hoheren Frequenzen verzichtet man schliefSlich ganz auf magnetisierbare Materialien. In jedem Fall
miissen Tranformatoren fiir den jeweiligen Verwendungsbereich optimiert werden. Einen Netztrafo z.B.
im Audiobereich zu verwenden, macht absolut keinen Sinn.

Leistungen von Wechselstréomen:

Die Leistung P ( Wirkleistung) eines Wechselstroms ist durch P = Usg - Logs - cos ¢ gegeben, wobei ¢
die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung ist. Dies ist die Leistung, die am Lastwiderstand
wirklich verbraucht (d.h. in Warme oder eine andere Energieform umgesetzt) wird. Die Wirkleistung
wird fiir ¢ = 0° maximal. Mit wachsendem Betrag der Phasendifferenz wird sie kleiner und verschwindet
fiir Phasenwinkel von +90°. Das Produkt U.g - I.¢ nennt man die Scheinleistung. Stellt man sich sich
die Scheinleistung als Vektor in der komplexen Zahlenebene vor, dann entspricht die Wirkleistung dem
Realteil. Der Imaginérteil, d.h. der Anteil der Scheinleistung, der durch die mit einer Phasendifferenz von
+90° laufenden Komponenten von Spannung und Strom zustandekommt, ist die sog. Blindleistung. Fiir
die Dimensionierung von Leitungen, Ubertragern und Transformatoren ist dieser Anteil wichtig, weil die
zugehorigen Strome transportiert werden miissen, ohne dass damit jedoch irgend eine Arbeit verrichtet
werden kann.

Impedanz und Phasenwinkel am belasteten Transformator:

Im allgemeinen ist die Berechnung des primérseitigen Lastwiderstands und Phasenwinkels fiir einen
realen Transformator mit einer komplexen sekundérseitigen Belastung (R, L und C) aufwiindig und wird
zweckméifigerweise komplex durchgefiihrt. Fiir einen nahezu idealen Transformator, bei dem nur der
Verlustwiderstand Rp. des Eisens beriicksichtigt werden muss, und der durch eine rein ohmsche Last
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oder durch eine Reihenschaltung von R und C' belastet ist, wird diese Berechnung hier exemplarisch
teilweise durchgefiihrt. Die ohmschen Leitungswiderstéinde der Wicklungen werden dabei vernachléssigt.

Ohmsche Last: Wir beginnen zur Einstimmung mit der Berechnung fiir den einfacheren Fall einer rein
ohmschen Belastung R. Der Belastungswiderstand erscheint entsprechend Gl. 6.50 umgerechnet auf der
Primérseite als ein zusitzlicher Widerstand U2R = R’ parallel zu Rp. und L, so dass sich der Leitwert
dieser Parallelschaltung schreiben lisst als

1 1 1 1
= — — 6.52
Zl,par iwlL + RFe + U2R ( )
o RpeR +iwL (R 4+ Rpe)
N WwWLRp R

Der Tangens des primérseitigen Phasenwinkels zwischen Strom und Spannung ist gleich dem Quotien-
ten aus Imaginéirteil und Realteil dieses Ausdrucks. Im Nenner miissen wir den Faktor ¢ beriicksichtigen
(damit wir Real- und Imaginérteil korrekt etablieren), der Betrag des Nenners kiirzt sich bei der Quoti-
entenbildung. Damit ist

—Rp.R

t =Pl
WA= UL (R T Ree)

(6.53)
Das ist nichts anderes als der Quotient aus dem ohmschen Anteil des Widerstands und dem induktiven
Anteil, so wie man es schon von einem ‘normalen’ Wechselstromwiderstand her kennt, und der Winkel
ist wie bei jeder teilweise induktiven Belastung negativ (s. Anmerkung).

Man sieht auch, dass bei unbelastetem Trafo (R’ = co) der Phasenwinkel nur durch das Verhéltnis der
Eisenverluste zum rein induktiven Widerstand bestimmt wird und, wenn diese klein sind (Rp, grofl), nahe
bei —90° liegt. Ist dagegen die Belastung des Trafos signifikant (R’ klein), dann geht der Phasenwinkel bis
nahe Null zuriick, der Trafo verhélt sich wie ein ohmscher Widerstand R'; der tatséichliche sekundérseitige
Lastwiderstand R wird dabei mit dem Faktor U2 auf die Priméirseite transformiert. — Der sekundirseitige
Phasenwinkel ist bei rein ohmscher Belastung selbstversténdlich immer gleich Null.

Der Betrag des Leitwerts (und damit auch der des Gesamtwiderstands) lisst sich aus der Summe der
Quadrate von Real- und Imaginiirteil berechnen, was wir hier aber nicht durchfiihren wollen.

Anmerkung: Wenn man die Impedanz Z schreibt als Z = Zj exp ¢, dann ergibt sich fiir iiberwiegend
induktiven Charakter eine positive, fiir iiberwiegende kapazitiven Charakter eine negative Phasenverschie-
bung. Z beschreibt damit die mathematische Transformation vom Strom [ zur Spannung U: U = Z - I.
Wir beschreiben hier jedoch der Einfachheit halber die umgekehrte Darstellung, d.h. wir untersuchen den
Leitwert 1/Z = 1/Zy exp(—¢), d.h. die Umkehrung.] = U/Z. Damit haben die hier betrachteten Phasen-
verschiebungen (fiir die Leitwerte) das jeweils umgekehrte Vorzeichen als man es von der Diskussion der
Impedanzen kennt (s. z.B. Versuch 50).

Kapazitive Last: Bei zusiitzlicher kapazitiver Last ist der Gesamtwiderstand auf der Sekundirseite
last = R— ﬁ Dieser Belastungswiderstand erscheint auf der Primérseite wieder entsprechend Gl. 6.50
umgerechnet als ein weiterer Parallelwiderstand zu Rp. und L, so dass sich der Leitwert dieser Parallel-
schaltung jetzt schreiben ldsst als

1 1 1 1

Zl,par B m_‘_‘RFe—i—(.JQ (R—i)
Rp.U? (R — —%) +iwLU? (R — —%) + iwLRp.

iwLRp.U? (R — %)

(6.54)

Zur Vereinfachung soll hier wieder eine Abkiirzung der auf die Primérseite tranformierten Lastkompo-
nenten eingefiihrt werden: R’ = U?R und C’ = C/U? (vgl. Gln. 6.50 und 6.51). Dann wird die obige
Gleichung ein wenig iibersichtlicher:

1 Rp.(R —25)+iwl (R — =) +iwLRp.
Zl,par B iWLRFe (R/ — wg’)

(6.55)




6.5 Transformator (Versuch 54) 35

Um den Leitwert in Real- und Imaginirteil zerlegen zu kénnen, muss der Bruch mit dem konjugiert
komplexen des Nenners erweitert werden; der Nenner wird dann reell:

1 [Be (R = k) +iwL (R = k) +iwLRp.] [wLlRp. (-R = 55)]
D (iR (R~ 50)] L Rpe (1 = 557)]

[RpeR —iRpet +iwL (Rpe + R) 4+ & [& Rpe — iwLRp R']
[iwlRpe (R = 5&7)] [iwlRpe (- R = 57)]
(& + RpeR') +i (WL (Rpe + R') — Rpe—7)] [& Rre — iwLRp R

liwLRp. (R — —5)] [iwLRp. (—R — )]

Der Tangens des Phasenwinkels ist wieder der Quotient aus Imaginéirteil und Realteil dieses Ausdrucks.
Da der Nenner reell ist und sich bei der Quotientenbildung herauskiirzt, geniigt es, Real- und Imaginérteil
des Zihlers zu extrahieren. Der Imaginérteil & des Zihlers ist

LR L?’R?
2 2 Fe Fe
—wLR3% R” — o TV

L LR%,
wLR%, (5 — R’2> - = 652

L 1
LRZ%, [w (5 — R’2> - 0'2} (6.56)

R}

Der Realteil ® des Zihlers ist

LQRFe 2712 /2 272 p2 /
R = oo+ WL’ RpeR” + W LRy R
L2
= Zmhret W L?Rp.R (R + Rp.)

1
= L’Rp. {— +w?R (R + RFE)} (6.57)

012

Damit ergibt sich

L 1
g o (&) L]

1
LZRFE [W + w2R! (R/ + Rpe):|

L, 1
B RF€”<0' R) wC"

1
ﬁ + w?R’ (R/ + RFe)

L 9 1
Rpe ' - (R + w2C’2>
= oL T (6.58)
RpR' + (R’2 + = c'2>

1 1 ( 1
- — R’2+—>
! 2012
_ wC wlL w2C (6.59)

1 1
e ()

Dies ist schon eine relativ uniibersichtliche Gleichung, egal welche Schreibweise man bevorzugt. Insbeson-
dere die Frequenzabhéingigkeit ist nicht so ohne weiteres ersichtlich. Fiir die hier relevante Anwendung ist
aber nur interessant, wie sich die Phasenverschiebung mit der sekundirseitigen Belastung éndert. Ohne
Last, d.h. mit R’ = 0o , g2 = 0 reduziert sich die Gleichung auf

tan ¢,

RF@
wL

tan Ploo = —
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wie schon im entsprechenden Grenzfall bei ohmscher Belastung. Hier ergibt sich also wieder ein endli-
cher negativer Phasenwinkel, dessen Wert vom Verhiltnis der Eisenverluste zum induktiven Widerstand
abhingt. Mit abnehmendem ohmschen Anteil im Lastwiderstand macht sich der kapazitive Anteil der
Last immer stérker bemerkbar, so dass die Phasenverschiebung irgendwann den Wert 0 kreuzt (sofern
der kapazitive Lastwiderstand hinreichend klein ist) und dann weiter steigt, bis sie im Grenzfall R’ — 0
einen Wert erreicht, der von allen drei verbleibenden Komponenten abhingt:

1/wC’
1— ol
tan ¢, o = T“é/
RFe
Ist der kapazitive Lastwiderstand klein, dann wird dieser Quotient grof3, die Phasenverschiebung tendiert
dann gegen 90°.

Noch etwas komplizierter wird es, wenn man den Betrag der Impedanz (des Wechselstromwiderstands)
ausrechnen will. Hier muss man die Summe der Quadrate von Real- und Imaginirteil des gesamten
Ausdrucks fiir den Widerstand berechnen. Wir verzichten hier wieder darauf.

Der sekundiirseitige Phasenwinkel ist wiederum sehr leicht auszurechnen: Hier geht wieder nur der
sekundirseitige Lastwiderstand ein, d.h.

1/(wC)
R

tan gy = (6.60)

Dieser ist positiv, da wir hier wieder den Leitwert diskutieren (s. obige Anmerkung).

Ubertragungsverhiiltnis bei Belastung:

Beim idealen Trafo ist das Ubersetzungsverhéltnis konstant 7 = N; /Ns. Aufgrund des Spannungsab-
falls an den ohmschen Widersténden der Spulenwicklungen reduziert sich jedoch die Ausgangsspannung,
so dass das Ubersetzungsverhiltnis mit wachsendem Strom ansteigt bzw. das Spannungsverhéltnis Us /U;
sinkt. Dies ist der bedeutendste Beitrag bei kleinen Stromen, hier sollte man daher einen annéhernd linea-
ren Verlauf erwarten. (Bei kapazitiver Belastung weicht die Kurve auch bei kleinen Strémen vom linearen
Verlauf ab.) Aus der Steigung kann man den im Sekundérkreis effektiv wirksamen Widerstand

RCu,ges,Q = RCu,l/U2 4+ Rou.2 (661)

bestimmen. Fiir kleine Strome gilt

Uy
UQ(O) - RCu,gcs,2 : 12

U=U,/Us =

oder, umgekehrt fiir das Spannungsverhéltnis U, /Uy

_ UQ(O) — RCn,gcs,2 I

.62
Us /Uy 0 (6.62)
d(UQ/Ul) _ 7RCu.,gcs.,2 ~ 7RCu.,gcs,2
dl, O
oder AU/ U)
RCu,gcs,2 ~ Ul(o) ——2U (663)

dl,

Die letzte Néherung ist nur gerrechtfertigt, wenn die Primirspannung wirklich nicht oder extrem wenig
vom Strom abhéngt.

Tatsédchlich sinkt im vorliegenden Fall auch die Primérspannung mit wachsendem Sekundirstrom
deutlich ab (der zur Versorgung dienende Transformator besitzt auch einen endlichen Innenwiderstand),
so dass statt Uz(0) eine mit I, abnehmende Spannung Us o(I2) verwendet werden muss und die obige
Néherung nicht anwendbar ist. Man kann Us o(I2) aber aus dem jeweiligen U; (1) unter Benutzung des
idealen Ubertragungsverhéltnisses berechnen:

Uzo(l2) = Ur(12)/U (6.64)
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was dann zu

U (12)/U - RCu,ges.? -1

UQ/Ul = U1(12) bZW.

1 RCuﬂes?'IQ
U, U 1 fcuges2 o 6.65
2/Un & Ur (1) (6.65)

fithrt. Bei relativ geringer Abnahme von U; bleibt dieser Verlauf annidhernd linear. Die Steigung ist nach
wie vor
d(UQ/Ul) _ _RCu,ges,Q
dly, U,y

und hat im Grenzfall I, — 0 den Wert Ry ges.2/U1(0), nimmt dann aber mit wachsendem I» und damit
sinkendem U geringfiigig zu. Nimmt man an, dass U;(I3) = U1 (0) (1 — als) ist, dann ergibt sich

(6.66)

1 RCu ges,2 ° I2 1 RCu ges,2
U ) U = —————x —— —=22 (1+aly) - I
/U1 =5 U1(0)(1—aly) O U,(0) ( 2) L2
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