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5.10.3 Die Kugeloberfläche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.10.4 Intrinsische Bedeutung der Metrik . . . . . . . . . . . . . . 89

6 Elemente der Vektoranalysis 93

6.1 Tensorfelder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

6.1.1 Skalare Felder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

6.1.2 Vektorfelder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

6.2 Besondere Ableitungen von Feldern . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

6.2.1 Gradient, Divergenz und Rotation . . . . . . . . . . . . . . 96

6.2.2 Der Laplace-Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

6.2.3 Beziehungen zwischen zweiten Ableitungen von Feldern . . 98

6.3 Kurvenintegrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

6.3.1 Die Bogenlänge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

6.3.2 Kurvenintegration über skalare Felder . . . . . . . . . . . . 100

6.3.3 Berechnung der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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6.6 Die Kontinuitätsgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

6.7 Jacobi-Determinaten und Metrik . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

7 Bewegungsgleichungen, Symmetrien und Erhaltungsgrößen 113
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Kapitel 1

Abbildungen, Ableitungen und
Integrale

1.1 Abbildungen

Definition: Eine Abbildung [map, mapping] f von einer Menge [set] U in eine
Menge V ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element u ∈ U genau ein
Element v ∈ V zuordnet. Man schreibt in diesem Fall:

f : U −→ V u 7→ v = f(u) . (1.1)

v bezeichnet man als das Bild [image] von u. Umgekehrt nennt man die Menge
aller u ∈ U mit der Eigenschaft f(u) = v die Urbildmenge [inverse image] von v.
Die Menge aller v, sodass es (mindestens) ein u ∈ U gibt mit f(u) = v bezeichnet
man als Bildmenge [range] der Abbildung f . U heißt Urbildmenge [domain] von
f .

A: Eine Funktion kann auch als eine spezielle Form von Relation [relation] definiert
werden. Eine Relation R zwischen den Elementen einer Menge U und den Elementen
einer Menge V ist dabei eine Teilmenge des kartesischen Produkts von U und V , also
R ⊂ U × V . Eine Funktion f entspricht dann einer Relation Rf mit der Eigenschaft,
dass es zu jedem Element u ∈ U genau ein Element (und nur ein Element) v ∈ V geben
muss, sodass (u, v) ∈ Rf .

Definition: Eine Abbildung f : U → V heißt injektiv [injective] , wenn aus
f(u) = f(u′) folgt u = u′. (Die Urbildmenge zu jedem v ∈ V enthält also maximal
ein Element.)

7
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Definition: Eine Abbildung f : U → V heißt surjektiv [surjective], wenn es
zu jedem v ∈ V (mindestens) ein u ∈ U gibt, sodass f(u) = v. (Die Bildmenge
der Abbildung f ist also gleich der gesamten Menge V .)

Definition: Eine Abbildung f : U → V heißt bijektiv [bijective], wenn sie
sowohl surjektiv als auch injektiv ist. (Man bezeichnet die Mengen U und V in
diesem Fall als gleich mächtig. Handelt es sich bei U und V um Mengen mit
endlich vielen Elementen, so ist die Anzahl der Elemente von U und V in diesem
Fall gleich.)

Definition: Die Identitätsabbildung [identity mapping] 1U von einer Menge
U in sich selbst ist die Abbildung, die jedem Element u ∈ U wieder u zuordnet:
1U(u) = u. Diese Abbildung ist immer bijektiv.

Unter gewissen Voraussetzungen lassen sich zwei Abbildungen f und g hin-
tereinander ausführen. Sei f eine Abbildung von U nach V und g eine Abbildung
von V nach W , dann bezeichnet man mit g ◦ f : U → W die Abbildung, die dem
Element u ∈ U das Element g(f(u)) ∈ W zu ordnet. Die allgemeine Vorausset-
zung an die Hintereinanderschaltbarkeit zweier Abbildungen f und g ist, dass die
Bildmenge von f in der Urbildmenge von g enthalten sein muss.

Definition: Eine Abbildung f−1 : V → U heißt invers [inverse] (genauer
links invers) zu einer Abbildung f : U → V (oder auch Umkehrabbildung [inverse
map] zu f), wenn die Hintereinanderschaltung f−1 nach f die Identitätsabbildung
1U : U → U ist: f−1(f(u)) = u. Notwendige und hinreichende Voraussetzung
[necessary and sufficient condition] für die Existenz einer Umkehrabbildung zu
einer Funktion f ist, dass f injektiv ist.

A: Ist f bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f−1 eindeutig. Im Allgemeinen kann
eine injektive Abbildung f mehrere Umkehrabbildungen besitzen.

1.2 Folgen und Grenzwerte

Definition: Das kartesische Produkt [cartesian product] zweier Mengen U und V
ist die Menge

U × V := {(u, v)|u ∈ U, v ∈ V } .
Diese Menge besteht also aus allen (geordneten) Punktepaaren (u, v), wobei u ∈ U
und v ∈ V .

Definition: Eine Folge [sequence] {ai}i∈N ist eine Abbildung von den natürli-
chen Zahlen N in eine MengeM . Die natürlichen Zahlen bezeichnet man in diesem
Fall als die Indexmenge [index set].
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Definition: Eine Metrik [metric] d auf einer Menge M ist eine Abbildung
von M × M (dem kartesischen Produkt der Menge M mit sich selbst) in die
nicht-negativen reellen Zahlen, die folgenden Bedingungen genügt:

1. Für alle x, y ∈M gilt: Aus d(x, y) = 0 folgt x = y.

2. Für alle x, y ∈M gilt: d(x, y) = d(y, x).

3. Für alle x, y, z ∈M gilt (Dreiecksungleichung [triangle inequality]):

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) .

Eine Menge M , auf der eine Metrik d definiert ist, bezeichnet man als metri-
schen Raum [metric space].

Beispiel: Auf dem Rn definiert die Abbildung

d(~x, ~y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2

eine Metrik.

Definition: Sei M ein metrischer Raum. Man sagt, eine Folge {ai}i∈N mit
ai ∈M konvergiert [converges] gegen ein Element a ∈M , wenn es zu jedem ε > 0
ein n0 ∈ N gibt, sodass

d(ai, a) < ε für alle i > n0 .

Das Element a bezeichnet man als den Grenzwert [limit value] der Folge.

Diese Definition der Konvergenz setzt voraus, dass der Grenzwert a der Folge
{ai} selber ein Element der Menge M ist. Es gibt aber auch Fälle, bei denen eine
Folge von Elementen {ai} ∈M konvergiert, der Grenzwert jedoch nicht Element
der Menge M ist. Die folgende Definition der Cauchy-Konvergenz umgeht dieses
Problem.

Definition: Eine Folge {ai}i∈N von Elementen eines metrischen Raumes M
heißt Cauchy konvergent [Cauchy convergent], wenn es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N
gibt, sodass

d(ai, aj) < ε für alle i, j > n0 .
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1.3 Ableitungen

1.3.1 Definitionen

Im Folgenden betrachten wir nur Abbildungen von Teilmengen [subsets] U der
reellen Zahlen [real numbers] R in die reellen Zahlen. Die Konzepte der Stetig-
keit [continuity] und der Ableitung [derivative] lassen sich zwar für allgemeinere
Räume definieren, werden aber in dieser Form vorläufig nicht benötigt.

Definition: Eine Abbildung f : U ⊂ R → R heißt stetig [continuous] im
Punkte x ∈ U , wenn für jede Folge xn → x gilt: f(xn)→ f(x).

A: Sofern auf allgemeinen Mengen U und V eine Topologie (Definition offener
Teilmengen) gegeben ist, lässt sich die Stetigkeit einer Funktion f : U → V auch so
definieren, dass das Urbild jeder offenen Menge in V wieder eine offene Menge in U

sein muss. In der üblichen Topologie auf den reellen Zahlen R sind offene Mengen
als Vereinigung von offenen Intervallen (a, b) definiert. Die beiden Definitionen von
Stetigkeit sind dann äquivalent.

Definition: Eine stetige Abbildung f : U ⊂ R→ R heißt ableitbar [differen-
tiable] im Punkte x ∈ U , wenn der Grenzwert [limit]

f ′(x) := lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
(1.2)

existiert. Ist f für alle x ∈ U ableitbar, so bezeichnet man f einfach als ableitbar.
Die Funktion f ′ : U ∈ R→ R nennt man die Ableitung [derivative] der Funktion
f .

A: In der Mathematik wird die Ableitung Df(x) = f ′(x) einer Funktion f im
Punkte x als ”bester linearer Fit“ der Funktion f in x definiert. Diese Linearität bezieht
sich nicht auf das Argument x, sondern Df(x) wird als lineare Abbildung auf das
Argument h aufgefasst, d.h., es gilt:

Df(x)(h) = f ′(x)h = f(x+ h)− f(h) + o(h) .

o(h) bedeutet dabei, dass dieser Term im Grenzwert h → 0 schneller verschwindet als
h, d.h., limh→0 o(h)/h = 0.
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1.3.2 Ableitungsregeln

Linearität: [linearity] Für zwei (ableitbare) Funktionen f und g gilt: Die Ableitung
der Summe der beiden Funktionen ist gleich der Summe der Ableitungen,

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) ,

und die Ableitung des Vielfachen einer Funktion ist gleich dem Vielfachen der
Ableitung:

(λf)′(x) = λf ′(x) λ ∈ R .

Produktregel: [product rule] Für die Ableitung der Produktfunktion f · g zweier
(ableitbaren) Funktionen f und g gilt:

(f · g)′(x) = f(x) · g′(x) + f ′(x) · g(x) .

Kettenregel: [chain rule] Seien f und g zwei (ableitbare) Funktionen von Teil-
mengen der reellen Zahlen in die reellen Zahlen, sodass das Bild von f im Urbild
von g liegt. Für die Ableitung der Hintereinanderschaltung von g nach f —
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) — gilt:

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) · f ′(x) .

(g′(f(x)) ist die Ableitung g′ der Funktion g, ausgewertet an der Stelle f(x).)

Aus der Tatsache, dass die Ableitung der Funktion f(x) = 1/x die Funktion
f ′(x) = −1/x2 ist, folgt - zusammen mit der Produkt- und der Kettenregel - die
Quotientenregel: Sei (

f

g

)
(x) :=

f(x)

g(x)
,

dann gilt: (
f

g

)′
(x) =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g(x)2
.

1.3.3 Notation

Statt f ′(x) schreibt man auch manchmal

f ′ =
df

dx

und

f ′(x) =
df(x)

dx
≡ df

dx

∣∣∣∣
x

.
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Damit soll zum Ausdruck gebracht werden, dass die Ableitung selber als eine
(lineare) Abbildung auf dem Raum der Funktionen angesehen werden kann, d.h.,
d

dx
ist eine Abbildung, die der Funktion f die Funktion f ′ zuordnet. Die Linearität

dieser Abbildung folgt aus der Linearität der Ableitung:

d

dx

(
αf + βg

)
= α

df

dx
+ β

dg

dx
.

Ist die Ableitungsfunktion f ′ selber wieder ableitbar, so kann man auch die
zweite Ableitung von f bilden und schreibt dafür:

f ′′(x) =
d2f(x)

dx2
.

Während man für die dritte Ableitung einer Funktion manchmal noch f ′′′

schreibt, kennzeichnet man die höheren Ableitung meist durch den in Klammern
gesetzten Hochindex n:

f (n)(x) =
dnf(x)

dxn
.

Ist die physikalische Interpretation des Arguments der Funktion f die Zeit t,
so schreibt man für die Ableitung oft:

df(t)

dt
= ḟ(t) .

Entsprechend ist die zweite Ableitung f̈(t).

Besitzt die Funktion f mehrere Argumente, handelt es sich also um eine Ab-
bildung vom Rn (oder einer offenen Umgebung in Rn) in die reellen Zahlen, so
kann man die Ableitung von f bezüglich jedes dieser Argumente bilden. Die ande-
ren Argumente werden dabei konstant gelassen. Für diese partiellen Ableitungen
[partial derivatives] schreibt man meist:

∂f(x1, x2, . . . , xn)

∂xi
= ∂if(x1, x2, . . . , xn) ≡ ∂xi

f(x1, x2, . . . , xn)

= lim
h→0

f(x1, . . . , xi + h, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi, . . . , xn)

h
.

Die Notation

f ′(x) =
df(x)

dx
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soll auch andeuten, dass die Ableitung der Grenzwert des Differenzenquotienten
[difference quotient] ist:

df(x)

dx
= lim

∆x→0

∆f(x)

∆x
mit ∆f(x) = f(x+ ∆x)− f(x) .

Unter geeigneten Voraussetzungen lassen sich die Symbole df und dx wie gewöhn-
liche Differenzen ∆f und ∆x manipulieren.

1.3.4 Taylor-Entwicklung

Ist eine Funktion f in der Umgebung eines Punktes x beliebig oft ableitbar, so
gilt in dieser Umgebung die Taylor-Entwicklung [Taylor expansion]:

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2 + . . . =

∞∑
n=0

1

n!
f (n)(x)hn +R(h)

=
∞∑
n=0

1

n!

dnf(x)

dxn
hn +R(h) . (1.3)

R ist hierbei ein Term, der für h → 0 schneller gegen null geht als irgendeine
Potenz von h, d.h.:

lim
h→0

R(h)

hn
= 0 für alle n ∈ N .

A: Die Funktion R(h) = exp(−1/h2) hat die Eigenschaft, dass sie für h → 0
schneller verschwindet als jede Potenz von h, und doch ist sie in einer beliebig kleinen
Umgebung von h = 0 von null verschieden.

Insbesondere folgt für eine Funktion f , die in der Umgebung von 0 beliebig
oft differenzierbar ist:

f(x) =
∞∑
n=0

1

n!
f (n)(0)xn +R(h) .

Ist R(h) = 0 für eine nicht verschwindende Umgebung von h = 0, ist also die
Funktion f(x) eindeutig durch ihre Potenzreihenentwicklung gegeben, so bezeich-
net man die Funktion f(x) als reell analytisch in dieser Umgebung.
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Ist eine Funktion k-mal stetig differenzierbar, so gilt:

f(x+ h) =
k∑

n=0

1

n!
f (n)(x)hn + o(hk) ,

wobei

lim
h→0

o(hk)

hk
= 0 .

1.4 Integrale

Auch dieser Abschnitt soll nur die elementaren Begriffe im Zusammenhang mit
Integralen zusammenfassen. Allgemeinere Definitionen von Integralen werden in
der Mathematik im Rahmen der Maßtheorie [measure theory] behandelt. Wir be-
trachten im Folgenden meist stetige Funktionen über Bereichen der reellen Achse,
allerdings lässt sich der Integrationsbegriff auch auf Funktionen mit Sprungstellen
verallgemeinern, sofern diese Sprungstellen nirgendwo

”
dicht“ liegen.

1.4.1 Definitionen

Definition: Eine Funktion F : U ⊂ R → R heißt Stammfunktion zu einer
Funktion f : U ⊂ R→ R, wenn gilt:

F ′(x) ≡ dF (x)

dx
= f(x) . (1.4)

Die Stammfunktion ist eindeutig bis auf eine von x unabhängige Konstante, d.h.,
mit F (x) ist auch F (x) + c Stammfunktion von f(x).

Definition: Sei [a, b] ⊂ U ⊂ R ein Intervall und f : U → R eine stetige
Funktion mit Stammfunktion F , dann bezeichnen wir mit

I =

∫ b

a

dx f(x) = F (b)− F (a) (1.5)

das bestimmte Integral [definite integral] der Funktion f über das Intervall [a, b].

Anschaulich entspricht I der Fläche unter der Funktion f (zwischen dem
Graph von f und der x-Achse) im Intervall [a, b]. Dabei werden Bereiche mit ne-
gativen Werte von f auch negativ berechnet. Wegen der Differenz auf der rechten
Seite von Gl. 1.5 ist das bestimmte Integral unabhängig von der freien Konstanten
der Stammfunktion und eindeutig.
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Insbesondere folgt: ∫ b

a

dx
df(x)

dx
= f(b)− f(a) .

Wird das Integral ohne Grenzen angegeben, so spricht man vom unbestimm-
ten Integral [indefinite integral] über die Funktion f und meint damit meist die
Stammfunktion F :

F (x) =

∫
dx f(x) .

1.4.2 Integrationsregeln

Auch das Integral ist eine lineare Abbildung für Funktionen, d.h., es gilt:∫ b

a

dx
(
αf(x) + βg(x)

)
= α

∫ b

a

dx f(x) + β

∫ b

a

dx g(x) . (1.6)

Allgemeiner gilt für stetige Funktionen f , g und h sogar:∫ b

a

dxh(x)
(
αf(x) + βg(x)

)
= α

∫ b

a

dxh(x)f(x) + β

∫ b

a

dxh(x)g(x) . (1.7)

A: Erweitert man den Funktionenraum für h geeignet und schränkt gleichzeitig die
Möglichkeiten für f und g ein (auf den Raum so genannter Testfunktionen), so lässt sich
jede lineare Abbildung auf den Testfunktionen als Integral über diese verallgemeinerten
Funktionen bzw. Distributionen h schreiben.

Aus der Produktregel folgt:

f(b)g(b)− f(a)g(a) =

∫ b

a

dx
d(f(x)g(x))

dx
=

∫ b

a

dx f ′(x)g(x) +

∫ b

a

dx f(x)g′(x) ,

bzw. ∫ b

a

dx f ′(x)g(x) = −
∫ b

a

dx f(x)g′(x) + f(b)g(b)− f(a)g(a) . (1.8)

Für x = x(y) (lässt sich x also als Funktion eines anderen Arguments y schreiben)
gilt: ∫ b

a

f(x) dx =

∫ yb

ya

f(x(y))

∣∣∣∣dx(y)

dy

∣∣∣∣ dy , (1.9)

wobei a = x(ya) und b = x(yb). Diese Formel beschreibt das Integral bei einer
Variablentransformation.
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Kapitel 2

Vektoren

Die Beschreibung von Bewegungen (die sogenannte Kinematik) bildet einen we-
sentlichen Bestandteil der theoretischen Physik. Demgegenüber beschäftigt sich
die Dynamik mit den Ursachen der Bewegungen bzw. Bewegungsänderungen. Zur
Beschreibung einer Bewegung gehört, den Ort eines Teilchens zu jedem Zeitpunkt
angeben zu können. Die möglichen Orte eines Teilchens bilden unseren Anschau-
ungsraum. Dieser Anschauungsraum kann durch den dreidimensionalen Raum R3

beschrieben werden. Dass es sich beim R3 um einen Vektorraum handelt, ist eher
ein Zufall. Der Anschauungsraum R3 bildet eine Mannigfaltigkeit.

Betrachten wir jedoch die möglichen Geschwindigkeiten eines Teilchens, so
handelt es sich ebenfalls um Elemente eines R3. In diesem Fall betrachtet man
den R3 jedoch als einen Tangentialraum an die Mannigfaltigkeit der möglichen
Orte. Dieser Tangentialraum ist immer ein Vektorraum.

Der R3 spielt also eine Doppelrolle: einmal als Mannigfaltigkeit der mögli-
chen Orte eines Teilchens, und einmal als Vektorraum der möglichen Geschwin-
digkeiten. Diese Doppelrolle führt oftmals zur Identifikation von Konzepten, die
eigentlich verschiedenen Ursprungs sind. Ein Ziel dieser Vorlesung wird sein, diese
Doppelrolle hervorzuheben und zu betonen, an welchen Stellen die unterschied-
lichen Konzepte auftreten. In diesem Kapitel behandeln wir die mathematische
Struktur des Vektorraums, wobei der R3 oftmals als Beispiel herangezogen wird.
In späteren Kapiteln werden wir uns dem R3 als Mannigfaltigkeit widmen.

2.1 Gruppen und Körper

Definition: Eine Gruppe [group] ist eine Menge G zusammen mit einer Abbildung
◦ : G×G→ G, die folgenden Bedingungen genügt:

17
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- Assoziativität [associativity]: für alle g1, g2, g3 ∈ G gilt

(g1 ◦ g2) ◦ g3 = g1 ◦ (g2 ◦ g3) .

- Existenz eines Einselements [unit element]: Es gibt ein Element e, sodass
für alle g ∈ G gilt

g ◦ e = e ◦ g = g .

- Eistenz eines Inversen [inverse element]: Zu jedem g ∈ G gibt es ein Element
g−1 ∈ G, sodass

g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = e .

Ist noch die folgende Bedingung erfüllt,

- Kommutativität [commutativity]: Für alle g1, g2 ∈ G gilt

g1 ◦ g2 = g2 ◦ g1 ,

so bezeichnet man die Gruppe als kommutative Gruppe [commutative group]
oder auch Abel’sche Gruppe. Bei einer kommutativen Gruppe schreibt man
für ◦ auch häufig +.

Beispiel: die ganzen Zahlen bilden eine Gruppe bezüglich der Addition. Das
Einselement ist die Null e = 0, und zu einer Zahl z ist −z das inverse Element.

Definition: Ein Körper [field] ist eine Menge K (mit mindestens zwei Ele-
menten) zusammen mit zwei Abbildungen + : K ×K → K und · : K ×K → K,
sodass folgende Bedingungen erfüllt sind:

- Bezüglich + bildet K eine kommutative Gruppe. Das Einselement wird als

”
0“ bezeichnet. Das zu einem Element z ∈ K inverse Elemente bezeichnet

man oft als −z.

- Bezüglich · bildet K/{0} (die Menge K ohne das Element 0) eine kommu-
tative Gruppe. Das Einselement bezeichnet man als

”
1“.

- Distributivgesetz [distributive law]: Für alle a, b, c ∈ K gilt

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) .
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Beispiel: Die rationalen Zahlen [rational numbers] Q bilden einen Körper
bezüglich der üblichen Addition und Multiplikation.

Beispiel: Die reellen Zahlen [real numbers] R bilden einen Körper bezüglich
der üblichen Addition und Multiplikation.

Beispiel: Die Menge F = {0, 1} bildet einen Körper bezüglich der Addition
modulo 2 (d.h., 1 + 1 = 0) und der üblichen Multiplikation.

A: Der wesentliche strukturelle Unterschied zwischen den rationalen und den reellen
Zahlen besteht darin, dass die reellen Zahlen noch vollständig [complete] sind. Das
bedeutet, dass der Grenzwert jeder Cauchy-Folge von reellen Zahlen auch wieder eine
reelle Zahl ist. Dies gilt nicht für die rationalen Zahlen. Es gibt Cauchy-konvergente
Folgen von rationalen Zahlen, deren Grenzwert eine reelle aber nicht rationale Zahl ist.

2.2 Vektorräume

Definition: Ein Vektorraum [vector space] über einem Körper K ist eine Menge
V mit zwei Verknüpfungsregeln [composition rules],

+ : V × V → V und · : K × V → V , (2.1)

die folgenden Bedingungen genügen:

Bezüglich + bildet V eine kommutative Gruppe: Für drei beliebige Elemente
~a,~b,~c ∈ V gilt:

~a+ (~b+ ~c) = (~a+~b) + ~c Assoziativität ,

~a+~b = ~b+ ~a Kommutativität .

Es gibt ein Element ~0, sodass für alle ~a ∈ V gilt:

~a+~0 = ~0 + ~a = ~a Existenz eines Eins-Elements ,

und zu jedem Element ~a ∈ V gibt es ein Element ~a′ = −~a mit der Eigenschaft:

~a+ (−~a) = (−~a) + ~a = ~0 Existenz eines Inversen .

Für die Multiplikation gilt das Assoziativgesetz: Für alle α, β ∈ K und alle ~a ∈ V
gilt:

α · (β · ~a) = (αβ) · ~a .
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Außerdem gelten für alle ~a,~b ∈ V und alle α, β ∈ K die beiden Distributivgesetze:

α · (~a+~b) = α · ~a+ α ·~b und (α + β) · ~a = α · ~a+ β · ~a .

Der Vollständigkeit halber benötigt man noch:

1 · ~a = ~a .

Wir werden im Folgenden ausschließlich Vektorräume über dem Körper der
reellen Zahlen betrachten. In der Physik spielen aber auch Vektorräume über dem
Körper der komplexen Zahlen eine wichtige Rolle. Ähnlich wie bei der Multipli-
kation reeller Zahlen lässt man den Punkt · für die Multiplikation eines Vektors
mit einer reellen Zahl meist weg.

2.2.1 Beispiel 1: Verschiebungen in einer Ebene

Bekannt ist die Darstellung von Vektoren als
”
Äquivalenzklasse von Pfeilen“ in

einer Ebene. Zwei Pfeile gelten dabei als äquivalent, wenn sie dieselbe Richtung
und dieselbe Länge haben. Es kommt also nicht auf den

”
Angriffspunkt“ des Pfei-

les an und wir können als Repräsentanten einer solchen Äquivalenzklasse immer
einen Pfeil mit einem geeigneten Angriffspunkt wählen. Eine solche Äquivalenz-
klasse kann man auch als (globale) Verschiebung in einer Ebene interpretieren:
Jedes Element der Ebene wird in Richtung des Pfeils um die Länge des Pfeils
verschoben.

Die Addition zweier Vektoren wird üblicherweise über das so genannte Vek-
torparallelogramm (im Fall von Kräften auch als Kräfteparallelogramm bekannt)
definiert. Der Null-Vektor ~0 entspricht dem Pfeil der Länge 0, d.h. keiner Ver-
schiebung. Die Multiplikation mit einer reellen Zahl entspricht einer Skalierung
der Länge des Vektors um diese Zahl, die Richtung bleibt unverändert. Die Vek-
torraumaxiome lassen sich für dieses Beispiel leicht verifizieren.

2.2.2 Beispiel 2: n-Tupel von Zahlen

Ein weiteres wichtiges Beispiel für einen Vektorraum bilden die n-Tupel reeller
Zahlen:

V = {(x1, x2, . . . , xn)|xi ∈ R} .

Die einzelnen Zahlen xi bezeichnet man auch als die Komponenten [components]
des Vektors. Im Rahmen einer Konvention, die sich als sehr sinnvoll erwiesen
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hat, schreibt man die Indizes der Komponenten eines Vektors meist nach oben.
(Lediglich im Falle des so genannten kartesischen Skalarprodukts, das wir später
verwenden werden, spielt die Stellung der Indizes keine Rolle. Die Gründe und
die Zusammenhänge werden später noch erläuert.) Eine Verwechslung von der
Komponente xi mit der Potenzierung der Zahl x zur i-ten Potenz sollte in der
Praxis ausgeschlossen sein. Im Zweifelsfall schreibt man beispielsweise (xi)2 um
das Quadrat der i-ten Komponente auszudrücken.

Die Addition von Vektoren sowie die Multiplikation mit einer reellen Zahl sind
komponentenweise definiert:

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

α · (x1, x2, . . . , xn) = (αx1, αx2, . . . , αxn) .

Auch hier lassen sich die Vektorraumaxiome leicht überprüfen.

2.3 Dimension, Basis, lineare Unabhängigkeit

Definition: Ein Satz von Vektoren {~vi}i=1,...,n (~vi 6= ~0) heißt linear unabhängig
[linearly independent], wenn aus

n∑
i=1

αi~vi = 0 (2.2)

folgt: αi ≡ 0 für alle i = 1, . . . , n. Andernfalls heißen die Vektoren linear abhängig
[linearly dependent].

Definition: Die maximale Zahl n, sodass es n linear unabhängige (nicht-ver-
schwindende) Vektoren gibt, bezeichnet man als die Dimension [dimension] des
Vektorraums.

A: Wir werden im Folgenden nur Vektorräume betrachten, deren Dimension endlich
ist. Es gibt auch Vektorräume mit unendlicher Dimension, wobei man noch zwischen
abzählbarer und überabzählbarer Dimension unterscheiden muss. Auf die Besonderhei-
ten unendlich dimensionaler Vektorräume gehen wir hier nicht näher ein, obwohl einige
dieser Konzepte im Zusammenhang mit der Quantenmechanik von großer Bedeutung
sind.

Für einen Vektorraum der Dimension n bilden je n linear unabhängige Vekto-
ren {~ei} eine Basis [basis]. (Bei der Durchnummerierung der Basisvektoren setzt
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man die Indizes nach unten.) Jeder Vektor ~x ∈ V lässt sich als Linearkombination
dieser Basis schreiben:

~x =
n∑
i=1

xi~ei . (2.3)

Die n+ 1 Vektoren {~ei} plus ~x müssen nämlich linear abhängig sein. Daher gibt
es einen nicht identisch verschwindenden Satz reeller Zahlen α0, {αi} mit

α0~x+
∑
i

αi~ei = 0 .

α0 kann nicht 0 sein, da die Vektoren {~ei} eine Basis bilden sollen und somit
linear unabhängig sind. Also kann man obige Gleichung durch α0 dividieren und
definiert: xi = −αi/α0. Wiederum bezeichnet man die {xi} als die Komponenten
des Vektors ~x bezüglich der Basis {~ei}.

Hat man zwei Vektoren ~x und ~y in der Basis {~ei} ausgedrückt,

~x =
∑
i

xi~ei und ~y =
∑
i

yi~ei ,

so folgt für die Summe der beiden Vektoren:

~x+ ~y =
∑
i

(xi + yi)~ei .

Hat man sich einmal auf eine feste Basis {~ei} geeinigt, lässt sich somit jeder Vektor
als n-Tupel seiner Komponenten ausdrücken und wir erhalten den Vektorraum
aus Beispiel 2.

2.4 Der duale Vektorraum

Eine Abbildung ω : V → R bezeichnet man als linear, wenn für alle α, β ∈ R
und alle ~x, ~y ∈ V gilt:

ω(α~x+ β~y) = αω(~x) + βω(~y) . (2.4)

Für zwei lineare Abbildungen ω1 und ω2 können wir durch folgende Vorschrift
eine Addition sowie eine Multiplikation mit reellen Zahlen definieren:

(αω1 + βω2)(~x) = αω1(~x) + βω2(~x) für alle ~x ∈ V .
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Man kann sich leicht davon überzeugen, dass diese Definition die Menge der linea-
ren Abbildungen von V in R zu einem Vektorraum macht. Diesen Vektorraum
nennt man den Dualraum [dual space] zu V und bezeichnet ihn mit V ∗.

Die Anwendung eines Elements ω ∈ V ∗ auf ein Element ~x ∈ V , also ω(~x),
bezeichnet man auch als inneres Produkt [inner product] von ω mit ~x.

Ein einfaches Beispiel einer linearen Abbildung von einem Vektorraum in den
zugrundeliegenden Körper (und gleichzeitig ein Beispiel, aus dem sich der allge-
meine Fall zusammensetzen lässt) ist die Abbildung, die jedem Vektor bezüglich
einer vorgegebenen Basis eine bestimmte Komponente - beispielsweise die i-te
Komponente - zuordnet.

Wegen der Bedingung (2.4) ist ein Element ω ∈ V ∗ eindeutig gegeben, wenn
seine Anwendung auf die Basisvektoren von V bekannt ist:

ω(~x) = ω

(∑
i

xi~ei

)
=
∑
i

xiω(~ei) . (2.5)

Die n Zahlen ωi = ω(~ei) legen das Element ω somit eindeutig fest. Man kann
sich nun leicht davon überzeugen, dass V ∗ dieselbe Dimension wie V hat.

Ist für V eine Basis {~ei} gegeben, so kann man für V ∗ eine ausgezeichnete
Basis {εi} durch die folgende Vorschrift definieren:

εi~ej = δij :=

{
1 für i = j
0 sonst

(2.6)

Das Symbol δij bezeichnet man als Kronecker-δ. Die so definierte Basis im Dual-
raum bezeichnet man als duale Basis [dual basis].

2.4.1 Index-Schreibweise und Summenkonvention

Wir haben die Indizes zur Nummerierung der Basisvektoren eines Vektorraums
V nach unten gesetzt - {~ei} - und die Indizes der Komponenten eines Vektors
in dieser Basis nach oben: ~x =

∑
i x

i~ei. Für den dualen Vektorraum V ∗ gilt die
umgekehrte Konvention: Die Indizes zur Nummerierung der dualen Basis {εi}
wurden nach oben gesetzt, während wir die Indizes der Komponenten einer linea-
ren Abbildung ω in dieser Basis nach unten schreiben: ω =

∑
i ωiε

i. Wenden wir
die Abbildung ω auf einen Vektor ~x an, so folgt:

ω(~x) =

(∑
i

ωiε
i

)(∑
j

xj~ej

)
=
∑
i,j

ωix
j εi(~ej) =

∑
i,j

ωix
jδij =

∑
i

ωix
i .
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(Zur Überprüfung schreibe man sich diese Beziehung für den Fall n = 3 explizit
hin und verwende die bisher angeführten Regeln.)

Man erkennt, dass ein Index, über den summiert wird, immer zweimal auf-
tritt - einmal oben und einmal unten. Bei einer konsequenten Einhaltung der
Schreibweise muss das auch immer so sein, daher verwendet man oft die folgende
Einstein’sche Summenkonvention: Tritt ein Index einmal oben und einmal unten
auf, so ist über ihn zu summieren. Mit dieser Summenkonvention würde obige
Gleichung folgendermaßen aussehen:

ω(~x) = (ωiε
i)(xj~ej) = ωix

j εi(~ej) = ωix
jδij = ωix

i .

Wenn ein Index auf einer Seite einer Gleichung nur einmal auftritt (und es wird
nicht über ihn summiert), so muss er auch auf der anderen Seite der Gleichung
auftreten, und zwar an derselben Stelle (oben bzw. unten). Als Beispiel bestimmen
wir die lineare Abbildung, die jedem Vektor die i-te Komponente zuordnet. Diese
Abbildung ist durch das entsprechende Element der dualen Basis gegeben:

εi(~x) = εi(xj~ej) = xj εi(~ej) = xjδij = xi .

Die Summenkonvention ist in der allgemeinen Relativitätstheorie von großer
Bedeutung. In Kap. 6 werden wir im Zusammenhang mit den Ableitungen von
Feldern einige Identitäten verwenden, deren Beweis ohne die Summenkonvention
oft recht aufwendig ist.

Abschließend soll noch vermerkt werden, dass man die Elemente von V in
Komponentenschreibweise oft als Spaltenvektor [column vector] schreibt, währen
die Elemente von V ∗ in Komponentenschreibweise als Zeilenvektor [row vector]
geschrieben werden:

~x '


x1

x2

...
xn

 ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) .

Für die Anwendung von ω auf ~x gilt dann
”
Linke Zeile multipliziert rechte Spal-

te“:

ω(~x) = (ω1, ω2, . . . , ωn)


x1

x2

...
xn

 = ω1x
1 + ω2x

2 + . . . ωnx
n.
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2.5 Das Skalarprodukt

Definition: Eine Abbildung g(, ) : V × V → R heißt Skalarprodukt [scalar pro-
duct] (oder auch inneres Produkt [inner product]) auf einem Vektorraum V , wenn
für alle Vektoren ~x, ~y, ~z gilt:

g(~x, ~y) = g(~y, ~x) Symmetrie

g(~x, α~y + β~z) = αg(~x, ~y) + βg(~x, ~z) Bilinearität .

Gilt außerdem g(~x, ~x) > 0 für alle ~x 6= ~0, so bezeichnet man das Skalarprodukt als
positiv definit und nicht entartet [non-degenerate]. Ein positives, nicht entartetes
Skalarprodukt nennt man auch manchmal eine Metrik [metric]. Der Grund ist,
dass die Definition

d(~x, ~y) =
√
g(~x− ~y, ~x− ~y)

die Bedingungen einer Metrik erfüllt, also:

d(~x, ~y) ≥ 0 Positivität

d(~x, ~y) = 0 ⇒ ~x = ~y

d(~x, ~y) = d(~y, ~x) Symmetrie

d(~x, ~y) + d(~y, ~z) ≥ d(~x, ~z) Dreiecksungleichung .

A: Allgemeiner heißt ein Skalarprodukt nicht entartet, wenn aus g(~x, ~y) = 0 für alle
~y ∈ V folgt, dass ~x = 0. Ist g(~x, ~x) ≥ 0 für alle ~x ∈ V , so ist das Skalarprodukt nicht
entartet, wenn das Gleichheitszeichen nur für ~x = 0 angenommen wird.

Wegen der Symmetrie des Skalarprodukts gilt die Linearität auch im er-
sten Argument (daher auch die Bezeichnung Bi-linearität: das Skalarprodukt ist
bezüglich beider Argumente linear):

g(α~x+ β~y, ~z) = αg(~x, ~z) + βg(~y, ~z) . (2.7)

Ganz allgemein kann man daher schreiben (Summenkonvention!):

g(~x, ~y) = g(xi~ei, y
j~ej) = xiyjg(~ei, ~ej) = xiyjgij . (2.8)

Hierbei wurde definiert:
gij := g(~ei, ~ej) . (2.9)

Die Symmetriebedingung bedeutet:

gij = gji . (2.10)
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Aus der Positivität,∑
ij

gijx
ixj > 0 für beliebige {xi} (~x 6= 0) , (2.11)

folgt, dass die Diagonalelemente positiv sein müssen:

gii > 0 für alle i .

Die Einschränkungen an die nicht diagonalen Elemente sind (abgesehen von der
Symmetrie) weniger einfach.

Als
”
Länge“ eine Vektors definiert man:

|~x| =
√
g(~x, ~x) . (2.12)

Wir haben das Skalarprodukt als eine Abbildung von g : V ×V → R definiert.
Ein solches Skalarprodukt erlaubt aber auch die Definition einer Abbildung g :
V → V ∗ nach folgender Vorschrift: Das Element ~x ∈ V wird abgebildet auf das
Element g(~x) ∈ V ∗, sodass für alle ~y ∈ V gilt:

g(~x)(~y) = g(~x, ~y) . (2.13)

Auf der linken Seite dieser Definitionsgleichung steht ein Element des Dualraums
— g(~x) ∈ V ∗ — angewandt auf einen Vektor ~y ∈ V . Auf der rechten Seite
steht das Skalarprodukt angewandt auf zwei Vektoren in V . Ausgedrückt in der
kanonischen Basis von V ∗ (also εj(~ei) = δji ) folgt für die Komponenten von g(~x):

g(~x)i =
∑
j

gijx
j . (2.14)

Mithilfe des Skalarprodukts kann man also Indizes
”
von oben nach unten ziehen“.

Oftmals schreibt man vereinfacht:

g(~x)i = xi . (2.15)

Bei dieser Schreibweise wird nochmals deutlich, weshalb die Unterscheidung zwi-
schen oben und unten stehenden Indizes im Allgemeinen so wichtig ist.

Die Nicht-Entartetheit des Skalarprodukts bedeutet, dass die Abbildung g :
V → V ∗ bijektiv und damit eindeutig umkehrbar ist. Es gibt also eine Abbildung
g−1 : V ∗ → V , sodass g−1 ◦ g = 1, oder ausgedrückt in der Indexschreibweise:∑

k

(
g−1
)ik
gkj = δij . (2.16)
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Vereinfacht schreibt man meist: (
g−1
)ij

= gij .

Mithilfe dieser inversen Abbildung lassen sich
”
Indizes von unten nach oben zie-

hen“:
g−1(ω)i =

∑
j

gijωj . (2.17)

A: Gerade diese letzten Bemerkungen gelten in dieser Form nicht mehr für Vek-
torräume mit unendlich vielen Dimensionen. Der duale Vektorraum kann dort ”mehr“
Elemente enthalten als der Vektorraum selber.

2.6 Tensoren

Wir haben gesehen, dass die Elemente des Dualraums zu einem Vektorraum V
aus den linearen Abbildungen von V in die reellen Zahlen bestehen, ω : V → R.
Das Skalarprodukt lässt sich auffassen als bilineare Abbildung von V × V in die
reellen Zahlen, g : V × V → R, oder auch als lineare Abbildung von V in seinen
Dualraum, g : V → V ∗. Umgekehrt lässt sich g−1 als lineare Abbildung von V ∗

nach V oder auch als bilineare Abbildung von V ∗ × V ∗ → R auffassen.

Ganz allgemein bezeichnet man multilineare Abbildungen von kartesischen
Produkten von V und/oder V ∗ in die reellen Zahlen oder auch in kartesische
Produkte von V und/oder V ∗ als Tensoren [tensors]. Betrachten wir als Beispiel
eine Abbildung T̃ : V ×V ×V → R. Die Abbildung T̃ ordnet also drei beliebigen
Vektoren aus V eine reelle Zahl zu. Die Multilinearität bedeutet dabei, dass T̃ in
allen drei Argumenten linear ist, also für alle ~xi, ~yi, ~zi ∈ V und alle α, β ∈ Real
gilt:

T̃ (α~x1 + β~x2 , ~y , ~z) = αT̃ (~x1, ~y, ~z) + βT̃ (~x2, ~y, ~z)

T̃ (~x, α~y1 + β~y2 , ~z) = αT̃ (~x, ~y1, ~z) + βT̃ (~x, ~y2, ~z)

T̃ (~x , ~y , α~z1 + β~z2) = αT̃ (~x, ~y, ~z1) + βT̃ (~x, ~y, ~z2) .

Wegen der Multilinearität liegt die Abbildung T̃ bereits eindeutig fest, wenn ihre
Wirkung auf die Basisvektoren gegeben ist, wenn also die Werte

T̃ijk = T̃ (~ei, ~ej, ~ek) (2.18)
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bekannt sind. In Komponentenschreibweise kann man daher auch schreiben:

T̃ (~x, ~y, ~z) =
∑
ijk

T̃ijkx
iyjzk . (2.19)

Hätte man andererseits eine bilineare Abbildung T : V × V → V gegeben,
So könnte man das Bild zweier Vektoren T (~x, ~y) wieder nach den Basisvektoren
entwickeln und erhielte:

T (~x, ~y) =
∑
i

T (~x, ~y)i~ei =
∑
ijk

xjykT (~ej, ~ek)
i~ei =

∑
ijk

T ijkx
jyk~ei . (2.20)

Die Abbildung T lässt sich bezüglich einer Basis in V also durch die Komponenten
T ijk charakterisieren.

Andererseits kann man T auch als Abbildung von V ∗×V ×V → R auffassen.
Dazu definiert man für ω ∈ V ∗ und ~x, ~y ∈ V :

T (ω, ~x, ~y) = ω
(
T (~x, ~y)

)
.

Sowohl T als auch T̃ bezeichnet man als Tensoren dritter Stufe. Allgemeiner
heißt eine multilineare Abbildung T von einem m-fachen kartesischen Produkt
von V und/oder V ∗ in ein n−m-faches kartesisches Produkt von V und/oder V ∗

als Tensor n-ter Stufe.

2.7 Der euklidische Vektorraum

Einen Vektorraum mit einem positiv definiten Skalarprodukt bezeichnet man
auch als euklidischen Vektorraum [Euclidean vector space]. Wir werden im Fol-
genden ein spezielles Skalarprodukt wählen, das man manchmal als kartesisches
Skalarprodukt bezeichnet, und einige bekannte Tatsachen aus der Geometrie der
Ebene oder des dreidimensionalen Raumes herleiten und verallgemeinern. Außer-
dem werden wir speziell für den dreidimensionalen Vektorraum das so genannte
Vektorprodukt (oder auch Kreuzprodukt) sowie das Spatprodukt betrachten.

2.7.1 Das kartesische Skalarprodukt

Das kartesische Skalarprodukt hat folgende Form:

g(~x, ~y) = δijx
iyj = xiy

i = x1y1 + x2y2 + x3y3 + . . . . (2.21)
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Da, etwas lax gesprochen,

xi = xi
(

genauer xi =

{
xj für i = j
0 sonst

)
,

spielt es für die konkreten Zahlenwerte der Komponenten keine Rolle, ob die
Indizes unten oder oben geschrieben werden. Trotzdem empfiehlt es sich, bei
allgemeinen Rechnungen die Indexkonvention beizubehalten.

Statt der umständlichen Notation g(~x, ~y) kennzeichnen wir das karthetische
Skalarprodukt in Zukunft einfach durch einen

”
Multiplikationspunkt“:

g(~x, ~y) ≡ ~x · ~y .

Setzen wir x = y so folgt:

~x · ~x ≡ x2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + . . . , . (2.22)

In diesem Ausdruck erkennen wir den euklidischen Abstand des Punktes
(x1, x2, x3, . . .) vom Urspung wieder bzw. die Länge der Verbindungslinie ~x vom
Ursprung zum Punkt (x1, x2, x3, . . .). Wir schreiben auch oft:

|~x| = x =
√
~x · ~x .

Wir berechnen nun

(~x− ~y)2 ≡ (~x− ~y) · (~x− ~y) = x2 + y2 − 2~x · ~y . (2.23)

Die Vektoren ~x, ~y und ~z = ~x−~y bilden die Seiten eines Dreiecks, und nach obiger
Formel gilt:

z2 = x2 + y2 − 2~x · ~y . (2.24)

Durch Vergleich mit dem allgemeinen Kosinus-Satz der Trigonometrie können wir
daher folgern:

~x · ~y = |~x||~y| cos γ , (2.25)

wobei γ der von den Vektoren ~x und ~y eingeschlossene Winkel ist.

Über das Skalarprodukt können wir also sowohl die Länge eines Vektors be-
stimmen als auch den Winkel, der von zwei Vektoren eingeschlossen wird. Insbe-
sondere gilt für zwei Vektoren, die beide vom Nullvektor verschieden sind (für die
also gilt |~x| 6= 0 6= |~y|):

~x · ~y = 0 ⇔ γ = 90◦ . (2.26)
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Zwei Vektoren, für die das Skalarprodukt verschwindet, stehen somit senkrecht
aufeinander.

Ist das Skalarprodukt · gegeben, so kann man eine Basis konstruieren, die
folgende Bedingungen erfüllt:

~ei · ~ej = δij .

Die Basisvektoren haben alle die Länge 1 (es handelt sich um so genannte Ein-
heitsvektoren [unit vectors]), und stehen jeweils senkrecht aufeinander. Eine solche
Basis bezeichnet man auch als Orthonormalbasis. Für den R3 bietet sich daher
folgende Basis an:

~e1 =

 1
0
0

 , ~e2 =

 0
1
0

 , ~e3 =

 0
0
1

 .

Diese Basis bezeichnet man auch manchmal als die kanonische Basis [canonical
basis].

2.7.2 Das Kreuzprodukt

Während die bisherigen Überlegungen unabhängig von der Anzahl der Dimensio-
nen waren, betrachten wir nun eine Struktur speziell für einen dreidimensionalen
Vektorraum. Es gibt zwar Verallgemeinerungen für beliebige Dimensionen, doch
der in der Physik häufigste Fall bezieht sich auf den dreidimensionalen euklidi-
schen Vektorraum.

Wir betrachten den dreidimensionalen Vektorraum R3, dargestellt durch Tri-
pel reeller Zahlen R3 ' {(x1, x2, x3)|xi ∈ R}. Auf diesem Raum definieren wir
eine Abbildung, die zwei Vektoren wieder einen Vektor zuordnet,

× : R3 ×R3 −→ R3 ,

nach folgender Vorschrift: x1

x2

x3

×
 y1

y2

y3

 =

 x2y3 − x3y2

−x1y3 + x3y1

x1y2 − x2y1

 . (2.27)

Drei Eigenschaften dieses Kreuzprodukts (manchmal auch Vektorprodukt oder
äußeres Produkt genannt) zweier Vektoren lassen sich leicht überprüfen:

~x× ~y = −(~y × ~x) Antisymmetry

~x× (~y + ~z) = (~x× ~y) + (~x× ~z) Bilinearität

~x× (α~y) = α(~x× ~y)
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Aus der Antisymmetrie folgt unmittelbar:

~x× ~x = 0 .

Das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selber verschwindet somit. Wegen der
Linearität bedeutet dies, dass auch das Kreuzprodukt zweier kolinearer Vektoren
(d.h., ~y = α~x) verschwindet. Außerdem impliziert die Antisymmetrie, dass das
Kreuzprodukt auch im ersten Argument linear ist.

Um ein Gespür für das Kreuzprodukt zu erhalten, betrachten wir zwei Vek-
toren ~x und ~y, die in der 1-2-Ebene des R3 liegen, deren 3-Komponenten also
verschwinden. Dann folgt: x1

x2

0

×
 y1

y2

0

 =

 0
0

x1y2 − x2y1

 . (2.28)

Der Vektor ~x × ~y besitzt nur eine 3-Komponente, steht also senkrecht sowohl
auf ~x als auch auf ~y. Bezeichnen wir mit α den Winkel, den ~x mit der x-Achse
einschließt und mit β den Winkel, den ~y mit der x-Achse einschließt, so gilt:

x1 = |~x| cosα , x2 = |~x| sinα , y1 = |~y| cos β , y2 = |~y| sin β .

Damit erhalten wir:

x1y2 − x2y1 = |~x||~y|(cosα sin β − cos β sinα) = |~x||~y| sin(β − α) .

Der Winkel γ = β −α ist wieder der von ~x und ~y eingeschlossene Winkel. Damit
folgt:  x1

x2

0

×
 y1

y2

0

 =

 0
0

|~x||~y| sin γ

 . (2.29)

|~x||~y| sin γ ist gleich der Fläche, die von den beiden Vektoren aufgespannt wird.

A: Dieses Beispiel zeigt auch, wie sich das Kreuzprodukt für zweidimensionale Vek-
toren definieren lässt. Das Ergebnis ist in diesem Fall allerdings nicht wieder ein Vektor,
sondern einfach eine Zahl — die Fläche des von den beiden Vektoren aufgespannten
Parallelogramms.

Dieses Ergebnis lässt sich zu folgender Aussage verallgemeinern: Das Kreuz-
produkt zweier Vektoren ~x und ~y ist ein Vektor, der senkrecht auf der von ~x und
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~y aufgespannten Ebene steht, und dessen Betrag gleich der Fläche des von ~x und
~y aufgespannten Parallelogramms ist.

Aus dieser Darstellung folgt auch nochmals für zwei nichtverschwindende Vek-
toren ~x und ~y:

~x× ~y = 0 ⇔ γ = 0◦ oder γ = 180◦ ,

d.h., die beiden Vektoren sind kolinear.

Die Richtung des Vektors ~x × ~y, für die nach obiger Aussage immer noch
zwei Möglichkeiten in Frage kommen, lässt sich nach der

”
Rechte-Hand-Regel“

bestimmen: Spreizt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand,
sodass sie (mehr oder weniger) senkrecht aufeinander stehen, und zeigt der Dau-
men in die Richtung von ~x und der Zeigefinger in die Richtung von ~y, so zeigt
der Mittelfinger in die Richtung von ~x× ~y.

Das Kreuzprodukt erlaubt es somit, die von zwei Vektoren aufgespannte
Fläche zu berechnen (gleich dem Betrag des Kreuzprodukts der beiden Vekto-
ren), oder auch zu zwei linear unabhängigen Vektoren einen dritten Vektor zu
konstruieren, der senkrecht auf den beiden Vektoren steht.

Für die kanonische Basis gilt:

~e1 × ~e2 = ~e3 , ~e2 × ~e3 = ~e1 , ~e3 × ~e1 = ~e2 . (2.30)

2.7.3 Der ε-Tensor

Wie wir gesehen haben, ist das Kreuzprodukt im R3 eine bilineare Abbildung
von R3 × R3 in den R3. Damit ist das Kreuzprodukt ein Tensor dritter Stufe.
Diesen Tensor bezeichnet man auch als ε-Tensor.

Ausgedrückt in einer Basis des R3 lässt sich der ε-Tensor durch seine Kom-
ponenten εi jk ausdrücken. Jeder dieser Indizes kann die Werte 1, 2 oder 3 an-
nehmen. (Wir schreiben die Indizes zwar nach oben bzw. unten, wie es der kor-
rekten Schreibweise entspricht, allerdings unterscheiden sich für das kartesische
Skalarprodukt, das wir im Folgenden verwenden werden, die Komponenten der
ε-Tensoren für unterschiedliche Indexstellungen nicht.) Der ε-Tensor ist durch
folgende Vorschrift definiert:

εi jk =


0 wenn zwei der Indizes gleich sind
1 wenn die drei Indizes zyklisch angeordnet sind
−1 wenn die drei Indizes anti-zyklisch angeordnet sind

(2.31)
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Es gilt also:

ε123 = ε231 = ε312 = 1

ε213 = ε132 = ε321 = −1

sonst εi jk = 0 .

Mit dieser Definition lässt sich das Kreuzprodukt in Komponenten schreiben:

(~x× ~y)i =
∑
j,k

εi jkx
jyk . (2.32)

Als Beispiel betrachten wir die erste Komponente, also i = 1:

(~x× ~y)1 =
∑
j,k

ε1jkx
jyk .

Bezüglich der Indizes j und k gilt die Summenkonvention, über diese Indizes ist
also jeweils von 1 bis 3 zu summieren. Allerdings verschwindet der ε-Tensor, wenn
zwei der Indizes gleich sind, insbesondere also wenn j oder k gleich 1 ist, oder
wenn j gleich k ist. Damit bleiben nur noch zwei Möglichkeiten übrig: i = 2,
j = 3 sowie i = 3, j = 2:

(~x× ~y)1 = ε123x
2y3 + ε132x

3y2 .

Beim ersten Term auf der rechten Seite sind die Indizes in zyklischer Reihenfolge,
also ε123 = 1, beim zweiten Term sind sie antizyklisch, also ε132 = −1. Damit
erhalten wir das bekannte Ergebnis:

(~x× ~y)1 = x2y3 − x3y2 . (2.33)

Die Beziehungen aus Gl. 2.30 lassen sich nun in einer geschlossenen Form
ausdrücken:

~ej × ~ek = εi jk~ei

(wobei im Prinzip über i zu summieren ist, allerdings gibt es nur einen Wert für
i, der zu dieser Summe beiträgt, wenn j und k festgelegt wurden.)

A: Es gibt auch einen ε-Tensor für zweidimensionale Vektoren. Dieser Tensor hat
zwei Indizes, die dabei die Werte 1 und 2 annehmen:

εij =


0 für i = j
1 für i = 1 und j = 2
−1 für i = 2 und j = 1
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Für zweidimensionale Vektoren ist das Kreuzprodukt eine Zahl und es gilt:

~x× ~y =
∑
i,j

εijx
iyj = x1y2 − x2y1 .

Wir können uns nun auch nochmals mithilfe des ε-Tensors überlegen, weshalb
das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selber verschwindet. Es gilt:

(~x× ~x)i =
∑
j,k

εi jkx
jxk .

Der ε-Tensor ist
”
total antisymmetrisch“, d.h., die Vertauschung zweier Indizes

erwirkt ein Minuszeichen:
εi jk = −εikj .

Andererseits ist der Ausdruck xjxk symmetrisch in den beiden Indizes:

xjxk = xkxj .

Die Verkürzung zweier Indizes (Summation über j und k) bei einem Produkt von
einem symmetrischen und einem total antisymmetrischen Objekt ist aber immer
null, da xjxk − xkxj = 0. Natürlich hätten wir dieses Ergebnis wesentlich einfa-
cher ableiten können, da offensichtlich die rechte Seite von Gl. 2.33 verschwindet,
wenn ~x = ~y. Das obige Argument tritt aber sehr häufig bei Berechnungen im

”
Indexkalkül“ auf, unabhängig vom speziellen ε-Tensor: Wird über zwei Indizes

summiert und ist der eine Term in diesen beiden Indizes symmetrisch und der
andere Term antisymmetrisch, so verschwindet das Produkt.

2.7.4 Das Spatprodukt

Das Spatprodukt ist eine Kombination aus Skalarprodukt und Vektorprodukt, bei
dem drei Vektoren miteinander multipliziert werden. Für drei Vektoren ~x, ~y und
~z gilt:

Vol(~x, ~y, ~z) = ~x · (~y × ~z) , (2.34)

wobei Vol(~x, ~y, ~z) das (orientierte) Volumen des von den drei Vektoren ~x, ~y und
~z aufgespannten Parallelepipeds ist. Das orientierte Volumen ist positiv (gleich
dem gewöhnlichen Volumen), wenn die drei Vektoren der

”
Rechte-Hand-Regel“

genügen, andernfalls ist das Volumen negativ (gleicher Betrag wie das gewöhnli-
che Volumen).
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Diese Beziehung kann man sich aus folgender Überlegung verdeutlichen:

~x · (~y × ~z) = |~x||~y × ~z| cos γ ,

wobei γ der Winkel zwischen einem Vektor senkrecht zu der von ~y und ~z aufge-
spannten Ebene und dem Vektor ~x ist. Daher folgt:

- |~x| cos γ ist gleich der Komponente von ~x senkrecht zu der von ~y und ~z
aufgespannten Fläche, also gleich der

”
Höhe“ von ~x über dieser Fläche,

- |~x× ~y| ist gleich dem Betrag der von ~x und ~y aufgespannten Fläche.

Der Betrag der Grundfläche multipliziert mit der Höhe ergibt die Fläche des
Parallelepipeds.

Aus der expliziten Darstellung,

~x · (~y × ~z) = x1y2z3 − x1y3z2 + x2y3z1 − x2y1z3 + x3y1z2 − x3y2z1

kann man auch leicht die zyklische Symmetrie des Spatprodukts ableiten:

~x · (~y × ~z) = ~z · (~x× ~y) = ~y · (~z × ~x) .

In Indexschreibweise hat das Spatprodukt die Form:

Vol(~x, ~y, ~z) = ~x · (~y × ~z) = δlix
l(~y × ~z)i = xiε

i
jky

jzk = εijkx
iyjzk .

(Summenkonvention!)

A: Diese Formel kann man auch zum Ausgangspunkt für eine Definition des ε-
Tensors machen, die nicht mehr vom kartesischen Skalarpodukt abhängt: Für einen
d-dimensionalen Vektorraum V ist der ε-Tensor als eine total antisymmetrische multi-
lineare Abbildung ε : V × V × ... × V → R (d-faches kartesisches Produkt) definiert,
die den d Vektoren das von ihnen aufgespannte Volumen zuordnet.

2.7.5 Determinanten

In Komponentenschreibweise kann man d linear unabhängige Vektoren des Rd

auch in Form einer d× d Matrix M schreiben:

M = (~x1, . . . , ~xd) =


x1

1 x1
2 · · · x1

d

x2
1 x2

2 · · · x2
d

...
...

...
...

xn1 xn2 · · · xdd

 .
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(Entsprechend unserer Konvention nummeriert der untere Index die Vektoren,
der obere Index die Komponenten der Vektoren.) Die Matrix M beschreibt eine
lineare Abbildung, welche die Basiselemente ~ei auf die Vektoren ~xi abbildet. Das
von den d Vektoren aufgespannte Volumen bezeichnet man auch als die Determi-
nante [determinant] der Matrix M :

Vol(~x1, . . . , ~xd) = detM =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1

1 x1
2 · · · x1

d

x2
1 x2

2 · · · x2
d

...
...

...
...

xn1 xn2 · · · xdd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (2.35)

Wie wir gesehen haben, gilt in zwei bzw. drei Dimensionen:∣∣∣∣ x1
1 x1

2

x2
1 x2

2

∣∣∣∣ = x1
1x

2
2 − x1

2x
2
1∣∣∣∣∣∣

x1
1 x1

2 x1
3

x2
1 x2

2 x2
3

x3
1 x3

2 x3
3

∣∣∣∣∣∣ = x1
1x

2
2x

3
3 − x1

1x
2
3x

3
2 + x1

2x
2
3x

3
1 − x1

2x
2
1x

3
3 +

+ x1
3x

2
1x

3
2 − x1

3x
2
2x

3
1 .

A: Die allgemeine Regel zur Auswertung der Determinante kann man in folgender
Formel zusammenfassen:

detM =
∑
p

(−1)|p|x1
p1x

2
p2x

3
p3 . . . x

d
pd
,

wobei über alle Permutationen p mit p(1, 2, 3, . . . , d) = (p1, p2, p3, . . . , pd) der Indizes
zu summieren ist. Eine Permutation, die durch eine gerade Anzahl von paarweisen
Vertauschungen aus der normalen Reihenfolge (1, 2, 3, . . . , d) hervorgeht, bezeichnet
man als gerade (für sie gilt (−1)|p| = 1), anderenfalls als ungerade ((−1)|p| = −1). Der
d-dimensionale ε-Tensor ist gerade durch obige Summe definiert:

detM =
∑

p1,p2,...,pd

εp1p2···pd
x1
p1x

2
p2 · · ·x

d
pd
,

bzw.

εp1p2···pd
=


0 wenn zwei Indizes gleich sind
1 wenn die Sequenz p1, p2, . . . , pd eine gerade Permutation ist
−1 wenn die Permutation ungerade ist

.
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Die Determinante gibt unter anderem an, ob die d Vektoren {~xi} linear un-
abhängig sind oder nicht. Das von linear unabhängigen Vektoren aufgespannte
Volumen ist von null verschieden, wohingegen das Volumen zu d linear abhängi-
gen Vektoren verschwindet. Die Determinante einer d × d Matrix verschwindet
also genau dann nicht, wenn der Bildraum der Matrix wieder der gesamte Vek-
torraum ist (die Abbildung also bijektiv ist), andernfalls ist die Determinante
null.
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Kapitel 3

Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit Abbildungen von einem Vektorraum
V in einen Vektorraum W , wobei wir auch oft W = V wählen. Diese Abbildungen
sollen die besonderen Eigenschaften von Vektorräumen unverändert lassen, was
uns zu so genannten linearen Abbildungen [linear mappings] führen wird. Die-
se besitzen eine Darstellung in Form von Matrizen [matrices]. Spezielle lineare
Abbildungen wie das Skalarprodukt haben wir schon im letzten Kapitel kennen-
gelernt.

3.1 Lineare Abbildungen

Definition: Eine Abbildung A : V → W heißt linear, wenn gilt:

A(α~x+ β~y) = αA(~x) + βA(~y) . (3.1)

Für ~x ∈ V ist also A(~x) ∈ W . Die beiden Vektorräume V und W müssen dabei
nicht dieselbe Dimension haben. Im Folgenden sei dv die Dimension von V und
dw die Dimension von W .

Da sich jeder Vektor ~x ∈ V nach einer in V gewählten Basis {~ei} entwickeln
lässt, und wegen der Linearität von A gilt

A(x1~e1 + x2~e2 + . . .) = x1A(~e1) + x2A(~e2) + . . . ,

ist die Abbildung A bereits eindeutig gegeben, wenn die Bilder der Basisvektoren
bekannt sind, also wenn {A(~ei)} bekannt ist. Ist andererseits {~fi} eine Basis von

39



40 KAPITEL 3. LINEARE ABBILDUNGEN

W , so können wir jeden Vektor in W , inbesondere auch die Vektoren {A(~ei)},
nach dieser Basis entwickeln:

A(~e1) = A1
1
~f1 + A2

1
~f2 + A3

1
~f3 + . . .

A(~e2) = A1
2
~f1 + A2

2
~f2 + A3

2
~f3 + . . .

A(~e3) = A1
3
~f1 + A2

3
~f2 + A3

3
~f3 + . . .

...
...

oder in einer Gleichung zusammengefasst:

A(~ei) =
∑
j

Aji
~fj . (3.2)

(Auch hier hätten wir natürlich wieder die Summenkonvention verwenden können,
doch in diesem Kapitel werden wir in den meisten Fällen die Summationen explizit
schreiben.) Die Stellung der Indizes ergibt sich aus folgender Regel:

- Bezüglich eines oberen Index transformiert sich die Matrix wie die Kompo-
nenten eines Vektors (kontravariant). Ein oberer Index wird beispielsweise
kontrahiert mit den Komponenten eines dualen Vektors oder mit den Ba-
sisvektoren eines Vektorraums.

- Entsprechend transformiert sich eine Matrix bezüglich eines unten stehen-
den Index wie die Basisvektoren eines Vektorraums (kovariant). Ein unten
stehender Index wird beispielsweise mit den Komponenten eines Vektors
kontrahiert.

- Der rechts stehende Index bezieht sich auf den Urbildraum der Abbildung.

- Der links stehende Index bezieht sich auf den Bildraum der Abbildung.

Die Zahlen Aji bezeichnet man als die Matrixelemente [matrix elements] der
Abbildung A. Man beachte, dass der Index j dabei von 1 bis dw (der Dimension
von W ) läuft, während sich der Index i von 1 bis dv (der Dimension von V )
erstreckt.

A: Wenn eine Unterscheidung zwischen oben und unten stehenden Indizes nicht
notwendig ist (oder diese Unterscheidung aus welchen Gründen auch immer nicht ge-
troffen wird), schreibt man meist Aji für diese Matrixelemente.
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Ist εj ∈ W ∗ die kanonische Bases des Dualraums von W , definiert durch die
Bedingung

εj(~fi) = δji ,

so können wir die Matrixelemente Aji auch in der folgenden Form schreiben:

Aji = εj
(
A(~ei)

)
.

Wir können uns nun überlegen, wie die Komponenten eines Vektors unter der
Abbildung A transformiert werden. Sei

~x =
∑
i

xi~ei ,

dann gilt:

A(~x) =
∑
i

xiA(~ei) .

Umgekehrt ist

εj
(
A(~x)

)
= yj

die j-te Komponente des Bildvektors. Also folgt:

yj = εj
(
A(~x)

)
=
∑
i

xiεj
(
A(~ei)

)
=
∑
i

Ajix
i . (3.3)

Nun wird auch die Bedeutung des ko- bzw. kontravarianten Transformationsver-
haltens deutlich. Die Komponenten eines Vektors transformieren sich wie in Gl.
3.3, die Basisvektoren wie in Gl. 3.2.

Oft schreibt man die Elemente Aji (oder vereinfacht auch Aji) in Form einer
Matrix auf:

A '


A1

1 A1
2 A1

3 . . . A1
n

A2
1 A2

2 A2
3 . . . A2

n

A3
1 A3

2 A3
3 . . . A3

n
...

...
... . . .

...
Am1 Am2 Am3 . . . Amn

 . (3.4)

Die Anwendung dieser Matrix auf einen Spaltenvektor ~x ∈ V ergibt den Spalten-
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vektor ~y ∈ W :
y1

y2

y3

...
ym

 =


A1

1 A1
2 A1

3 . . . A1
n

A2
1 A2

2 A2
3 . . . A2

n

A3
1 A3

2 A3
3 . . . A3

n
...

...
... . . .

...
Am1 Am2 Am3 . . . Amn




x1

x2

x3

...
xn



=


A1

1x
1 + A1

2x
2 + . . .+ A1

nx
n

A2
1x

1 + A2
2x

2 + . . .+ A2
nx

n

A3
1x

1 + A3
2x

2 + . . .+ A3
nx

n

...
...

Am1x
1 + Am2x

2 + . . .+ Amnx
n


Die j-te Komponente yj des Bildvektors erhält man, indem man die Elemente in
der j-ten Zeile der Matrix mit den Elementen des Vektors multipliziert (Elemente
in der 1. Spalte in der j-ten Zeile mit der ersten Komponente des Vektors, Element
in der 2. Spalte der j-ten Zeile mit der zweiten Komponente des Vektors, etc.)
und die Ergebnisse addiert.

Definition: Der Kern [kernel] einer linearen Abbildung A : V → W ist der
lineare Unterraum von V für den gilt:

KernA = {~x ∈ V |A(~x) = 0} .

(Wegen der Linearität von A kann man sich leicht überzeugen, dass es sich
bei KernA tatsächlich um einen linearen Unterraum (Untervektorraum) handelt.
Ebenso kann man sich leicht überzeugen, dass auch das Bild [image] unter der
Abbildung A ein linearer Unterraum von W ist. Die Dimension des Bildraumes
von A bezeichnet man als den Rang [rank] der Abbildung A.

3.2 Basistransformationen

Wir haben bisher immer eine feste Basis in einem Vektorraum betrachtet und ha-
ben gesehen, dass sich jeder Vektor als lineare Kombination dieser Basis schreiben
lässt:

~x = x1~e1 + x2~e2 + . . . =
∑
i

xi~ei
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Was passiert jedoch, wenn wir die Basis ändern, wenn wir also statt der Basis
{~ei} eine andere Basis linear unabhängiger Vektoren {~fi} wählen?

Wir betrachten dazu eine lineare Abbildung F : V → V . Diese Abbildung soll
die bisherige Basis {~ei} in V auf eine neue Basis {~fi} in V abbilden:

~fi = F (~ei) .

Zunächst ist klar, dass sich jeder Basisvektor der neuen Basis als Linearkombi-
nation der alten Basisvektoren schreiben lässt (an dieser Stelle schreiben wir die
Summen nochmals explizit, obwohl sich natürlich auch hier die Summenkonven-
tion anwenden lässt):

~f1 = F 1
1 ~e1 + F 2

1 ~e2 + F 3
1 ~e3 + . . . =

∑
i

F i
1 ~ei

~f2 = F 1
2 ~e1 + F 2

2 ~e2 + F 3
2 ~e3 + . . . =

∑
i

F i
2 ~ei

~f3 = F 1
3 ~e1 + F 2

3 ~e2 + F 3
3 ~e3 + . . . =

∑
i

F i
3 ~ei

...
...

Diese Beziehungen lassen sich wieder in einer Gleichung zusammenfassen:

~fj =
∑
i

F i
j ~ei . (3.5)

Diese Beziehung gibt an, wie sich die neuen Basisvektoren {~fi} als Linearkombi-
nationen der alten Basisvektoren {~ei} ausdrücken lassen. Die Koeffizienten dieser
Linearkombinationen sind die Koeffizienten {F i

j } der Abbildungsmatrix von F .

Wir untersuchen nun, wie sich die Komponenten eines Vektors bei einem
Wechsel der Basis verhalten. Man beachte, dass durch eine Basistransformati-
on die Vektoren {~x} nicht verändert werden sondern nur dessen Komponten. Wir

bezeichnen mit xif die Komponenten des Vektors ~x in der Basis {~fj} und mit xie
die Komponenten desselben Vektors ~x in der Basis {~ei}. Es gilt somit

~x =
∑
i

xie~ei =
∑
j

xjf
~fj . (3.6)

(Dass wir einmal den Summationsindex mit i und einmal mit j bezeichnet ha-
ben, ist rein willkürlich, erleichert aber die folgenden Rechnungen.) Wir können
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nun mithilfe von Gl. 3.5 die Basisvektoren {~fj} durch die Basisvektoren {~ei}
ausdrücken und erhalten:∑

i

xie~ei =
∑
j

xjf

(∑
i

F i
j ~ei

)
=
∑
i

(∑
j

xjfF
i
j

)
~ei . (3.7)

Da die Basisvektoren {~ei} linear unabhängig sind und die Zerlegung eines Vektors
nach einer solchen Basis eindeutig ist, müssen die Komponenten vor gleichen
Basisvektoren auch gleich sein. Das bedeutet:

xie =
∑
j

F i
j x

j
f . (3.8)

Äquivalent können wir natürlich die Indizes auch umbenennen und schreiben:

xje =
∑
i

F j
i x

i
f . (3.9)

Diese Gleichung entspricht vollkommen Gl. 3.3, d.h., die Transformation der Kom-
ponenten bei einer Basistransformation entspricht einer Abbildung des Vektor-
raums auf sich selber. Der Unterschied zwischen den beiden Situationen besteht
jedoch in einer Interpretation der Veränderungen: Im ersten Fall (Gl. 3.3) wird ein
Vektor von V im Allgemeinen auf einen anderen Vektor in V abgebildet. Die Basis
bleibt unverändert und man drückt die Komponenten des neuen Vektors durch
die Komponenten des alten Vektors aus. In diesem Fall spricht man von einer
aktiven Transformation [active transformation]. Im zweiten Fall (Gl. 3.9) bleiben
die Vektoren des Vektorraums unverändert, werden aber durch unterschiedliche
Basisvektoren beschrieben. Man spricht hier von einer passiven Transformati-
on [passive transformation]. Die Unterscheidung zwischen aktiven und passiven
Transformationen spielt eine große Rolle im Zusammenhang mit Symmetrien.

Interessant ist auch der Unterschied zwischen Gl. 3.9 und Gl. 3.5. Im einen Fall
(Gl. 3.9) wird über den unteren Index der Elemente {F j

i } summiert, also über die
Spalten der zugehörigen Matrix. Bei der Transformation der Basisvektoren (Gl.
3.5) wird jedoch über den oberen Index von {F j

i } summiert, also über die Zeilen
der zugehörigen Matrix. Man kann nun alle Objekte mit einem Index danach
klassifizieren, ob sie sich wie die Basisvektoren transformieren (nach Gl. 3.5), dann
spricht man von kovariantem [covariant] Transformationsverhalten, oder wie die
Komponenten der Vektoren (Gl. 3.9), was man als kontravariantes [contravariant]
Transformationsverhalten bezeichnet. Man kann sich leicht überlegen, dass sich
die Basisvektoren des dualen Vektorraums kontravariant, die Komponenten von
dualen Vektoren aber kovariant transformieren.
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3.3 Spezielle lineare Abbildungen

3.3.1 Multiplikation von Matrizen

Ist das Bild einer linearen Abbildung A : V1 → V2 enthalten im Urbild einer
zweiten linearen Abbildung B : V2 → V3, so lassen sich die beiden Abbildungen
zu einer linearen Abbildung BA : V1 → V3 hintereinander schalten. Sei ~y ∈ V2

das Bild eines Vektors ~x ∈ V1, so gilt für die Komponenten:

yk =
∑
j

Akjx
j ,

und wenn ~z ∈ V3 das Bild von ~y unter der Abbildung B ist so gilt entsprechend:

zi =
∑
k

Bi
ky

k .

Für die Komponenten von ~z ausgedrück durch die Komponenten von ~x folgt
daher:

zi =
∑
k

Bi
k

(∑
j

Akjx
j

)
=
∑
j

(∑
k

Bi
kA

k
j

)
xj .

Durch Vergleich mit der allgemeinen Formel

zi =
∑
j

(BA)i jx
j

finden wir für die Matrixelemente der kombinierten Matrix BA:

(BA)i j =
∑
k

Bi
kA

k
j , (3.10)

bzw. in der bekannteren Notation, bei der beide Indizes unten schrieben werden
— erst der Zeilenindex, dann der Spaltenindex:

(BA)ij =
∑
k

BikAkj . (3.11)

Es werden also jeweils die Zeilen von B mit den Spalten von A verkürzt.
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3.3.2 Die inverse Matrix

Zu einer bijektiven linearen Abbildung A : V → W gibt es entsprechend auch
eine inverse lineare Abbildung A−1, sodass gilt:

A−1A = 1 .

In Indexschreibweise erfüllen die Matrixelemente von A−1 nach Gl. 3.10 die Be-
dingung: ∑

k

(
A−1

)i
k
Akj = δij . (3.12)

Die Formeln, nach denen sich die Matrixelemente von A−1 direkt durch die Matri-
xelemente von A ausdrücken lassen, sind recht aufwendig, sofern man nicht vorab
zusätzliche Strukturen definiert. Für den Fall von 2-dimensionalen Vektorräumen
wollen wir die Lösung explizit angeben:

(
A−1

)1

1
=

1

detA
A2

2 (3.13)(
A−1

)1

2
= − 1

detA
A1

2(
A−1

)2

1
= − 1

detA
A2

1(
A−1

)2

2
=

1

detA
A1

1

mit der Determinante von A:

detA = A1
1A

2
2 − A1

2A
2
1 . (3.14)

Durch explizites Nachrechnen kann man sich leicht von der Richtigkeit obiger
Ausdrücke überzeugen.

3.3.3 Die transponierte Matrix

Definition: Sei A : V → V eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum V , auf
dem ein Skalarprodukt g : V ×V → R gegeben ist. Dann ist die zu A adjungierte
[adjoint] Abbildung Â durch folgende Bedingung gegegen, die für alle ~x, ~y ∈ V
erfüllt sein soll:

g(Â(~x), ~y) = g(~x,A(~y)) . (3.15)
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In Indexnotation geschrieben lautet die linke Seite dieser Gleichung:∑
jk

gkj(Â(~x))kyj =
∑
ijk

gkjÂ
k
ix
iyj .

Entsprechend folgt für die rechte Seite:∑
ik

gikx
i(A(~y))k =

∑
ijk

gikA
k
jx
iyj .

Da die beiden Seiten der Gleichung für beliebige ~x und ~y gleich sein sollen, folgt
für die Matrixelemente der adjungierten Matrix:∑

k

Âkigkj =
∑
k

gikA
k
j ,

oder, nachdem beide Seiten von rechts mit der inversen Matrix zum Skalarprodukt
gjl multipliziert werden:

Âl i =
∑
kj

gikA
k
jg
jl .

Insbesondere erhält man für das kartesische Skalarprodukt gij = δij :

Âl i = A l
i .

Ist ein kartesisches Skalarprodukt gegeben, so erhält man die Matrixelemente der
adjungierten Matrix Â, indem man die Zeilen und Spalten der Matrix von A
vertauscht. Man spricht ihn diesem Fall auch von der transponierten Matrix und
schreibt Â = AT .

Im Zusammenhang mit ko- und kontravariantem Transformationsverhalten
hatten wir gesehen, dass sich die kovarinanten Transformationsgesetze (Gl. 3.5)
ebenso wie die kontravarianten Transformationsgesetze (Gl. 3.9) schreiben lassen,
vorausgesetzt man vertauscht die Zeilen und Spalten der Transformationsmatrix.
Man könnte also sagen, dass sich die Komponenten der dualen Vektoren bzw. die
Basiselemente nach der transponierten Transformationsmatrix transformieren.

3.3.4 Orthogonale Matrizen

Eine wichtige Klasse von Matrizen sind die so genannten orthogonalen Matrizen
[orthogonal matrices], die anschaulich Rotationen bzw. Kobinationen von Rota-
tionen und Spiegelungen entsprechen. Unter einer Rotation verändern sich weder
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die Längen von Vektoren noch die Winkel zwischen ihnen. Dies ist unabhängig
von der Dimension n des Vektorraums. Daher gilt für Rotation, dass das kartesi-
sche Skalarprodukt ~x · ~y (das sich ja durch die Längen der beiden Vektoren und
den Winkel zwischen ihnen ausdrücken lässt) nicht verändert. Die Menge aller
orthogonalen Matrizen bildet eine Gruppe, die so genannte orthogonale Gruppe
[orthogonal group] O(n). Neben den reinen Rotationen erfüllen noch Punktspie-
gelungen sowie Spiegelungen an Ebenen diese Bedingung. Die Gruppe der reinen
Rotationen bezeichnet man auch als spezielle orthogonale Gruppe [special ortho-
gonal group] SO(n). Während für orthogonale Matrizen immer detR = ±1 gelten
muss (wie wir gleich am Beispiel der 2-dimensionalen Drehungen zeigen werden),
sind die Elemente der SO(n) durch die Bedingung detR = +1 definiert.

Seien ~x und ~y zwei Vektoren mit Skalarprodukt ~x · ~y und sei R eine Rotation.
Die Aussage, dass sich das Skalarprodukt nicht ändern soll, bedeutet:

~x · ~y = R(~x) ·R(~y) . (3.16)

Nach unseren Überlegungen des letzten Abschnitts folgt daraus:

~x · ~y = ~x ·RTR(~y) ,

wobei RTR die Matrix ist, die man durch Hintereinanderschaltung der Rotati-
onsmatrix R und der zugehörigen transponierten Matrix RT erhält.

Damit diese Gleichung für beliebige Vektoren ~x und ~y gelten kann, darf RTR
den Vektor ~y nicht verändern, d.h., es muss gelten:

RT R = 1 , (3.17)

oder gleichbedeutend:
RT = R−1 . (3.18)

Orthogonale Matrizen sind gerade durch diese Bedingung gekennzeichnet: Die
transponierte Matrix ist gleich der inversen Matrix. Aus diesen Bedingungen kann
man auch allgemein zeigen, dass (detR)2 = 1 gelten muss.

Als Beispiel betrachten wir Rotationen im R2. Gleichung 3.18 führt in zwei
Dimensionen zunächst explizit auf die Bedingung (vgl. Gl. 3.13):

(detR)2 = (R1
1R

2
2 −R1

2R
2
1)2 = 1 , (3.19)

oder
detR = ±1 .
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Wir wählen die positive Lösung (detR = −1 beschreibt neben Rotationen noch
Spiegelungen). Damit gelangt man zu folgenden Bedingungen:

R1
1 = R2

2 und R1
2 = −R2

1 ,

die schließlich auf folgende Gleichung führen:(
R1

1

)2
+
(
R1

2

)2
= 1 .

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung lässt sich durch die Winkelfunktionen
Sinus und Kosinus ausdrücken und durch einen Winkel ϕ parametrisieren. Man
erhält:

R =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
. (3.20)

Wie man sich auch anhand einer einfachen Zeichnung und Rechnung verdeutli-
chen kann, beschreibt diese Matrix in zwei Dimensionen eine Rotation um den
Nullpunkt mit Winkel ϕ.

3.3.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wenn es zu einer linearen Abbildung A : V → V einen Vektor ~x gibt und eine
Zahl λ, sodass gilt

A~x = λ~x , (3.21)

so bezeichnet man ~x als einen Eigenvektor [eigenvector] von A und λ als den
zugehörigen Eigenwert [eigenvalue]. Wir können obige Gleichung auch in folgender
Form schreiben:

(A− λ · 1)~x = 0 .

Zu der Matrix A− λ · 1 gibt es also einen linearen Unterraum (Vielfache von ~x),
der auf die Null abgebildet wird. Damit kann das Bild der Abbildung A − λ · 1
nicht mehr der gesamte Vektorraum sein, und das von dem Bild der Basisvektoren
aufgespannte Volumen verschwindet. Mit anderen Worten:

det
(
A− λ · 1

)
= 0 . (3.22)

Diese Gleichung (eine polynomiale Gleichung n-ter Ordnung — n gleich der Di-
mension von V — für die Eigenwerte λ) bezeichnet man auch als charakteristische
Gleichung [characteristic equation] für die Eigenwerte. Den Ausdruck

PA(λ) = det
(
λ · 1− A

)
(3.23)
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bezeichnet man als charakteristisches Polynom [characteristic polynomial].

Im Bereich komplexer Zahlen besitzt die charakteristische Gleichung immer n
Lösungen, d.h., das charakteristische Polynom zu Gl. 3.22 lässt sich in folgende
Form bringen:

det
(
λ · 1− A

)
=

n∏
i=1

(λ− λi) .

Die Werte {λi} bezeichnet man als die Lösungen der charakteristischen Gleichung
und gleichzeitig als die Eigenwerte der Matrix A. Sind einige der λi gleich, so
spricht man von entarteten Eigenwerten [degenerate eigenvalues].

Im Bereich reeller Zahlen kann es sein, dass man gar keine Lösungen zur cha-
rakteristischen Gleichung findet oder nur einen eingeschränkten Satz von Lösun-
gen (weniger als n). Beispielsweise lautet die charakteristische Gleichung zur 2-
dimensionalen Rotationsmatrix Gl. 3.20:

λ2 − 2 cosϕλ+ 1 = 0 .

Die Lösungen dieser Gleichung sind (zu komplexen Zahlen vgl. Kap. 4):

λ1/2 = cosϕ± i sinϕ = e±iϕ .

Außer für ϕ = 0 und ϕ = 180◦ gibt es keine reellen Lösungen.

3.3.6 Selbstadjungierte Matrizen

Ist auf einem Vektorraum V ein Skalarprodukt g definiert, so bezeichnet man
eine lineare Abbildung A : V → V als selbstadjungiert [self-adjoint], wenn

g(~x,A~y) = g(A~x, ~y) ,

bzw.

Â = A .

Speziell für das kartesische Skalarprodukt ist eine (reelle) Matrix also selbstad-
jungiert, wenn sie symmetrisch ist: Ai j = A i

j .

Ein wichtiger Satz aus der linearen Algebra lautet: Die Eigenwerte selbst-
adjungierter Matrizen (A = AT für reelle Vektorräume und kartesischem Ska-
larprodukt) sind reell und die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
jeweils orthogonal. Der Beweis der Realität der Eigenwerte ist (fast) trivial, wenn
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man komplexe Vektorräume mit hermiteschem Skalarprodukt (d.h., die Symme-
triebedingung wird durch g(~x, ~y) = g(~y, ~x)∗ ersetzt) betrachtet. Die Orthogona-
lität der Eigenvektoren lässt sich leicht zeigen. Seien ~x und ~y Eigenvektoren von
A zu verschiedenen Eigenwerten λ1 bzw. λ2. Dann gilt:

g(~y, A(~x)) = λ1 g(~y, ~x) ,

andererseits gilt wegen der Symmetrie von A auch:

g(~y, A(~x)) = g(A(~y), ~x) = λ2 g(~y, ~x) .

Es folgt also:
λ1 g(~y, ~x) = λ2 g(~y, ~x) .

Da wir λ1 6= λ2 vorausgesetzt haben, muss g(~y, ~x) = 0 gelten. Da wir das Skalar-
produkt als nicht entartet annehmen, sind die beiden Eigenvektoren orthogonal.

3.4 Skalare - Pseudoskalare - Vektoren - Pseu-

dovektoren

Physikalische Größen lassen sich danach unterteilen, wie sie sich bei bestimmten
Basistransformationen verhalten. Im Folgenden betrachten wir ganz konkret Ro-
tationen der Basis sowie Punktspiegelungen der Basisvektoren (~ei → −~ei). (Wir
wählen grundsätzlich oben stehende Vektorindizes. Natürlich ließe sich noch un-
terscheiden, ob die Indizes oben oder unten stehen, d.h., ob sich die entsprechen-
den Komponenten bei Rotationen nach R oder nach RT = R−1 transformieren.
Wir wollen die Sache an dieser Stelle jedoch nicht zu kompliziert machen.)

Ein Skalar [scalar] ist eine Größe, die sich unter Rotationen der Basis nicht
verändert. Das einfachste Beispiel ist das Skalarprodukt zweier Vektoren, insbe-
sondere auch der Betrag eines Vektors. Während sich die einzelnen Komponenten
der Vektoren unter Rotationen und Punktspiegelung verändern,

xi −→ x̃i =
∑
j

Ri
jx
j Rotation

xi −→ x̃i = −xi Punktspiegelung ,

gilt dies nicht für das Skalarprodukt:

S = ~x · ~y =
∑
i

xiy
i =

∑
i

x̃iỹ
i = S ′ .



52 KAPITEL 3. LINEARE ABBILDUNGEN

Ein Pseudoskalar [pseudo-scalar] ist eine Größe, die sich unter Rotationen
nicht verändert, unter einer Punktspiegelung aber das Vorzeichen wechselt. Ein
Beispiel für einen Pseudoskalar ist das Spatprodukt dreier Vektoren:

P = (~x× ~y) · ~z .

Das Spatprodukt beschreibt das (orientierte) Volumen des Parallelepipeds, das
von den drei Vektoren aufgespannt wird. Dieses Volumen ändert sich natürlich
nicht, wenn die drei Vektoren gleichermaßen gedreht werden, aber unter einer
Punktspiegelung wechseln alle drei Vektoren das Vorzeichen und somit auch das
orientierte Volumen. Bei einer Punktspiegelung

”
geht die rechte Hand in die linke

Hand“ über.

Ein Vektor V ist ein Triplet von Größen (V 1, V 2, V 3), die sich bei einer Ro-
tation bzw. Punktspiegelung ebenso transformieren wie die Komponenten eines
Vektors:

V i −→ Ṽ i =
∑
j

Ri
jV

j V i −→ Ṽ i = −V i . (3.24)

Das triviale Beispiel für einen Vektor sind natürlich die Komponenten eines Vek-
tors selber.

Ein Pseudovektor V P [pseudo-vector] ist ein Triplet von Größen, die sich bei
einer Rotation genauso verhalten wie die Komponenten eines Vektors, die unter
einer Punktspiegelung jedoch nicht das Vorzeichen wechseln:

(V P )i −→ (Ṽ P )i =
∑
j

Ri
j(V

P )j (V P )i −→ (Ṽ P )i = (V P )i . (3.25)

Ein Beispiel für einen Pseudovektor ist das (3-dimensionale) Kreuzprodukt zweier
Vektoren:

V P = ~x× ~y .

Das Ergebnis ist ein Vektor, der senkrecht auf ~x und ~y steht, und diese Eigen-
schaft bleibt unter einer Rotation erhalten. Der Betrag des Vektors entspricht
der Fläche des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms und
auch diese Fläche bleibt unter Rotationen erhalten. Andererseits wechseln sowohl
die Komponenten von ~x als auch die Komponenten von ~y das Vorzeichen unter
einer Punktspiegelung, daher bleiben die Komponenten des Kreuzprodukts unter
einer Punktspiegelung unverändert.

Auch Tensoren lassen sich danach klassifizieren, wie sich die Komponenten
unter Rotationen und Punktspiegelungen verhalten.



Kapitel 4

Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen [complex numbers] spielen in der Physik eine wichtige Rol-
le. Viele Gleichungen lassen sich mithilfe komplexer Zahlen wesentlich einfacher
lösen. Algebraische Gleichungen (Polynomgleichungen in den unbekannten Va-
riablen) besitzen immer einen vollständigen Satz komplexer Lösungen, während
es oftmals weniger oder gar keine reellen Lösungen gibt. Das folgende Kapitel
kann natürlich nur einen elementaren Einstieg in die Theorie der komplexen Zah-
len geben, insbesondere der wichtige Bereich der Theorie komplexer Funktionen
und der Wegintegration über solche Funktionen kann kaum mehr als angedeutet
werden.

4.1 Definition und einfache Relationen

Im Rahmen der reellen Zahlen besitzt die Gleichung

x2 = −1

keine Lösungen. Wir definieren nun ein Element i als Lösung dieser Gleichung,
erweitern die reellen Zahlen um dieses Element i und vervollständigen sie unter
den Operationen der Addition und der Multiplikation.

Oft wird gefragt, wieso man eine Lösung obiger Gleichung einfach
”
definieren“

kann. Weshalb kann man nicht einfach akzeptieren, dass obige Gleichung keine
Lösungen besitzt? Grundsätzlich ist dieser Einwand richtig, doch dieses Verfah-
ren, eine Zahlenmenge um bestimmte Lösungen von Gleichungen zu erweitern,
ist uns eigentlich schon vertraut. Auch Zahlen wie

√
2 sind streng genommen

zunächst als Lösungen von Gleichungen definiert (hier x2 = 2). Außerdem hat

53
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sich die Erweiterung der reellen Zahlen zum komplexen Zahlenkörper als außer-
ordentlich fruchtbares Konzept erwiesen. Das wichtigste Argument ist aber, dass
eine solche Definition und die Erweiterung der reellen Zahlen um das Element i
widerspruchsfrei möglich sind.

Fügt man das Element i zu den reellen Zahlen hinzu und bildet alle mögli-
chen Kombinationen von Additionen und Multiplikationen, so erhält man die
komplexen Zahlen. Sie lassen sich allgemein in der Form

C = {z = a+ ib | a, b ∈ R}

schreiben. In der Darstellung z = a + ib bezeichnet man a als den Realteil [real
part] und b als den Imaginärteil [imaginary part] der komplexen Zahl.

Zusammen mit der Forderung i2 = −1 erhält man damit folgende Rechenre-
geln für komplexe Zahlen:

z1 + z2 = (a1 + ib1) + (a2 + ib2) = (a1 + a2) + i(b1 + b2) ,

und
z1 · z2 = (a1 + ib1) · (a2 + ib2) = (a1a2 − b1b2) + i(a1b2 + a2b1) .

Außerdem definieren wir noch die komplexe Konjugation [complex conjugation]
als zusätzliche Struktur auf den komplexen Zahlen:

z∗ ≡ (a+ ib)∗ = a− ib .

Der Betrag [absolute value] einer komplexen Zahl ist definiert als:

|z| =
√
zz∗ =

√
a2 + b2 .

Für die Division durch eine komplexe Zahl erhält man:

z1

z2

=
z1z
∗
2

z2z∗2
=

1

a2
2 + b2

2

(
a1a2 + b1b2 + i(a2b1 − a1b2)

)
.

Insbesondere ist
1

z
≡ z−1 =

1

a+ ib
=

a− ib

a2 + b2
.

Real- bzw. Imaginärteil einer komplexen Zahl erhält man nach folgenden Re-
geln:

Re(z) =
1

2
(z + z∗) Im(z) =

1

2i
(z − z∗) . (4.1)
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Für die komplexen Zahlen gelten dieselben Rechenregeln wie für reelle Zahlen,
insbesondere auch

z1 · z2 = 0 =⇒ z1 = 0 oder z2 = 0

und

|z1z2| = (a1a2 − b1b2)2 + (a1b2 + a2b1)2 = a2
1a

2
2 + b2

1b
2
2 + a2

1b
2
2 + a2

2b
2
1 = |z1||z2| .

Lediglich eine ausgezeichnete Ordnungsrelation, x > y, wie sie für die reellen
Zahlen existiert, gibt es bei komplexen Zahlen nicht mehr. (Man kann natürlich
Ordnungsrelation auf den komplexen Zahlen definieren, allerdings sind diese im-
mer mehr oder weniger willkürlich.)

Ein interessantes Ergebnis erhält man, wenn man das Produkt zweier kom-
plexer Zahlen bildet, von denen eine jedoch noch komplex konjugiert wird:

z∗1 · z2 = (a1a2 + b1b2) + i(a1b2 − a2b1) .

Der Realteil dieses Produkts entspricht dem Skalarprodukt von zweidimensiona-
len Vektoren mit Komponenten (ai, bi), der Imaginärteil entspricht dem Kreuz-
produkt zweier solcher Vektoren.

Funktionen von komplexen Zahlen sind meist ähnlich definiert wie Funktionen
von reellen Zahlen. Ist beispielsweise eine Funktion durch ihre Potenzreihenent-
wicklung definierbar,

f(x) =
∑
n=0

anx
n ,

so ist f(z) durch dieselbe Reihe definiert:

f(z) =
∑
n=0

anz
n .

Der Konvergenzradius einer solchen Funktion ist nun durch die Werte von z
gegeben, für die

|f(z)| =
∑
n=0

|anz|n

konvergiert. Natürlich muss es sich nicht unbedingt um eine Entwicklung um den
Punkt z = 0 handeln. Auch folgende Reihe definiert eine komplexe Funktion:

f(z) =
∑
n=0

an(z − z0)n .
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Eine Funktion kann auch durch eine Relation definiert sein. Beispielsweise ist die
Funktion

f(z) =
√
z

durch die Relation

f(z)2 = z

gegeben. Zu einer gegebenen komplexen Zahl z sind also komplexe Zahlen
√
z

gesucht, deren Quadrat gleich z ist. Diese Funktion ist, ähnlich wie schon für re-
elle Zahlen, nicht eindeutig und die Theorie mehrdeutiger komplexer Funktionen
wird rasch sehr aufwendig, sodass wir dieses Thema an dieser Stelle nicht weiter
vertiefen. Auf die komplexe Exponentialfunktion f(z) = exp(z) kommen wir in
einem späteren Abschnitt zu sprechen.

4.2 Analytische Funktionen

Definition: Eine komplexwertige Funktion f(z) auf einem Bereich der komplexen
Ebene heißt homeomorph [homeomorphic] an einem Punkt z, wenn die Ableitung
f ′(z) der Funktion am Punkt z, definiert durch

f(z + h) = f(z) + f ′(z) · h+O(h2) ,

eindeutig ist. Ist eine Funktion f(z) in allen Punkten einer offenen Umgebung
D in der komplexen Ebene homeomorph, so bezeichnet man die Funktion als
homeomorph auf D.

Da sich die komplexen Zahlen z = x + iy als Elemente der Zahlenebene R2

darstellen lassen, könnte man zunächst den Eindruck haben, als ob jede ableitba-
re zweikomponentige Funktion auf dem R2 eine homeomorphe Funktion definiert.
Dies ist aber nicht der Fall. Eie Eindeutigkeit der Ableitung, d.h. die Unabhängig-
keit von der Richtung, aus der man sich in der komplexen Ebene dem Punkt z
nähert, ist sehr weitreichend und schränkt die möglichen Funktionen auf der
komplexen Ebene sehr ein. Um das zu sehen, betrachten wir eine beliebige zwei-
komponentige Funktion auf dem R2, also (u(x, y), v(x, y)) ∈ R2. Wir definieren
die Ableitung nach der allgemeinen Vorschrift:

(u(x+ h1, y + h2), v(x+ h1, y + h2)) = (u(x, y), v(x, y)) + (4.2)(
∂u

∂x
h1 +

∂u

∂y
h2 ,

∂v

∂x
h1 +

∂v

∂y
h2

)
+O(h2) .
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Nun kommt die entscheidende Einschränkung: Der in hi lineare Ausdruck soll
sich als (komplexes) Produkt aus der komplexen Zahl (der Ableitung) f ′(z) =
(a(x, y), b(x, y)) mit der komplexen Zahl h = (h1, h2) schreiben lassen. Damit
muss gelten:

f ′(z) · h =
(
ah1 − bh2 , ah2 + bh1

)
.

Durch Vergleich mit Gl. 4.2 erkennen wir, dass dies nur möglich ist, wenn folgende
Bedingungen erfüllt sind:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
und

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (4.3)

Man bezeichnet diese beiden Gleichungen als Cauchy-Gleichungen. Es handelt
sich um Bedingungen an die Ableitungen einer 2-komponentigen Funktion auf
dem R2. Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, handelt es sich um eine homeo-
morphe Funktion.

Definition: Eine Funktion, die sich in einer Umgebung von jedem Punkt z0 in
einer offenen Umgebung D der komplexen Ebene als Potenzreihe schreiben lässt,

f(z) =
∑
n=0

an(z − z0)n ,

(wobei an beliebige komplexe Zahlen sein können, sodass obige Reihe für nichtver-
schwindende Werte von z konvergiert) bezeichnet man als analytische Funktion
[analytic function] in D.

Es zeigt sich, dass jede in einem Gebiet D homeomorphe Funktion auch in D
analytisch ist.

4.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist für reelle Zahlen durch ihre Potenzreihenentwicklung
definiert:

ex =
∞∑
n=0

1

n!
xn .

Dieselbe Potenzreihe definiert auch die Exponentialfunktion komplexer Argumen-
te:

ez =
∞∑
n=0

1

n!
zn .
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Für eine komplexe Zahl z ist exp(z) im allgemeinen wieder eine komplexe Zahl.
Um ein Gespür für die Exponentialfunktion zu erhalten, betrachten wir sie
zunächt für rein imaginäre Argumente:

eix =
∞∑
n=0

1

n!
inxn .

Wegen
i4n = 1 , i4n+1 = i , i4n+2 = −1 , i4n+3 = −i

erhalten wir:

eix =
∞∑
n=0

1

(2n)!
(−1)nx2n + i

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
(−1)nx2n+1

was wir in der bekannten Euler’schen Gleichung zusammenfassen können:

eix = cosx+ i sinx . (4.4)

Als Beispiel für eine Anwendung der Euler’schen Gleichung sowie den Umgang
mit komplexen Zahlen wollen wir aus dieser Beziehung die Additionstheoreme für
Winkelfunktionen ableiten. Es gilt:

ei(x+y) = cos(x+ y) + i sin(x+ y) .

Andererseits folgt:

ei(x+y) = eix eiy =
(

cosx+ i sinx
)(

cos y + i sin y
)

= (cosx cos y − sinx sin y) + i(cos x sin y + cos y sinx) .

Durch Vergleich der beiden Gleichungen (und unter Ausnutzung der Eindeutigkeit
der Zerlegung einer komplexen Zahl in Real- und Imaginärteil) erhält man:

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y

sin(x+ y) = cosx sin y + sinx cos y .

Mithilfe der Euler-Formel können wir für die Exponentialfunktion eines kom-
plexen Arguments noch eine andere Darstellung angeben:

ex+iy = ex eiy = ex (cos y + i sin y) .
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Der Realteil des komplexen Arguments liefert somit einen reellen Faktor, welcher
der üblichen Exponentialfunktion entspricht. Der Imaginärteil des Arguments
kann mit der Euler-Formel als Summe des Kosinus- und Sinus-Anteils geschrieben
werden.

Eine ähnliche Zerlegung gibt es für eine beliebige komplexe Zahl. Wenn wir
uns z = a+ ib als Punkt in einer Ebene vorstellen, wobei die x-Achse die reellen
Zahlen und die y-Achse die imaginären Zahlen darstellt, so kann man für den
Punkt (a, b) auch schreiben:

(a, b) = (r cosϕ, r sinϕ) mit r =
√
a2 + b2 und tanϕ =

b

a
.

Damit erhalten wir die so genannte Polarzerlegung [polar decomposition] einer
komplexen Zahl:

z = a+ ib = r cosϕ+ ir sinϕ = r eiϕ .

(Man beachte, dass ϕ in diesem Fall als Radiant angegeben werden sollte, d.h.,
der Vollwinkel entspricht 2π.) Eine komplexe Zahl z wird in diesem Fall durch
ihren Betrag (r) und den Winkel ϕ (als Radiant) zur rellen Achse ausgedrückt.

In dieser Form lässt sich aus einer komplexen Zahl auch leicht die Wurzel
ziehen: √

z =
√
r exp

(
1
2
iϕ
)
.

Die mehrdeutigkeit der Wurzelfunktion kommt dadurch herein, dass man die Zahl
z auch durch

z = r ei(ϕ+2π)

hätte ausdrücken können und bei der Halbierung des Winkelarguments ein Winkel
von π addiert würde. Da

eiπ = −1

entspricht dies einem Vorzeichen, wie bei der gewöhnlichen Wurzelfunktion.

4.4 Die Exponentialfunktion und

2-dimensionale Drehungen

Wir haben schon mehrfach angedeutet, dass man die komplexen Zahlen auch
als Punkte in der so genannten komplexen Zahlenebene auffassen kann. Die x-
Koordinate entspricht dem Realteil der komplexen Zahl und die y-Koordinate
dem Imaginärteil.
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Dreht man den Punkt (a, b) in der Ebene um einen Winkel ϕ, so erhält man
den neuen Punkt (a′, b′), indem man die Rotationsmatrix (Gl. 3.20) auf (a, b)
anwendet:(

a′

b′

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)(
a
b

)
=

(
a cosϕ+ b sinϕ
−a sinϕ+ b cosϕ

)
.

Wie man sich leicht überzeugen kann, erhält man die um den Winkel ϕ
”
gedrehte“

komplexe Zahl z einfach durch Multiplikation mit

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ .

Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Darstellungen wird deutlicher, wenn
man die Drehmatrix in zwei Anteile zerlegt:(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
= cosϕ

(
1 0
0 1

)
+ sinϕ

(
0 1
−1 0

)
= cosϕ1 + sinϕ I .

Die Matrix

I =

(
0 1
−1 0

)
erfüllt dieselben Multiplikationsregeln wie die

”
Zahl“ i:

I2 =

(
0 1
−1 0

)(
0 1
−1 0

)
=

(
−1 0
0 −1

)
= −1 . (4.5)

Tatsächlich kann man die Menge der komplexen Zahlen auch durch die Menge
der 2× 2-Matrizen

z = a+ ib ∼
(

a b
−b a

)
ausdrücken. Die Multiplikation zweier solcher Matrizen führt wieder auf eine sol-
che Matrix und entspricht genau den Multiplikationsregeln komplexer Zahlen:(

a1 b1

−b1 a1

)(
a2 b2

−b2 a2

)
=

(
a1a2 − b1b2 a1b2 + a2b1

−(a1b2 + a2b1) a1a2 − b1b2

)
.

Der Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion und den Rotationsmatri-
zen wird ebenfalls deutlich, wenn wir die Exponentialfunktion der Matrix I be-
trachten. (Die Funktion einer Matrix ist wieder eine Matrix und definiert durch
die Potenzreihenentwicklung der Funktion.)



4.4. DIE EXPONENTIALFUNKTION UND2-DIMENSIONALE DREHUNGEN61

Wegen der Relationen (4.5) gilt:

exp(ϕI) =
∞∑
n=0

1

n!
ϕnIn

=

(
1 0
0 1

)
+

(
0 ϕ
−ϕ 0

)
+

1

2

(
−ϕ2 0

0 −ϕ2

)
+ . . .

=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
Die Exponentialfunktion der Matrix I (multipliziert mit einem Winkel ϕ) führt
also direkt auf die 2-dimensionale Rotationsmatrix.

Übrigens entspricht die Matrix I der Matrixdarstellung des 2-dimensionalen
ε-Tensors: (

ε11 ε12

ε21 ε22

)
= I =

(
0 1
−1 0

)
.

Damit wurde eigentlich nur die Spitze des Eisbergs an Beziehungen angespro-
chen, die zwischen den komplexen Zahlen, dem 2-dimensionalen ε-Tensor und den
Rotationen in einer Ebene bestehen.
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Kapitel 5

Kurven und Flächen

Im Folgenden betrachten wir den Rn als den Raum möglicher Lagen von Körpern
und wir wollen beispielsweise die Bahnkurven bzw. Trajektorien von Körpern im
Rn beschreiben. Obwohl wir zunächst mit dem kartesischen Skalarprodukt rech-
nen, werden wir die Stellung der Indizes entsprechend ihrer allgemeinen Bedeu-
tung schreiben.

5.1 Darstellung von Wegen im Rn

Einen Weg [path] oder eine Kurve können wir mathematisch dadurch beschrei-
ben, dass wir diesen Weg durch eine reelle Zahl parametrisieren. Dabei ist es
durchaus möglich, dass demselben Raumpunkt zwei (oder mehrere) Parameter-
werte zugeordnet werden, wenn nämlich der Weg denselben Raumpunkt mehr-
mals durchläuft. Ein Weg γ ist somit eine Abbildung von einem Intervall der
reellen Zahlen (das den möglichen Parameterwerten enspricht) in den Raum Rn:

γ : I ∈ R −→ Rn t ∈ I 7→ γ(t) ' ~x(t) ∈ Rn .

Eine physikalische oder mathematische Interpretation des Parameters t besteht
zunächst nicht, obwohl dieser Parameter in der Physik häufig die Rolle der Zeit
spielt (d.h., wir geben an, an welchem Raumpunkt ~x(t) sich ein Körper zu einem
bestimmten Zeitpunkt t befindet). In der Mathematik wählt man t oft als die so
genannte Bogenlänge. Auf diese spezielle Parametrisierung kommen wir noch zu
sprechen.

Da wir einen Punkt im Rn durch seine n Koordinaten (beispielsweise in einem
kartesischen Koordinatensystem) charakterisieren können, erhalten wir folgende
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Beschreibung für einen Weg (oder eine Bahnkurve) im Rn:

t ∈ I 7→ ~x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) . (5.1)

Eine solche Darstellung einer Kurve bezeichnet man auch als Parameterdarstel-
lung. Ist I = [t0, t1], so beginnt der Weg bei ~x(t0) = (x1(t0), x2(t0), ..., xn(t0)) und
er endet bei ~x(t1) = (x1(t1), x2(t1), ..., xn(t1)). Wir fordern, dass die Abbildungen

γ : t 7→ xi(t) i = 1, ..., n

stetig und, sofern notwendig, ausreichend oft differenzierbar sind.
Eine andere Parametrisierung desselben Weges entspricht anderen Funktio-

nen xi(t′). Dabei sollte sich t′ als bijektive Funktion von t ausdrücken lassen.
Genau genommen sollte man zwischen dem unparametrisierten Weg (d.h., der
Punktmenge, aus denen der Weg besteht) und dem parametrisierten Weg (also
der genauen Zuordnung zwischen Parameter und Wegpunkt) unterscheiden. Ins-
besondere spricht man in der Physik oft von der Bahnkurve, wenn man den durch
die Zeit parametrisierten Weg eines Punktteilchens meint, und von der Trajek-
torie, wenn die unparametrisierte Punktmenge bezeichnet werden soll. Beispiels-
weise entspricht die Trajektorie der Erde um die Sonne einer Ellipse, unabhängig
davon, wie diese Ellipse beschrieben wird, während man zur Angabe der Bahnkur-
ve der Erde spezifizieren muss, wo sich die Erde zu einem bestimmten Zeitpunkt
befindet.

Beispiel: Die Bahnkurve einer Helix im R3 entlang der z-Achse lässt sich durch
folgende Abbildung beschreiben:

t→ (x1(t), x2(t), x3(t)) = (r cosωt, r sinωt, αt) . (5.2)

r, ω und α sind feste Parameter zur Charakterisierung der Helix. So ist r der Ra-
dius der Helix (in der Projektion auf die xy-Ebene), ω legt den Parameterbereich
T fest, der einem Umlauf der Helix entspricht (T = 2π/ω), und α charakterisiert
(zusammen mit ω) die so genannte Ganghöhe h, um welche die Helix bei einem
Umlauf zunimmt (h = 2πα/ω).

Zur Notation: Im Folgenden bezeichnen wir mit t meist den Parameter
”
Zeit”

und mit s die so genannte Bogenlänge (auf deren genaue Bedeutung wir noch zu
sprechen kommen).

5.2 Der Tangentialvektor - Die Geschwindigkeit

Die Ableitung eines Weges ~x(t) nach dem Parameter t liefert einen Tangentialvek-
tor an die Kurve am Punkte ~x(t). Handelt es sich bei dem Parameter t um die Zeit
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und bezeichnet ~x(t) die Bahnkurve eines Teilchens, so ist dieser Tangentialvektor
die Geschwindigkeit des Teilchens:

~v(t) =
d~x(t)

dt
= ~̇x(t) (5.3)

bzw.

(v1(t), v2(t), ..., vn(t)) =

(
dx1(t)

dt
,
dx2(t)

dt
, ...,

dxn(t)

dt

)
= (ẋ1(t), ẋ2(t), ..., ẋn(t)) .

(5.4)
Die Geschwindigkeit ist zu jedem Zeitpunkt tangential zur räumlichen Trajek-
torie. Da die Geschwindigkeit im Laufe der Zeit verschiedene Werte annehmen
kann, entspricht sie im mathematischen Sinne ebenfalls einer Bahnkurve bzw.
Trajektorie, allerdings nicht im gewöhnlichen Ortsraum, sondern im Raum der
Geschwindigkeiten.

Die Geschwindigkeit ist eine gerichtete Größe und daher ein Vektor. Es besteht
allerdings ein grundlegender Unterschied in der Interpretation des Vektors ~x zur
Beschreibung des Orts eines Teilchens und ~v zur Beschreibung seiner Geschwin-
digkeit. Es gibt zunächst keinen Grund, weshalb der physikalische Raum, in dem
sich ein Teilchen bewegt, ein Vektorraum sein muss. Beispielsweise könnte sich
das Teilchen auch auf der Oberfläche einer Kugel oder einer allgemeinen Man-
nigfaltigkeit bewegen (wie es beispielsweise in der allgemeinen Relativitätstheorie
der Fall ist). Auf einer solchen Mannigfaltigkeit muss (zumindest lokal, d.h. in
der Umgebung von jedem Punkt) ein Koordinatensystem definiert sein, das ganz
allgemein einem Ausschnitt (einer offenen Menge) eines Rn entspricht. Doch das
macht diese Mannigfaltigkeit noch nicht zu einem Vektorraum. So ist meist weder
eine Addition von Raumpunkten noch die Multiplikation eines Raumpunkts mit
einer reellen Zahl definiert. Der Rn dient in diesem Fall lediglich als Koordina-
tensystem zur Beschreibung der Raumpunkte.

Bei der Geschwindigkeit (bzw. bei einem Tangentialvektor) ist es jedoch an-
ders. Geschwindigkeiten kann man addieren und auch mit reellen Zahlen multipli-
zieren. Geschwindigkeiten sind also Vektoren im eigentlichen Sinne. Bei einer all-
gemeinen Mannigfaltigkeit drückt sich das dadurch aus, dass die Geschwindigkeit
nicht ein Element der Mannigfaltigkeit selber ist, sondern zum Tangentialraum
an einem bestimmten Punkt der Mannigfaltigkeit gehört, der ein Vektorraum ist.

Der Betrag des Tangentialvektors ist

|~v(t)| =
√
~v(t) · ~v(t) .
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Beispiel: Die Geschwindigkeit der Helix erhalten wir durch Ableitung von Gl.
5.2 nach der Zeit:

~v(t) = (−rω sinωt, rω cosωt, α) . (5.5)

Für den Betrag der Geschwindigkeit finden wir:

|~v(t)| =
√
r2ω2 sin2 ωt+ r2ω2 cos2 ωt+ α2 =

√
r2ω2 + α2 . (5.6)

Der Betrag der Geschwindigkeit ist für die angegebene Parameterdarstellung (t
entspricht der Zeit) der Helix zeitlich konstant. Die Trajektorie wird also mit
konstanter Geschwindigkeit durchlaufen, allerdings ändert die Geschwindigkeit
ständig ihre Richtung.

Bei einer Parametrisierungsänderung

t −→ t′ = t′(t)

ändert sich der Betrag des Tangentialvektors, nicht aber seine Richtung:

d~x(t)

dt
−→ d~x(t′)

dt′
=

d~x(t)

dt

dt

dt′
.

Durch eine geeigente Parametrisierung kann man daher erreichen, dass der Tan-
gentialvektor immer den Betrag 1 hat. Eine Parametrisierung ~x(s) einer Kurve,
sodass ∣∣∣∣d~x(s)

ds

∣∣∣∣ = 1 ,

bezeichnet man als Bogenlängenparametrisierung. Der Grund für diese Bezeich-
nung wird deutlich, wenn wir Kurvenintegrale betrachten (vgl. Kap. 6.3).

5.3 Die Beschleunigung

Die Beschleunigung eines Teilchens entspricht der Ableitung der Geschwindigkeit
nach der Zeit:

~a(t) =
d~v(t)

dt
= ~̇v(t) =

d2~x(t)

dt2
= ~̈x(t) (5.7)

bzw.

(a1(t), a2(t), ..., an(t)) =

(
dv1(t)

dt
,
dv2(t)

dt
, ...,

dvn(t)

dt

)
. (5.8)

Auch die Beschleunigung ist Element eines Vektorraums.
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Beispiel: Für die Beschleunigung der Helix-Trajektorie erhalten wir:

~a(t) = (−rω2 cosωt,−rω2 sinωt, 0) . (5.9)

Die Beschleunigung hat in diesem Fall keine 3-Komponente mehr, was auch
verständlich ist, da die Bewegung des Teilchens in 3-Richtung einer konstanten
Bewegung entspricht. Der Betrag der Beschleunigung,

|~a(t)| =
√
r2ω4 cos2 ωt+ r2ω4 sin2 ωt = rω2 , (5.10)

ist für die Helix zeitlich ebenfalls konstant.

Das Skalarprodukt von Geschwindigkeit und Beschleunigung ergibt für die
Helix:

~v(t) · ~a(t) = r2ω3 sinωt cosωt− r2ω3 cosωt sinωt = 0 . (5.11)

Da weder die Geschwindigkeit noch die Beschleunigung dem Null-Vektor entspre-
chen bedeutet dieses Ergebnis, dass die Beschleunigung bei der Helix-Trajektorie
zu jedem Zeitpunkt senkrecht zur Geschwindigkeit gerichtet ist. Wie das folgen-
de Zwischenkapitel zeigt, ist dies eine unmittelbar Konsequenz aus der Tatsache,
dass der Betrag der Geschwindigkeit konstant ist. In diesem Fall beschreibt die
Beschleunigung nämlich nur eine Richtungsänderung der Geschwindigkeit, und
diese ist immer senkrecht zur Geschwindigkeit selber gerichtet.

Wählt man zur Beschreibung der Kurve die Bogenlängenparametrisierung
(|~x(s)′| = 1), so steht die Beschleunigung immer senkrecht auf dem Tangentenvek-
tor. In diesem Fall bezeichnet man die Beschleunigung auch als Krümmungsvektor
der Kurve im Punkte ~x(s). Der Betrag des Krümmungsvektors ist die Krümmung,

κ(s) =

∣∣∣∣d2~x(s)

ds2

∣∣∣∣ ,
und der reziproke Wert

ρ(s) =
1

κ(s)

heißt Krümmungsradius der Kurve im Punkte ~x(s). Für eine allgemeine Parame-
trisierung ~x(t) der Kurve gilt

κ(t) =

√
(~v(t) · ~v(t))(~a(t) · ~a(t))− (~v(t) · ~a(t))2

(~v(t) · ~v(t))3/2
.
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5.4 Zwischenabschnitt: der Gradient

Wie wir gesehen haben, wird die Ableitung der Trajektorie eines Teilchens bzw.
seiner Geschwindigkeit nach der Zeit komponentenweise durchgeführt und ent-
spricht daher gewöhnlichen Ableitungen. Wie sieht es jedoch aus, wenn wir die
Ableitung einer skalaren Funktion auf dem Rn, nach der Zeit (bzw. nach dem
Kurvenparameter) bestimmen wollen?

In einem konkreten Fall, wo die Parametrisierung der Bahnkurve explizit ge-
geben ist, können wir natürlich zunächst die entsprechende Funktion berechnen
und dann nach der Zeit ableiten. Für viele Überlegungen ist es jedoch von Inter-
esse, einen allgemeineren Ausdruck für die Ableitung einer Funktion auf dem Rn

nach dem Paramter eines Weges zu haben.

Sei U : Rn → R eine Funktion, die jedem Vektor ~x ∈ Rn eine reelle Zahl
U(~x) ∈ R zuordnet. Eine solche Funktion bezeichnet man in der Physik auch
häufig als Feld. Ein Beispiel ist der Betrag des Vektors zu einem Punkt:

U(~x) = |~x| =
√
~x · ~x . (5.12)

Da wir den Vektor durch seine Komponenten in einer bestimmten Basis aus-
drücken können, ~x = (x1, x2, ..., xn), wird auch die Funktion U(~x) zu einer Funk-
tion der Komponenten U(x1, x2, ..., xn), in obigem Beispiel:

U(x1, x2, ..., xn) =
√

(x1)2 + (x2)2 + ...+ (xn)2 . (5.13)

A: An dieser Stelle nehmen wir eine Identifikation vor, die in der Physik so selbst-
verständlich ist, dass sie meist nie erwähnt wird, und die doch häufig zu Komplika-
tionen und Verständnisproblem führt. Streng genommen haben wir es in den beiden
Gleichungen (5.12) und (5.13) mit zwei verschiedenen Funktionen zu tun. Gleichung
5.12 bezieht sich allgemein auf eine Funktion U : M → R, die jedem Punkt einer
Mannigfaltigkeit M eine reelle Zahl zuordnet. Diese Funktion ist unabhängig von ir-
gendeiner Koordinatenwahl oder Darstellung des Punktes. In dem konkreten Beispiel
in Gl. 5.13 betrachten wir zunächst einen Punkt des Ortsraumes Rn, der allerdings
nicht als Vektorraum sondern als so genannter affiner Raum aufzufassen ist. Ein affi-
ner Raum ist im Wesentlichen ein Vektorraum, bei dem allerdings der Nullpunkt nicht
ausgezeichnet ist. Nicht die Punkte eines affinen Raums sind Vektoren, sondern die Dif-
ferenzen zwischen zwei Punkten. Wir haben im Rn einen Nullpunkt ausgezeichnet und
eine kartesische Basis gewählt, bezüglich der wir den Vektor Punkt ~x durch die Basis-
komponenten (x1, x2, ..., xn) ausdrücken. Dadurch wird U : Rn → R zu einer konkreten
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Funktion von n Argumenten. Wie wir später noch sehen werden, können wir einen Vek-
tor beispielsweise im R3 auch durch seinen Betrag und zwei Winkelvariable darstellen
(in so genannten Polarkoordinaten) oder durch einen Radialvektor, eine Winkelvariable
und die z-Komponente (in Zylinderkoordinaten). Die Funktion U soll immer noch den
Betrag des Vektors angeben, aber die konkrete funktionale Abhängigkeit von den drei
Variablen, durch die der Vektor beschrieben wird, ist je nach Koordinatensystem eine
andere.

Bisher beschreibt U eine Funktion auf dem gesamten Vektorraum. Nun soll
U jedoch als eine Funktion auf dem durch ~x(t) beschriebenen Weg in diesem
Vektorraum aufgefaßt werden und wir erhalten:

U(~x(t)) = U(x1(t), x2(t), ..., xn(t)) (5.14)

in obigem Beispiel also:

U(t) =
√
x1(t)2 + x2(t)2 + ...+ xn(t)2 . (5.15)

A: Auch hier findet wieder eine Identifikation statt. U(t) ist eine Funktion des
Parameters t, während U(~x) eine Funktion auf Rn ist. Strenggenommen entspricht U(t)
der Hintereinanderschaltung U ◦ γ der Abbildung U : Rn → R hinter der Abbildung
für den Weg γ : I ∈ R→ Rn.

Da das Argument t in allen Komponenten xi(t) steht, müssen wir für die
Ableitung dieser Funktion nach dem Kurvenparameter t die Kettenregel bezüglich
dieser drei Komponenten anwenden:

dU(~x(t))

dt
=
∂U(~x)

∂x1

dx1(t)

dt
+
∂U(~x)

∂x2

dx2(t)

dt
+ ...+

∂U(~x)

∂xn
dxn(t)

dt
, (5.16)

was für den Betrag des Vektor auf folgenden Ausdruck führt:

d|~x(t)|
dt

=
x1(t)

|~x(t)|
dx1(t)

dt
+
x2(t)

|~x(t)|
dx2(t)

dt
+ ...+

xn(t)

|~x(t)|
dxn(t)

dt
. (5.17)

Die Notation ∂/∂xi in Gl. 5.16 soll andeuten, dass U als Funktion von mehreren
Argumenten aufgefasst wird, in dem jeweiligen Ausdruck aber nur nach dem Ar-
gument xi abgeleitet wird. Außerdem erkennt man in Gl. 5.16 eine Verallgemeine-
rung der Kettenregel wieder, wenn man nämlich U(t) als Hintereinanderschaltung
der Abbildungen U und γ auffasst.
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Wir sollten an dieesr Stelle eine Bemerkung einfügen, weshalb an den Ablei-
tungen von |~x| nach den Komponenten von ~x die Indizes unten stehen:

∂|~x|
∂xi

=
xi
|~x|

.

Der spezielle Grund im vorliegenden Fall ist, dass der Betrag eines Vektors über
das Skalarprodukt des Vektors mit sich selber definiert ist:

|~x| =
√∑

ij

δijxixj .

Die Ableitung nach der Komponente xi ergibt somit:

∂|~x|
∂xi

=

∑
j δijx

j

|~x|
=

xi
|~x|

.

Ganz allgemein lässt sich zeigen, dass sich die Ableitung einer Funktion nach den
Komponenten eines Vektors wie die Komponenten eines dualen Vektors transfor-
mieren muss. Daher schreibt man oft auch:

∂iU =
∂U

∂xi
.

Auf der rechten Seite von Gleichung 5.16 wird somit ein dualer Vektor auf
einen gewöhnlichen Vektor angewandt. Der gewöhnliche Vektor ist der Geschwin-
digkeitsvektor,

~v(t) =

(
dx1(t)

dt
,
dx2(t)

dt
, ...,

dxn(t)

dt

)
,

der duale Vektor, dessen Komponenten aus den partiellen Ableitungen der Funkti-
on U nach den jeweiligen Ableitungen besteht, bezeichnet man als den Gradienten
der Funktion U :

gradU(~x) ≡ ~∇U(~x) =

(
∂U(x1, x2, ..., xn)

∂x1
,
∂U(x1, x2, ..., xn)

∂x2
, ...,

∂U(x1, x2, ..., xn)

∂xn

)
.

(5.18)

Beide Notationen (gradU und ~∇U) sind in Gebrauch, insbesondere in neuen

Texten setzt sich aber ~∇U immer mehr durch. In Komponentenschreibweise gilt
also:

(~∇U)i = ∂iU =
∂U(~x)

∂xi
. (5.19)
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Der Gradient — die Ableitungen einer Funktion nach den Koordinaten eines
Raumes — ist die erste einer ganzen Reihe von Ableitungsoperatoren, die auf
Felder angewandt werden können. Von seiner Konstruktion her wird der Gradient
in erster Linie auf skalare Felder angewandt, das Ergebnis ist dann ein (dualer)
Vektor.

Für die Ableitung einer skalaren Funktion auf dem Rn nach dem Kurvenpa-
rameter eines Weges in diesem Raum erhalten wir also (Gl. 5.17):

dU(~x(t))

dt
= ~∇U(~x(t)) · d~x(t)

dt
= ~∇U(~x(t)) · ~v(t) . (5.20)

Wir schreiben das Ergebnis hier als Skalarprodukt von einem Vektor (~∇U) mit
dem Geschwindigkeitsvektor. Dabei haben wir den Gradienten (der eigentlich
ein dualer Vektor ist und auf ~v angewandt wird) über das kartesische Skalarpro-
dukt mit einem gewöhnlichen Vektor identifiziert, der nun mit dem Geschwindig-
keitsvektor skalar multipliziert wird. Mit diesem Ergebnis gelangen wir zu einer
anschauliche Interpretation des Gradienten. Dazu müssen wir jedoch etwas aus-
holen.

Unter den Äquipotenzialflächen (bzw. Äquipotenziallinien in zwei Dimensio-
nen) einer (skalaren) Funktion U(~x) versteht man Flächen (bzw. Linien), auf
denen die Funktion U(~x) konstant ist, also ihren Wert nicht ändert. Allgemein
handelt es sich dabei um eine Verallgemeinerung einer Fläche mit n− 1 Dimen-
sionen. Sei ~x(t) nun eine Kurve auf einer solchen Äquipotenzialfläche, dann ist
die Funktion U(~x(t)) als Funktion von t eine konstante Funktion, und die Ablei-
tung dieser Funktion nach t ist daher Null. Andererseits ist nach Gl. (5.20) die
Ableitung von U(~x(t)) nach t gleich dem Gradienten von U(~x) angewandt auf
den Tangentialvektor ~v(t) an die Kurve. Unter Zuhilfenahme des Skalarprodukts
schreiben wir dies als das Produkt von zwei Vektoren. Unter der Annahme, dass
beide Vektoren von Null verschieden sind, verschwindet das Skalarprodukt dann
und nur dann, wenn die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Da dies
für jede beliebige Kurve auf der Äquipotenzialfläche gilt, steht der Gradient von
U(~x) also immer senkrecht auf allen Vektoren, die tangential zu den Äquipotenzi-
alflächen sind: Der Gradient einer (skalaren) Funktion steht bei einem gegebenen
Punkt ~x senkrecht auf der Tangentialebene an die Äquipotentialfläche in diesem
Punkt und zeigt in die Richtung, in welche die Funktion U(~x) (in linearer Nähe-
rung) am stärksten zunimmt. Der Betrag des Gradienten ist proportional zur
Steigung dieser Zunahme.

Betrachten wir als Beispiel den Betrag eines Vektors. Der Gradient ist in
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diesem Fall (vgl. 5.17):

~∇|~x| = ~x

|~x|
(5.21)

bzw. in Komponentenschreibweise:

∂i|~x| =
xi
|~x|

.

Auf der rechten Seite von Gl. 5.21 steht der Vektor ~x selber, wobei jedoch je-
de Komponente durch den Betrag des Vektors dividiert wird. Die Richtung des
Gradienten ist daher parallel zum Vektor ~x (zeigt also, anschaulich gesprochen,
radial nach außen), sein Betrag ist 1:∣∣∣∣ ~x|~x|

∣∣∣∣ = 1 .

Die
”
Zunahme“ der Länge eines Vektors ist in radialer Richtung also an jedem

Punkt dieselbe. Senkrecht zur radialen Richtung, also auf den Kugelflächen, die
nun die Äquipotenzialflächen bilden, bleibt die Länge der Vektoren konstant.

Einen Vektor vom Betrag 1 bezeichnet man als Einheitsvektor. Zu jedem be-
liebigen Vektor (der nicht der Null-Vektor ist) erhält man den Einheitsvektor,
dessen Betrag 1 ist und der in dieselbe Richtung wie der gegebene Vektor zeigt,
indem man die Komponenten des Vektors durch den Betrag des Vektors dividiert.

Wir können uns nun auch überlegen, weshalb der Beschleunigungsvektor bei
einer Kurve, die mit konstantem Geschwindigkeitsbetrag durchlaufen wird, immer
senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor steht. Es gilt nämlich:

d[~v(t)]2

dt
= ∇(~v2) · ~a(t) = 2~v(t) · ~a(t) .

Da der Betrag der Geschwindigkeit konstant sein soll verschwindet die linke Seite
und damit auch der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung. ~v(t) steht
somit senkrecht auf ~a(t).

5.5 Das mitgeführte Dreibein

Im Folgenden betrachten wir speziell Kurven im R3. Für eine solche Kurve, wie
die Helix, kann man in jedem ihrer Punkte ein Koordinatensystem definieren, das
beispielsweise ein Beobachter, der sich entlang der Kurve bewegt, als Koordina-
tensystem verwenden kann. Man denke als Beispiel an einen Beobachter auf der



5.5. DAS MITGEFÜHRTE DREIBEIN 73

Erde, der den Erdmittelpunkt als Ursprung seines Koordinatensystems verwendet
(so genannte geozentrische Koordinaten). Als ausgezeichnete Richtungen bieten
sich beispielsweise die Bewegungsrichtung der Erde (momentaner Geschwindig-
keitsvektor), die Verbindungslinie zur Sonne, also der Radialvektor (bei einer
Kreisbahn würde dieser senkrecht zum Geschwindigkeitsvektor stehen) und ein
Vektor senkrecht auf diesen beiden Vektoren an.

Im Folgenden betrachten wir ein ausgezeichnetes Koordinatensystem, das für
nahezu jede Kurve aus rein geometrischen Bedingungen konstruiert werden kann.
Dieses Koordinatensystem bezeichnet man auch als mitgeführtes Dreibein.

Zwei besondere Vektoren haben wir für eine Kurve schon kennengelernt: den
Geschwindigkeitsvektor (allgemeiner Tangentialvektor) ~v(t) und den Beschleuni-
gungsvektor ~a(t). Beide Vektoren hängen von der gewählten Parametrisierung
der Kurve ab. Der Geschwindigkeitsvektor ist jedoch immer tangential zu einer
Kurve, daher ist seine Richtung parametrisierungsunabhängig. Dividieren wir den
Geschwindigkeitsvektor ~v durch seinen Betrag, so erhalten wir einen Einheitsvek-
tor

~ev(t) =
~v(t)

|~v(t)|
,

der an jedem Punkt tangential zur Kurve ist. Dieser Vektor ist der erste Vektor
unseres Dreibeins. Notwendig (und hinreichend) für seine Existenz ist, dass der
Geschwindigkeitsvektor nicht null ist. Dies lässt sich durch eine geeignete Pa-
rametrisierung der Kurve immer erreichen. In der Bogenlängenparametrisierung
hat der Tangentialvektor bereits den Betrag 1 und entspricht somit dem ersten
Vektor des Dreibeins.

Für den Beschleunigungsvektor ~a(t) hängen sowohl der Betrag als auch die
Richtung von der Parametrisierung der Kurve ab. Wir können jedoch den Be-
schleunigungsvektor immer in einen Anteil parallel zur Tangente - ~a‖ - und einen
Anteil senkrecht zur Tangente - ~a⊥ - aufspalten. Die Komponente parallel zur
Tangente erhalten wir durch das Skalarprodukt mit ~ev und es gilt:

~a‖ = (~ev · ~a)~ev =
(~v · ~a)

|~v|2
~v . (5.22)

Diese Komponente beschreibt die Änderung des Betrags der Geschwindigkeit.
Wäre die Geschwindigkeit konstant, so steht ~a senkrecht auf ~v und dieser Anteil
verschwindet.

Den senkrechten Anteil der Beschleunigung erhalten wir, indem wir den par-



74 KAPITEL 5. KURVEN UND FLÄCHEN

allelen Anteil von ~a subtrahieren:

~a⊥ = ~a− ~a‖ = ~a− (~v · ~a)

|~v|2
~v =

1

|~v|2
(

(~v · ~v)~a− (~v · ~a)~v
)
.

Dieser Anteil beschreibt das Maß der Richtungsänderung der Kurve. Als zweiten
Vektor unseres Dreibeins wählen wir den Einheitsvektor, der in die Richtung von
~a⊥ zeigt:

~ea(t) =
~a(t)⊥
|~a(t)⊥|

. (5.23)

Diesen Vektor bezeichnet man auch als Hauptnormalenvektor. In der Bo-
genlängenparametrisierung ist

~ea(s) =
~a(s)

|~a(s)|
.

Damit ~ea(t) eindeutig gegeben ist, muss die Kurve in dem Punkt ~x(t) ihre Rich-
tung ändern. Für eine Gerade (bzw. Ausschnitte einer Geraden) ist dieser Vektor
nicht mehr eindeutig definierbar.

Die von den beiden Vektoren ~ev(t) und ~ea(t) (bzw. äquivalent ~v(t) und ~a(t))
aufgespannte Ebene bezeichnet man als Schmiegeebene an die Kurve im Punkte
~x(t).

Als dritten Vektor des ausgezeichneten Dreibeins wählen wir einen Einheits-
vektor, der senkrecht auf ~v(t) und senkrecht auf ~a(t) steht. Diesen erhalten wir
aus dem Kreuzprodukt:

~en(t) = ~ev(t)× ~ea(t) =
~v(t)× ~a(t)

|~v(t)× ~a(t)|
. (5.24)

Man bezeichnet ~en(t) auch als Binormalenvektor der Kurve im Punkte ~x(t).
Die drei Vektoren (~ev(t), ~ea(t), ~en(t)) (Tangentenvektor, Hauptnormalenvek-

tor, Binormalenvektor) bilden zu jedem Zeitpunkt t ein kartesisches Koordinan-
tensystem (es handelt sich um drei Einheitsvektoren, die jeweils senkrecht auf-
einander stehen), das durch die Richtung und die Krümmung der Kurve ausge-
zeichnet ist.

5.6 Flächen

5.6.1 Parameterdarstellung von Flächen

Eine Abbildung von einem Ausschnitt des R2 (beispielsweise einem Rechteck oder
einer Kreisfläche) in den Rn beschreibt eine Fläche (ähnlich wie eine Kurve einer
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Abbildung von einem Ausschnitt des R in den Rn entspricht). Sei U ⊂ R2 ein
Parametergebiet, beschrieben durch Koordinanten (u, v), so ist eine Fläche im
Rn gegeben durch:

(u, v) ∈ U ⊂ R −→ ~x(u, v) ∈ Rn , (5.25)

bzw. ausgedrückt in Koordinaten:

(u, v) −→ (x1(u, v), x2(u, v), ..., xn(u, v)) . (5.26)

Diese Beschreibung einer Fläche bezeichnet man wiederum als die Parameterdar-
stellung der Fläche.

Als Beispiel betrachten wir die Kugeloberfläche im R3. Eine Kugel lässt sich
durch die Bedingung

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = R2

charakterisieren. Diese Bedingung können wir nach jeder der Koordinaten
auflösen, beispielsweise nach x3:

x3 = ±
√
R2 − (x1)2 − (x2)2 .

Wir wählen nun x1 und x2 als unabhängige Parameter, setzen also x1 = u und
x2 = v, und erhalten:

x1(u, v) = u x2(u, v) = v x3(u, v) = ±
√
R2 − u2 − v2 .

Das positive Vorzeichen beschreibt die
”
nördliche“ Halbkugel, das negative Vor-

zeichen die südliche. Die Parameter (u, v) sind durch die Bedingung u2 +v2 = R2

eingeschränkt. Das Parametergebiet im R2 ist also eine Kreisscheibe.

Wir können eine Kugeloberfläche aber auch durch zwei Winkel charakterisie-
ren. Dazu überzeugen wir uns zunächst, dass sich jeder Vektor ~x = (x1, x2, x3) im
R3 durch seinen Abstand r vom Nullpunkt, dem Winkel θ zur z-Achse und den
Winkel ϕ zwischen der Projektion auf die xy-Ebene und der x-Achse beschreiben
lässt:

(x1, x2, x3) = (r cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θ).

Es handelt sich hierbei um eine andere Beschreibung der Punkte des R3. Solche
Koordinatentransformationen werden uns in einem der nächsten Kapitel noch
beschäftigen. Im vorliegenden Fall genügt es, dass die Kugeloberfläche durch
konstantes r gekennzeichnet ist. Wir erhalten daher für die Beschreibung der
Kugeloberfläche:

(ϕ, θ)→ (x1(ϕ, θ), x2(ϕ, θ), x3(ϕ, θ)) = (r cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θ) .
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Für die Parameter gilt ϕ ∈ [0, 2π] und θ ∈ [0, π]. Das Parametergebiet ist in
diesem Fall ein Rechteck.

Damit es sich allgemein um eine reguläre Fläche handelt, verlangen wir nicht
nur, dass die Funktionen xi(u, v) stetig und hinreichend oft differenzierbar sind,
sondern wir verlangen auch, dass die Parametrisierung der Fläche in folgendem
Sinne nicht entartet ist: An jedem beliebigen Punkt ~x(u0, v0) auf der Fläche sol-
len sich die Kurven ~x(u, v0) (aufgefasst als Kurve mit Kurvenparameter u) und
~x(u0, v) (Kurvenparameter v) unter einem nicht-verschwindenden Winkel schnei-
den. Konkret bedeutet dies: Die beiden Tangentialvektoren

~fu =
∂~x(u, v0)

∂u

∣∣∣∣
u=u0

und ~fv =
∂~x(u0, v)

∂v

∣∣∣∣
v=v0

(5.27)

sollen jeweils von null verschieden und linear unabhängig sein.

Im R3 sind diese beiden Bedingungen genau dann erfüllt, wenn

~fn(u, v) := ~fu × ~fv =
∂~x(u, v)

∂u
× ∂~x(u, v)

∂v
(5.28)

für alle Werte (u, v) ∈ U von null verschieden ist. ~fn(u, v) ist ein Vektor, der
senkrecht auf der Fläche am Punkte ~x(u, v) steht. Diesen Vektor bezeichnet man
auch als Normalvektor.

Am Beispiel der Kugeloberfläche erkennt man, dass diese Bedingungen für alle
(u, v) erfüllt sind, für die u2 + v2 < R2. Wenn wir Punkte auf dem Äquator der
Kugeloberfläche beschreiben wollen, sollten wir nicht nach x3 auflösen, sondern
eher nach x1 oder x2. Auch bei der zweiten Parametrisierung der Kugeloberfläche
gibt es

”
singuläre“ Stellen: θ = 0 und θ = π. Man spricht in solchen Fällen auch

von Koordinatensingularitäten.

Da die Parametrisierung der Fläche nicht entartet sein soll, können wir den
Normalvektor auch durch seinen Betrag dividieren und erhalten den auf 1 nor-
mierten Normalvektor:

~n(u, v) =

(
∂~x(u, v)

∂u
× ∂~x(u, v)

∂v

)
∣∣∣∣∂~x(u, v)

∂u
× ∂~x(u, v)

∂v

∣∣∣∣ . (5.29)

5.6.2 Charakterisierung durch Bedingungen

Oftmals ist es nicht leicht, eine geeignete Parameterdarstellung einer Fläche zu
finden. Insbesondere ist es für viele Flächen überhaupt nicht möglich, sie durch
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eine Abbildung der im letzten Abschnitt genannten Art überall und frei von Sin-
gularitäten oder Entartungen der Parametrisierung zu definieren. Bekannte Bei-
spiele sind, wie wir gesehen haben, die Kugeloberfläche oder auch die Oberfläche
eines Torus.

Statt einer Parametrisierung ist es manchmal einfacher, eine Fläche durch
eine geeignete Bedingung zu beschreiben. Im R3 lässt sich eine solche Bedingung
häufig in der Form

f(x1, x2, x3) = 0

schreiben. Für die Kugeloberfläche im R3 gilt beispielsweise

f(x1, x2, x3) = (x1)2 + (x2)2 + (x3)3 −R2 ,

was auf die Gleichung
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = R2 . (5.30)

führt.

Die Bedingung f(x1, x2, x3) = 0 lässt sich (zumindest für bestimmte Werte der
Koordinaten) nach einer der Koordinaten auflösen - beispielsweise x3 = f̂(x1, x2)
- und nun lässt sich die Fläche in der Form (u, v, f̂(u, v)) beschreiben. Häufig ist
diese Beschreibung jedoch nicht für die ganze Fläche gültig, sondern nur für be-
stimmte Gebiete der Fläche, die so genannten Karten. Wenn es für jeden Punkt
der Fläche eine geeignete Karte gibt, sodass die Fläche in der Umgebung die-
ses Punktes frei von Koordinatensingularitäten beschrieben werden kann, so be-
zeichnet man die Menge dieser Karten auch als Atlas. Aus der Beschreibung der
Kugeloberfläche durch Gl. (5.30) lassen sich beispielsweise sechs besondere Kar-
ten finden, und jeder Punkt der Kugeloberfläche liegt in mindestens einer dieser
Karten. Diese sechs Karten erhält man, indem man Gl. (5.30) nach jeweils einer
der Koordinaten xi (i = 1, 2, 3) auflöst und dann noch die beiden Vorzeichen der
Wurzel berücksichtigt. Jede der Karten beschreibt eine Halbkugel.

Auch Kurven bzw. Wege lassen sich durch Bedingungen beschreiben. Bei-
spielsweise erhält man im Allgemeinen eindimensionale Linien, wenn man zwei
Flächen schneidet, also zwei Bedingungen an die Koordinaten stellt:

f1(x1, x2, x3) = 0 f2(x1, x2, x3) = 0 .

Zur Parameterdarstellung gelangt man in diesem Fall, indem man beide Bedin-
gungen nach einem Parameter, beispielsweise nach x1 = t auflöst:

γ(t) = (t, x2(t), x3(t)) .
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Ein anderes Beispiel für Kurven, die durch Bedingungen charakterisiert und
zunächst nicht durch eine Parametrisierung gegeben sind, sind die Kegelschmitte,
die in Abschnitt 5.8 kurz behandelt werden.

5.7 Parameterdarstellung d-dimensionaler

Räume im Rn

Die Konzepte der vergangenen Abschnitte können wir folgendermaßen verallge-
meinen: ein d-dimensionaler Raum, eingebettet im Rn (zunächst verlangen wir
noch d < n, später betrachten wir auch den Fall d = n), besitzt folgende Para-
meterdarstellung:

(u1, u2, ..., ud)→ ~x(u1, u2, ..., ud) , (5.31)

wobei jede Komponente xi (i = 1, ..., n) eine (stetige und genügend oft diffe-
renzierbare) Funktion der Parameter {uα} (α = 1, ..., d) ist. Jeder Punkt p auf
diesem d-dimensionalen Raum soll eindeutig durch seine Koordinaten {uα} mit
~x(u1, ..., ud) ' p bestimmt sein. Statt von einem d-dimensionalen Raum spricht
man auch manchmal von einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit. (Mannigfaltig-
keiten lassen sich auch allgemeiner definieren, ohne dass man auf die Einbettung
der Mannigfaltigkeit in einen Rn Bezug nehmen muss. Das soll hier aber nicht
geschehen.)

Zu jeder der Komponenten uα können wir die Kurve γα ' ~x(uα) betrachten,
die man erhält, wenn man alle anderen Komponenten {uβ}, β 6= α festhält. Durch
jeden Punkt des d-dimensionalen Raumes (festgelegt durch die Koordinaten {uα},
wobei dieser Punkt nicht zu einer Koordinatensingularität gehören soll) finden
wir daher d ausgezeichnete Kurven, die sich in diesem Punkt schneiden. Zu jeder
dieser Kurven können wir den Tangentialvektor berechnen:

~fα(u1, ..., ud) =
∂~x(u1, ..., ud)

∂uα
.

Dieser Tangentialvektor ist natürlich eine Funktion der Koordinaten des Punktes,
bei dem der Tangentialvektor berechnet wird. Wenn der Punkt p ' ~x(u1, ..., ud)

nicht zu einer Koordinatensingularität gehört, sind die d Tangentialvektoren ~fα(p)
alle von null verschieden und linear unabhängig. Sie spannen somit einen d-
dimensionalen Vektorraum auf, den so genannten Tangentialraum an die Man-
nigfaltigkeit im Punkte p.

Man sollte an dieser Stelle beachten, dass der Tangentialraum im Allgemeinen
kein linearer Teilraum des Rn im üblichen Sinne ist. Das wäre nur der Fall,
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wenn der Punkt p gerade dem Nullpunkt des Rn entspricht. Man kann einen
Tangentialraum im obigen Sinne als einen affinen Teilraum des Rn auffassen,
bei dem der Nullpunkt entsprechend verschoben ist. Besser ist es jedoch, den
Tangentialraum überhaupt nicht als Teilraum des Rn zu interpretieren, sondern
einfach als einen d-dimensionalen Vektorraum, der sich für jeden Punkt p einer
Mannigfaltigkeit definieren lässt.

5.8 Kegelschnitte

Gleichsam als Anwendung einiger der in diesem Kapitel eingeführten Konzepte
wollen wir eine wichtige Klasse von Kurven betrachten, die man als Kegelschnit-
te bezeichnet. Diese Kurven erhält man als Schnittkurven aus der Mantelfläche
eines Doppelkegels im R3 mit einer Ebene. Neben den Ellipsen und Hyperbeln
erhält man als Grenzfälle noch Kreise und Parabeln (sowie streng genommen noch
einzelne Punkte sowie sich schneidende Geraden). Alle diese Kurven können bei-
spielsweise bei der Bewegung eines Körpers im Gravitationsfeld eines anderen
Körpers (das so genannte Kepler-Problem) auftreten.

Ein Doppelkegel (der Einfachheit halber mit Steigung 1) lässt sich durch fol-
gende Bedingung beschreiben:

x2 + y2 = z2 , (5.32)

bzw. in der Parameterdarstellung:

x(u, v) = u y(u, v) = v z(u, v) = ±
√
u2 + v2 .

(Wir verwenden die Komponentenschreibweise (x, y, z) statt (x1, x2, x3), da wir
in kartesischen Koordinaten ohnehin nicht zwischen oben- und untenstehenden
Indizes unterscheiden müssen und die Indexschreibweise in konkreten Formeln
manchmal verwirrend sein kann.) Eine vollkommen andere aber äquivalent Para-
meterdarstellung wäre die folgende (r ≥ 0 , 0 ≤ ϕ < 2π):

x(r, ϕ) = r cosϕ y(r, ϕ) = r sinϕ z(r, ϕ) = r .

Eine beliebige Ebene durch den Nullpunkt können wir durch folgende Glei-
chung beschreiben:

~a · ~x = 0 bzw. a1x+ a2y + a3z = 0 ,
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wobei ~a ein beliebiger (von Null verschiedener) dualer Vektor ist. Da wir ein
kartesisches Skalarprodukt verwenden, können wir ~a auch mit einem gewöhnli-
chen Vektor identifizieren. Die durch obige Gleichung beschriebene Ebene besteht
aus allen Vektoren, die auf ~a senkrecht stehen. Soll die Ebene nicht durch den
Nullpunkt sondern durch den Punkt ~b = (b1, b2, b3) gehen, folgt:

~a · (~x−~b) = 0 bzw. ~a · ~x = ~a ·~b .

Als allgemeine Darstellung einer Ebene erhalten wir somit:

a1x+ a2y + a3z = b . (5.33)

A: Diese Gleichung ist noch überbestimmt. Sie enthält vier freie Parameter, zur
Charakterisierung einer allgemeinen Ebene sind jedoch nur drei Parameter notwendig.
Für b 6= 0 können wir obige Gleichung noch durch b dividieren und finden, dass eine
allgemeine Ebene sogar durch die Bedingung

a′1x+ a′2y + a′3z = 1

beschrieben wird. Ist b = 0, geht die Ebene also durch den Nullpunkt, können wir durch
ein nicht-verschwindendes ai dividieren, d.h., einen der Koeffizienten vor x, y oder z eins
setzen.

Wir betrachten zunächst den Fall a3 6= 0 (das bedeutet, die Ebene ist nicht
parallel zur 3-Achse); dann können wir für die Ebene auch schreiben

z = a1x+ a2y + b .

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit setzen wir noch a2 = 0 und schreiben
a1 = a:

z = ax+ b . (5.34)

Die Ebene ist in diesem Fall parallel zur 2-Achse. Dies bedeutet keine Ein-
schränkung, da das Problem ohnehin symmetrisch unter Drehungen um die 3-
Achse ist.

Einsetzen in die Kegelgleichung (5.32) liefert:

x2 + y2 = (ax+ b)2 , (5.35)

bzw.
(1− a2)x2 − 2abx+ y2 = b2 . (5.36)
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A: Wir haben immer noch zwei Bestimmungsgleichungen: Gleichung 5.34 erlaubt es
uns, die Koordinate z durch x auszudrücken, und Gleichung 5.36 erlaubt es uns, y durch
x auszudrücken. Wir erhalten also eine Kurve im R3, wobei wir x als Kurvenparameter
verwenden. Die Parameterdarstellung ~x(t) dieser Kurve wäre somit:

x(t) = t y(t) = ±
√
b2 − (1− a2)t2 + 2abt z(t) = at+ b .

Im Folgenden betrachten wir nur die Projektionen dieser Kurve auf die 1-2-Ebene. An
den qualitativen Eigenschaften der Lösungen ändert sich dadurch nichts.

Allgemein können wir folgende Fälle unterscheiden:

1. Kreise:
Der Spezialfall a = 0 (waagerechte Ebene) führt auf die Gleichung

x2 + y2 = b2 .

Dies ist die Kreisgleichung. Für b = 0 erhalten wir als Lösung nur den Punkt
(0, 0, 0).

2. Ellipsen:
Die Bedingung a2 < 1 führt auf eine Gleichung der Form (α > 0):

α(x− γ)2 + y2 = β2 .

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit Zentrum (γ, 0).

3. Parabeln:
Für a2 = 1 erhalten wir:

y2 = b2 ± 2bx .

Dies ist die Gleichung einer Parabel.

4. Hyperbeln: Für a2 > 1 folgt eine Gleichung der Form (α > 0):

−α(x− γ)2 + y2 = β2 .

Dies entspricht einer Hyperbelgleichung.
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Wir müssen uns nun noch überlegen, welche Gleichung wir für a3 = a2 = 0
erhalten. In diesem Fall lautet die Gleichung für die Ebene

ax = b

Einsetzen in die Kegelgleichung 5.32 liefert:

b2

a2
+ y2 = z2 oder z2 − y2 = γ2 .

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, die sich asymptotisch den Geraden z = ±y
annähert. Für b = 0 erhalten wir diese beiden sich schneidenden Geraden als
Lösung.

5.9 Koordinatensysteme

Wir haben schon mehrfach erwähnt, dass man die Punkte des R2 oder R3 nicht
nur als Vektoren auffassen kann, die sich bezüglich einer Basis des Vektorraums
in Komponenten zerlegen lassen, sondern dass man sie auch allgemeiner durch
Koordinaten beschreiben kann, die mit der Eigenschaft des R2 bzw. R3 als Vek-
torraum nichts mehr zu tun haben. Beispielsweise lässt sich die Summe zweier
Vektoren im Allgemeinen auch nicht mehr als einfache Summe dieser Koordi-
naten ausdrücken. Außerdem ist der Parameterbereich dieser Koordinaten (der
Wertebereich, den diese Koordinaten zur eindeutigen Beschreibung von Punkten
annehmen können) nicht immer gleich dem R2 bzw. R3, sondern nur gleich einer
Teilmenge.

Strenggenommen fasst man den R2 bzw. R3 in diesem Fall nicht mehr als
Vektorraum auf, sondern als so genannte Mannigfaltigkeit. Das macht sich oft
auch daran bemerkbar, dass die allgemeinen Koordinaten für bestimmte Punkte
nicht mehr eindeutig sind oder singulär werden. Wir betrachten zunächst einige
bekannte Beispiele für Koordinaten im R2 und R3

5.9.1 Die Polarkoordinaten im R2

In zwei Dimensionen können wir einen Punkt durch seinen Abstand r vom Null-
punkt und den Winkel ϕ zwischen der Verbindungslinie zum Nullpunkt und der
x-Achse beschreiben. Das führt auf die Darstellung eines Punktes in so genannten
Polarkoordinaten:

(x1, x2) ' (r cosϕ , r sinϕ) . (5.37)
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Die Komponenten {xi} lassen sich somit durch r und ϕ ausdrücken:

x1 = r cosϕ x2 = r sinϕ .

Diese Bedingungen sind umkehrbar, d.h., r und ϕ lassen sich durch x1 und x2

ausdrücken:

r =
√

(x1)2 + (x2)2 ϕ = arctan
x2

x1
.

Der Nullpunkt (0, 0) ist ein singulärer Punkt der Polarkoordinaten, da in die-
sem Punkt ϕ nicht eindeutig durch xi gegeben ist. Streng genommen gelten die
Polarkoordinaten also nur für den R2 ohne den Punkt {(0, 0)}.

Die Koordinaten (r, ϕ) nehmen folgende Werte an: r ≥ 0 und ϕ ∈ [0, 2π).
Der Parameterbereich U ∈ R2 der Koordinaten ist also ein Streifen (Breite 2π)
oberhalb der positiven reellen Achse.

5.9.2 Zylinderkoordinaten im R3

Übertragen wir die Polarkoordinaten des R2 auf den R3 ohne die z-Komponente
mit einzubeziehen, so erhalten wir die Zylinderkoordinaten:

(x1, x2, x3) ' (r cosϕ , r sinϕ , z) . (5.38)

Die alten Koordinaten xi lassen sich also durch die neuen Koordinaten aus-
drücken:

x1 = r cosϕ x2 = r sinϕ x3 = z ,

ebenso lassen sich die neuen Koordinaten durch die alten Koordinaten aus-
drücken:

r =
√

(x1)2 + (x2)2 ϕ = arctan
x2

x1
z = x3 .

Die Zylinderkoordinaten sind eindeutig sofern r 6= 0, also außer auf der z-Achse,
wo der Winkel ϕ nicht festliegt.

Der Parameterbereich für r und ϕ ist gleich ihrem Bereich für Polarkoordina-
ten, z kann beliebige reelle Werte annehmen.

5.9.3 Kugelkoordinaten

Wie schon mehrfach erwähnt, lässt sich ein Punkt im R3 auch durch seinen Ab-
stand r vom Ursprung sowie zwei Winkel charakterisieren. Der Winkel θ ent-
spricht dem Winkel zwischen der Verbindungslinie des Punkts zum Ursprung und
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der z-Achse, und der Winkel ϕ entspricht dem Winkel zwischen der Projektion
dieser Verbindungslinie auf die xy-Ebene und der x-Achse. Dann gilt:

(x1, x2, x3) ' (r cosϕ sin θ , r sinϕ sin θ , r cos θ) . (5.39)

Auch diese Beziehungen lassen sich umkehren:

r =
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 ϕ = arctan
x2

x1
θ = arctan

√
(x1)2 + (x2)2

x3
.

Beide Winkel sind für r = 0 nicht definiert. Außerdem ist ϕ nicht definiert für
θ = 0 und θ = π.

Die Definitionsbereiche für die Parameter sind: r ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π) und θ ∈
[0, π].

5.9.4 Allgemeine Koordinatentransformationen

Eine Koordinatentransformation auf dem Rn ist eine Abbildung U ⊂ Rn → Rn

derart, dass sich jeder Punkt p ' ~x ∈ Rn durch die Koordinaten (u1, u2, ..., un)
ausdrücken lässt. Es gilt somit:

~x ' (x1, x2, ..., xn) ' (x1(u1, u2, ..., un), x2(u1, u1, ..., nn), ..., xn(u1, u2, ..., un)) .

Jede Komponente xi ist also eine Funktion der Koordinaten {ui}:

xi = xi(u1, u2, ..., un) .

Umgekehrt soll sich auch jede Koordinate ui als Funktion der {xi} schreiben
lassen:

ui = ui(x1, x2, ..., xn) .

Eine Koordinatentransformation soll also bijektiv sein und daher eine eindeutige
inverse Abbildung besitzen. Punkte, an denen dies nicht möglich ist, bezeichnet
man als singuläre Punkte der Koordinatentransformation. In vielen Fällen wird
man nur einen bestimmten Ausschnitt des Rn (beispielsweise den Rn ohne gewisse
Punkte, Linien oder Flächen) durch die neuen Koordinaten eindeutig ausdrücken
können.

In jedem Punkt p ∈ Rn schneiden sich n Kurven γi, die man erhält, indem
man die Koordinaten {uj} (j 6= i) festhält und ~x(ui) nur noch als Funktion des
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einen Parameters ui auffasst. Zu jeder dieser Kurven können wir im Punkte p den
Tangentialvektor bilden:

~fi(p) =
∂~x(u1, .., un)

∂ui
.

Sofern der Punkt p nicht zu einer Koordinatensingularität gehört, sind diese n
Vektoren von null verschieden und linear unabhängig. Sie spannen also einen
n-dimensionalen Vektorraum auf. Nach den Überlegungen der vorherigen Ab-
schnitte handelt es sich bei diesem Vektorraum strenggenommen um den Tan-
gentialraum im Punkte p. Es ist der

”
Raum der Geschwindigkeiten“, mit denen

der Punkt p durchlaufen werden kann.

Der affine Raum Rn, der die möglichen Lagen von Punkten p charakteri-
siert, und der Vektorraum Rn, der an jedem Punkt p als Tangentialraum (Raum
der Geschwindigkeiten) konstruiert werden kann, sind zunächst zwei verschiedene
Räume. Auch wenn eine Identifikation oft vorgenommen wird, sollte man sich der
Unterscheidung bewusst sein. Die Physik ist in diesem Fall übrigens

”
genauer“

als die Mathematik: Während die Koordinaten von Raumpunkten meist die Di-
mension einer Länge haben, haben Geschwindigkeiten die Dimension [Länge pro
Zeit]. Die beiden Konzepte werden daher deutlicher unterschieden.

5.10 Das metrische Feld

Wir sind in den vergangenen Kapiteln mehrfach auf das Konzept des Tangenti-
alraums gestoßen und haben dabei betont, dass man den Tangentialraum (bei-
spielsweise an eine Fläche) nicht mit dem einbettenden Raum identifizieren sollte.
Daher haben wir zunächst noch keine Möglichkeit, Winkel und Längen für die
Vektoren in einem Tangentialraum zu bestimmen. Trotzdem haben wir schon den
Betrag von Geschwindigkeitsvektoren berechnet oder auch (bei den Tangential-
ebenen an eine Fläche) das Kreuzprodukt gebildet. Implizit haben wir dabei von
der Einbettung Gebrauch gemacht. Dieses Konzept soll nun verdeutlicht werden.
Ziel dieses Abschnitts ist es, in den Tangentialräumen ein positiv definites Skalar-
produkt zu definieren. Ein solches Skalarprodukt bezeichnet man auch manchmal
als Metrik. Mithilfe der Metrik können wir die Längen von Vektoren berechnen
bzw. die Winkel zwischen Vektoren bestimmen, wenn die Komponenten dieser
Vektoren in Bezug auf die durch das Koordinatensystem definierten Basisvekto-
ren eines Tangentialraumes angegeben werden. Da wir streng genommen an jedem
Punkt des Raumes einen anderen Tangentialraum haben, wird diese Metrik nun
vom Raumpunkt abhängen. Daher spricht man auch von einem metrischen Feld.
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5.10.1 Allgemeine Definition

Wir haben gesehen, dass zwischen der Parameterdarstellung der Einbettung ei-
ner Kurve, Fläche, oder allgemeiner eines d-dimensionalen Raumes in einen Rn

und einer Koordinantentransformation auf dem Rn kein wesentlicher Unterschied
besteht. Daher betrachten wir im Folgenden Einbettungen der Form:

(u1, ..., ud) 7→ ~x(u1, ..., un) ,

wobei wir neben d < n auch den Fall d = n zulassen.
Die Parameterdarstellung definiert in einem Punkt p, der durch die Koordi-

naten (u1, ..., ud) charakterisiert wird, d linear unabhängige Tangentialvektoren:

~fα(p) =
∂~x(u1, ..., ud)

∂uα
.

Diese Vektoren sind im Allgemeinen weder Einheitsvektoren noch orthogonal. Wir
können natürlich diese Vektoren noch durch ihren Betrag dividieren und auch zur
Konstruktion eines Orthonormalsystems verwenden (ähnlich, wie wir dies beim
begleitenden Dreibein schon gemacht haben). In den meisten Fällen ist es aber

einfacher, direkt mit den Vektoren ~fα(p) als Basisvektoren des Tangentialraums
im Punkte p zu rechnen. Wenn wir allerdings Vektoren in diesem Tangentialraum
durch ihre Komponenten bezüglich der Basis {~fα(p)} ausdrücken, müssen wir
bei der Berechnung des Skalarprodukts (wie es durch den einbettenden Rn de-
finiert ist) vorsichtig sein: Wir müssen ein Skalarprodukt gαβ(p) definieren, dass
uns bezüglich dieser Komponenten dasselbe Ergebnis liefert, wie das kartesische
Skalarprodukt im Rn.

Seien ~y und ~z zwei Vektoren im Tangentialraum des Punktes p. Diese beiden
Vektoren lassen sich bezüglich der Tangentialvektoren {~fα} zerlegen:

~y =
∑
α

yα ~fα ~z =
∑
β

zβ ~fβ .

Das Skalarprodukt zwischen diesen Vektoren im einbettenden Raum Rn ist somit:

~y · ~z =

(∑
α

yα ~fα(p)

)
·

(∑
β

zβ ~fβ(p)

)
=
∑
α,β

yαzβ ~fα · ~fβ =
∑
α,β

gαβ y
αzβ .

Hierbei haben wir definiert:

gαβ = ~fα·~fβ =
∂~x(u1, ..., ud)

∂uα
·∂~x(u1, ..., ud)

∂uβ
=

n∑
i,j=1

δij
∂xi(u1, ..., ud)

∂uα
∂xj(u1, ..., ud)

∂uβ
.

(5.40)
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Die Matrixelemente dieses Skalarprodukts bestehen also aus den Skalarprodukten
(bezüglich des kartesischen Skalarprodukts im Rn) der durch das Koordinaten-

system definierten Tangentialvektoren ~fα.

Da die Tangentialvektoren ~fα(p) vom Punkt p abhängen, an dem sie berechnet
werden, hängen auch die Elemente des Skalarprodukts von diesem Punkt p ab:
gαβ(p). Man spricht in diesem Fall vom metrischen Feld. Da das Skalarprodukt in
jedem Punkt ein Tensor (2. Stufe) ist, spricht man auch vom metrischen Tensor
bzw. metrischen Feldtensor.

5.10.2 Polar- und Kugelkoordinaten

Sei in der Ebene p ∈ R2 durch den Abstand r vom Nullpunkt und den Winkel
ϕ zur x-Achse charakterisiert, also p ' (r cosϕ, r sinϕ). Die Polarkoordinaten
definieren durch den Punkte p zwei ausgezeichnete Kurven:

γ1(ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ) (r fest) γ2(r) = (r cosϕ, r sinϕ) (ϕ fest) . (5.41)

γ1(ϕ) beschreibt einen Kreis vom Radius r um den Nullpunkt, und γ2(r) be-
schreibt eine Gerade, die sich radial vom Nullpunkt nach unendlich erstreckt.
Diese beiden Kurven haben in p jeweils die Tangentialvektoren:

~fϕ(p) =
∂~x(r, ϕ)

∂ϕ
= (−r sinϕ , r cosϕ)

~fr(p) =
∂~x(r)

∂r
= (cosϕ , sinϕ) .

Die Notation ~fϕ(p) bzw. ~fr(p) soll andeuten, dass diese beiden Vektoren im
Allgemeinen von dem Punkt p, ausgedrückt durch seine Koordinaten r und ϕ,
abhängen.

Wir können uns leicht davon überzeugen, dass diese beiden Vektoren orthogo-
nal sind. Normieren wir die beiden Vektoren noch auf die Länge eins, so erhalten
wir ein Orthonormalsystem von Basisvektoren für den Tangentialraum im Punkte
p:

~eϕ(p) = (− sinϕ , cosϕ) ~er(p) = (cosϕ , sinϕ) .

Wollen wir jedoch Vektoren im Tangentialraum durch die Komponenten
bezüglich ~fr und ~fϕ ausdrücken, so müssen wir das verallgemeinerte Skalarpro-
dukt verwenden:

g(p) '
(
gϕϕ(p) grϕ(p)
gϕr(p) grr(p)

)
=

(
r2 0
0 1

)
. (5.42)



88 KAPITEL 5. KURVEN UND FLÄCHEN

Entsprechend finden wir für einen Punkt p ∈ R3 in Kugelkoordinaten:

~fr(p) =
∂~x(r, ϕ, θ)

∂r
= (cosϕ sin θ , sinϕ sin θ , cos θ)

~fϕ(p) =
∂~x(r, ϕ, θ)

∂ϕ
= (−r sinϕ sin θ , r cosϕ sin θ , 0)

~fθ(p) =
∂~x(r, ϕ, θ)

∂θ
= (r cosϕ cos θ , r sinϕ cos θ , −r sin θ) .

Auch in Kugelkoordinaten sind die drei Tangentialvektoren zu den Parametern r,
ϕ und θ orthogonal. Für die Komponenten des metrischen Tensors erhalten wir:

g =

 grr grϕ grθ
gϕr gϕϕ gϕθ
fθr gθϕ gθθ

 =

 1 0 0
0 r2 sin2 θ 0
0 0 r2

 (5.43)

5.10.3 Die Kugeloberfläche

Die bisherigen Beispiele bezogen sich auf Koordinatentransformationen, nun wol-
len wir mit der Kugeloberfläche noch ein Beispiel für die Einbettung einer Fläche
in den R3 betrachten. Eine mögliche Beschreibung der Kugeloberfläche folgt aus
den Kugelkoordinaten, wobei wir nun den Radius R nicht mehr als Koordinate
sondern als festen Parameter interpretieren. Die Koordinaten der Kugeloberfläche
sind somit (ϕ, θ). Die beiden Basisvektoren für den Tangentialraum an einem
Punkt auf der Kugeloberfläche (ausgedrückt durch seine Koordinaten (ϕ, θ)) sind
daher:

~fϕ(p) =
∂~x(r, ϕ, θ)

∂ϕ
= (−R sinϕ sin θ , R cosϕ sin θ , 0)

~fθ(p) =
∂~x(r, ϕ, θ)

∂θ
= (R cosϕ cos θ , R sinϕ cos θ , −R sin θ) .

Die Komponenten des metrischen Tensors bezüglich dieser Basisvektoren des Tan-
gentialraums lauten:

g =

(
R2 sin2 θ 0

0 R2

)
. (5.44)

Wir können die Kugeloberfläche auch durch die Koordinaten beschreiben, die wir
durch Auflösen von der Bedingungsgleichung

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = R2
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nach einer Komponente erhalten. Wir wählen die Parameterdarstellung für die

”
nördliche“ Hemisphäre:

(u, v)→ (u, v,
√
R2 − u2 − v2) .

Die beiden Tangentialvektoren an den Punkt p (gekennzeichnet durch die Koor-
dinaten (u, v)) sind:

~fu(p) =
∂~x(u, v)

∂u
=

(
1, 0,− u√

R2 − u2 − v2

)
~fv(p) =

∂~x(u, v)

∂v
=

(
0, 1,− v√

R2 − u2 − v2

)
.

Nun sind die beiden durch das Koordinatensystem definierten Basisvektoren im
Allgemeinen weder Einheitsvektoren noch orthogonal und wir erhalten für die
Metrik:

g =

(
guu guv
gvu gvv

)
=

 1 +
u2

R2 − u2 − v2

uv

R2 − u2 − v2

vu

R2 − u2 − v2
1 +

v2

R2 − u2 − v2

 .

Offensichtlich sind die Elemente dieser Metrik für u2 + v2 = R2 - also auf dem
Äquator - nicht mehr definiert (bzw. gehen gegen unendlich). Dies ist ein typi-
sches Beispiel für eine Koordinatensingularität, denn der Äquator ist natürlich
keine singuläre Punktmenge der Kugeloberfläche, sondern das gewählte Koordi-
natensystem ist dort nicht mehr sinnvoll.

5.10.4 Intrinsische Bedeutung der Metrik

Wir wollen nun einen Aspekt der Metrik ansprechen, der anschaulich weniger den
Tangentialraum an eine Mannigfaltigkeit betrifft sondern die Mannigfaltigkeit
selber. Betrachten wir dazu als Beispiel eine Kugeloberfläche.

Seit jeher ist den Kartographen bekannt, dass man nicht die gesamte Ober-
fläche der Erde auf eine planare Karte zeichnen kann, ohne dass irgendwelche
Längen verzerrt oder gerade Linien (dem Ausschnitt eines Großkreises folgend)
krumm dargestellt werden. Wir haben eine Fläche wie die Kugeloberfläche in der
Parameterdarstellung als Abbildung eines Bereichs U ⊂ R2 in den einbettenden
Raum beschrieben: (u, v)→ ~x(u, v). Der Parameterbereich U kann dabei als eine

”
Karte“ im herkömmlichen Sinn verstanden werden. Jede Struktur auf der Fläche
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(beispielsweise die Umrisse der Kontinente auf der Erde) lässt sich als Kurve ber-
schreiben, und diese Kurve definiert auch eine Kurve in der Parameterfläche U .
Eine bekannte Darstellung der Erdoberfläche ist beispielsweise die Darstellung in
Winkelvariablen (ϕ, θ), bei der die Breitengrade als waagerechte Linien und die
Längengrade als senkrechte Linien dargestellt werden.

Wenn wir auf der Karte Entfernungen zwischen zwei Parameterpunkten aus-
messen, so hat diese Entfernung im Allgemeinen nichts mit der tatsächlichen
Entfernung zu tun, die zwischen den durch die Parameter beschriebenen Punkten
herrscht. Für nicht zu große Ausschnitte der Erdoberfläche genügt es meistens,
einen

”
Maßstab“ anzugeben. Auf einem Stadtplan von Freiburg mit Maßstab

1:8000 entspricht einem Abstand von einem Zentimeter auf der Karte in Wirk-
lichkeit ein Abstand von 8000 Zentimeter oder 80 Meter.

Eine solche Maßstabsangabe ist jedoch bei Weltkarten streng genommen nicht
mehr sinnvoll. Es würde bedeuten, dass beispielsweies auf einer Weltkarte mit
Maßstab 1:30000000 ein Zentimeter Abstand zwischen zwei Punkten in Wirk-
lichkeit 300 km entsprechen. Betrachtet man sich die Karte jedoch genauer und
vergleicht mit einem Globus, so erkennt man, dass diese Angabe nicht über-
all wirklich stimmt. Meist weichen die tatsächlichen Entfernungen in der Nähe
der Pole (oder der Ränder der Karte) von dieser aus dem Maßstab berechneten
Entfernung ab. Das liegt genau daran, dass man die Kugeloberfläche nicht maß-
stabsgetreu auf einer Ebene abbilden kann. Wir müssen also streng genommen
an jedem Punkt einen Maßstab definieren, und zwar für jede der beiden Koordi-
natenrichtungen. Es kann nämlich sein, dass die Abstände in Nord-Süd-Richtung
maßstabsgetreu wiedergegeben sind (d.h., überall auf der Karte mit demselben
Maßstab), die Abstände in Ost-West-Richtung jedoch an den Rändern der Kar-
te maßstabsverzerrt sind. Genau diesen orts- und richtungsabhängigen Maßstab
beschreibt das metrische Feld!

Wir betrachten zwei Punkte p ' ~x(u1, u2) und p′ ' ~x(u′1, u′2) auf der Fläche,
die nahe beeinander liegen sollen. Der Abstand zwischen diesen beiden Punkten,

ds =
√

(~x(u′1, u′2)− ~x(u1, u2))2

soll also klein sein. In diesem Fall erwarten wir, dass auch die Koordinaten, durch
welche die beiden Punkte beschrieben werden, nahe beeinander liegen (sofern
nicht eine Koordinatensingularität vorliegt):

(u′1, u′2) = (u1 + du1, u2 + du2) .
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Wir erhalten somit:

~x(u′1, u′2)− ~x(u1, u2) = ~x(u1 + du1, u2 + du2)− ~x(u1, u2)

=
∂~x(u1, u2)

∂u1
du1 +

∂~x(u1, u2)

∂u2
du2 +O((dui)2) .

Die partiellen Ableitungen nach den Parametern sind gerade die Basisvektoren
im Tangentialraum:

~fα(p) =
∂~x(u1, u2)

∂uα
.

Für den
”
infinitesimalen“ Abstand ds erhalten wir somit:

ds =

√(
~f1(p)du1 + ~f2(p)du2

)2

=

√∑
α,β

gαβ(p) duα duβ . (5.45)

Mithilfe des metrischen Feldes können wir also an jedem Punkt (u1, u2) unserer
Karte bestimmen, welchen Abstand zwei nahe benachbarte Punkte in Wirklich-
keit haben. Das metrische Feld ist ein

”
orts- und richtungsabhängiger Maßstab“.

In der allgemeinen Relativitätstheorie gibt man oft den metrischen Feldtensor
in der Form

ds2 =
∑
α,β

gαβduαduβ (5.46)

an. Dabei bezeichnet ds2 das Quadrat des physikalischen Abstands zwischen
zwei (physikalisch eng benachbarten) Ereignissen, den man mit tatsächlichen
Maßstäben oder Uhren ausmessen kann. duα bezeichnet die Differenz in der Ko-
ordiante uα, durch welche man die beiden Ereignisse in einer Karte ausdrückt.
Das metrische Feld gibt die Beziehung zwischen dem physikalischen Abstand und
den Koordinatenabständen zweier Ereignisse an.
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Kapitel 6

Elemente der Vektoranalysis

Wir wollen uns in den nächsen Kapiteln mit Feldern beschäftigen. Nach ihrem
Transformationsverhalten unter einem (aktiven oder passiven) Koordinatenwech-
sel unterscheidet man skalare Felder, Vektorfelder, Pseudo-Vektorfelder, Tensor-
felder, etc. Wir werden zunächst dieses Transformationsverhalten nochmals ge-
nauer untersuchen. Anschließend werden wir einige Grundlagen der Vektorana-
lysis einführen, dazu zählen die Begriffe

”
Gradient, Rotation, Divergenz“, das

Linienintegral sowie Flächen- und Volumenintegrale. Schließlich behandeln wir
die wichtigen Integralsätze: Stokes’scher Satz und Gauß’scher Satz. Diese beiden
Integralsätze sind eine mehrdimensionale Verallgemeinerung der bekannten Rela-
tion, wonach das Integral über die Ableitung einer Funktion durch den Wert der
Funktion an den Integrationsgrenzen gegeben ist.

6.1 Tensorfelder

Ganz allgemein kann man Felder als Abbildungen einer Mannigfaltigkeit M , die
meist dem Ortsraum der möglichen Lagen von Körpern entspricht, in eine Men-
ge auffassen, die oft ein Teilraum eines Vektorraums V ist. M muss dabei nicht
notwendigerweise der R3 sein, insbesondere handelt es sich beim Ortsraum in der
Newton’schen Mechanik nicht um den Vektorraum R3 (die Menge aller 3-Tupel
reeller Zahlen), sondern um den affinen euklidischen Raum E3. In diesem affi-
nen Raum ist kein Nullpunkt ausgezeichnet, und Punkte in diesem Raum können
daher zunächst auch nicht mit Vektoren (

”
gerichteten Verbindungslinien“) identi-

fiziert werden. Die Verbindunglinien zwischen zwei Punkten lassen sich allerdings
mit Vektoren in Beziehung setzen, d.h., durch die willkürliche Auszeichnung eines
Nullpunkts O wird der affine Raum zu einem Vektorraum.

93
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Die Bildmenge V kann nahezu jede beliebige Menge sein. Bei einem Tem-
peraturfeld ist V der R+, ähnlich bei einem Druckfeld. Beim elektrischen und
magnetischen Feld ist der Bildraum selber wieder ein R3, der Raum der mögli-
chen Feldstärken. Andere Beispiele für Felder sind das Geschwindigkeitsfeld in
der Strömung einer Flüssigkeit oder eines Gases, das Gravitationsfeld oder das
metrische Feld in der Relativitätstheorie.

Da wir in diesem Kapitel keine Dynamik von Feldern betrachten, schreiben
wir auch keine explizite Zeitabhängigkeit. Dynamische Felder ϕ entsprechen Abb-
dildungen von M ×R in V bzw. (p, t)→ ϕ(p, t).

Wählt man auf M ein Bezugssystem (einen Koordinatenursprung) und eine
(orthonormale) Basis, so entspricht das einer bijektiven Abbildung φ : M → R3.
Wir sollten daher zwischen dem Feld ϕ über M

ϕ : M −→ V p ∈M 7→ ϕ(p) ∈ V

und dem Feld in einer Koordinatenbasis

ϕφ := ϕ ◦ φ−1 : R3 −→ V (x1, x2, x3) 7→ ϕφ(x1, x2, x3)

unterscheiden. Ein affiner Wechsel des Bezugssystems in M kann allgemein als
Translation um einen Vektor ~a und eine Rotation des (orthonormalen) Koordi-
natensystems {~ei} verstanden werden. (Wir betrachten in diesem Kapitel keine
krummlinigen Koordinantensysteme.) Sei φ′ : M → R3 ein anderes Bezugssy-
stem, so ist φ′◦φ−1 : R3 → R3 eine affine Abbildung auf dem R3, also im allgemei-
nen die Kombination aus einer Rotation und einer Translation. Wir beschränken
uns im Folgenden auf Rotationen und halten den Nullpunkt des Bezugssystems
fest. Das Transformationsverhalten der Werte des Feldes im Bildraum V als Folge
einer Basistransformation im Urbildraum R3 bestimmt den Tensorcharakter des
Feldes.

6.1.1 Skalare Felder

Wir betrachten zunächst ein Feld, das als Abbildung vom Raum M in die reellen
Zahlen definiert ist:

ϕ : R3 −→ R ~x 7→ ϕ(~x) .

Beispiele sind (auf nicht zu kleinen Skalen) das Temperaturfeld und das Dich-
tefeld in der Meterologie, das Energiefeld von elektrischen bzw. magnetischen
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Feldern (also | ~E(~x)|2 und | ~B(~x)|2) oder der Betrag des Geschwindigkeitsfeldes in
der Hydrodynamik (|~v(~x)|).

Bei einem skalaren Feld wird somit einem bestimmten Raumpunkt p ein fester
Wert zugeordnet. Dieser Zahlenwert hängt nicht davon ab, in welchem Bezugs-
system man den Punkt p durch einen Vektor ~x = Op ausdrückt, bzw. in welcher
Basis man die Komponenten {xi} dieses Punktes schreibt. Der Bildraum (R) ist
von der Wahl eines Koordinatensystems für den Punkt p unabhängig.

In einem ausgezeichneten Koordinatensystem wird das skalare Feld zu einer
Funktion von drei Parametern {xi}. In einer anderen Basis werden demselben
Vektor ~x andere Koordinaten {x′i} zugeordnet, und dadurch ändert sich die funk-
tionale Abhängigkeit des skalaren Feldes von diesen drei Koordinaten. Für die
neue Funktion ϕ′ soll gelten

ϕφ′(x′1, x
′
2, x
′
3) = ϕ(p) = ϕφ(x1, x2, x3) . (6.1)

Im vorliegenden Fall haben wir eine passive Basistransformation betrachtet. Wir
können aber auch aktive Transformationen untersuchen, d.h., der Punkt p wird in
einen Punkt p′ = Rp überführt, der aus p durch eine Rotation R des Raums um
den Bezugspunkt hervorgeht. In diesem Fall wird die Situation durch ein neues
skalares Feld ϕ′ beschrieben. Damit physikalisch dieselbe Aussage gemacht wird,
muss der Wert von ϕ′ an dem neuen Punkt p′ gleich dem Wert des alten skalaren
Feldes an dem alten Punkt p sein:

ϕ′(p′) = ϕ(p) bzw. ϕ′(Rp) = ϕ(p) bzw. ϕ′(p) = ϕ(R−1p) .

Diese Gleichung definiert das Transformationsverhalten eines skalaren Feldes un-
ter aktiven Transformationen des Raumes.

6.1.2 Vektorfelder

Vektorfelder sind Abbildungen vom Konfigurationsraum M in den dreidimensio-
nalen Vektorraum R3:

~F : M −→ R3 p 7→ ~F (p) .

In diesem Fall transformiert sich bei einer aktiven Transformation (Rotation) des

Raumes auch das Vektorfeld mit, d.h., wir erhalten ein neues Feld ~F ′, das durch
die Bedingung

~F ′(p) = R~F (R−1p)
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definiert ist. Ein Feld, dessen Komponenten {Fi} sich unter einer Transformation
des Raumes nach obiger Formel transformieren, heißt Vektorfeld. Beispiele sind
das elektrische Feld ~E(~x) in der Elektrodynamik und das Geschwindigkeitsfeld
~v(~x) in der Hydrodynamik.

Ein Vektorfeld ändert bei einer Punktspiegelung (orthogonale Transformati-
on mit Determinante −1) auch sein Vorzeichen. Ein Pseudo-Vektorfeld hingegen
ändert bei einer Punktspiegelung sein Vorzeichen nicht; Beispiel ist das Magnet-
feld ~B(~x).

6.2 Besondere Ableitungen von Feldern

6.2.1 Gradient, Divergenz und Rotation

Den Gradient [gradient] eines Feldes haben wir schon mehrfach angesprochen. Sei

Φ(~x) ein skalares Feld auf dem Rn, dann ist der (duale) Vektor ~∇Φ(~x) mit den
Komponenten

(~∇Φ(~x))i = ∂iΦ(~x) =
∂Φ(~x)

∂xi

der Gradient des Feldes Φ.

Für Vektorfelder ~A(~x) kann man im Prinzip die Ableitung jeder Komponente
des Feldes nach jeder Komponente der Koordinaten bilden. Dies definiert eine
Ableitungsmatrix. Allgemein gilt für eine Abbildung A : Rn → Rm:

A(~x+ ~h) = A(~x) +
(

DA(~x)
)

(~h) +O(h2) . (6.2)

DA(~x) ist eine lineare Abbildung vom Rn in den Rm. Angewandt auf den Vektor
~h ∈ Rn erhält man somit ein Element des Rm. In Komponentenschreibweise folgt:

A(~x+ ~h)i = A(~x)i +
∑
j

(
DA(~x)

)i
j
hj +O(h2) .

Bei Vektorfeldern auf dem R3 (also Abbildungen vom R3 in den R3) erhält man
allgemein für DA(~x) eine 3× 3−Matrix mit Komponenten

(
DA(~x)

)i
j

=
∂Ai

∂xj
.

Von diesen neun Komponenten sind zwei Kombinationen von besonderer Bedeu-
tung: die Divergenz und die Rotation.
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Die Divergenz [divergence] eines Vektorfeldes ~A ist definiert als:

~∇ · ~A =
∑
i

∂iA
i =

∑
i

Ai(~x)

∂xi
. (6.3)

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist eine skalare Größe. Sie ändert sich unter
Koordinatentransformationen nicht.

Die Rotation [rotation] eines Vektorfeldes im R3 ist definiert als:

(~∇× ~A)i =
∑
jk

εijk
∂Ak

∂xj
. (6.4)

Die Rotation eines Vektorfeldes ist somit wieder ein Vektorfeld. Ausgeschrieben
in Komponenten erhalten wir:

(~∇× ~A)1 =
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3

(~∇× ~A)2 =
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

(~∇× ~A)3 =
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2
.

Die von diesen beiden Ableitungsformen eines Feldes nicht berücksichtigten
Komponenten der Ableitungen eines Vektorfeldes lassen sich in einem symme-
trischen Tensor (

”
Matrix“) zusammenfassen. Diese Matrix der symmetrisierten

Ableitungen spielt beispielsweise beim so genannten Verschiebungsfeld in der
Festkörperphysik eine wichtige Rolle. Im Folgenden werden wir diesen Anteil der
Ableitungen von Vektorfeldern jedoch nicht weiter untersuchen.

6.2.2 Der Laplace-Operator

Bilden wir die Divergenz eines Gradienten, so erhalten wir:

~∇ · ~∇Φ(~x) =
∑
i

∂2Φ(~x)

∂(xi)2
=

∂2Φ(~x)

∂(x1)2
+
∂2Φ(~x)

∂(x2)2
+
∂2Φ(~x)

∂(x3)2
= ∆Φ(~x) . (6.5)

Den Operator

∆ =
∑
i

∂2
i =

∂2

∂(x1)2
+

∂2

∂(x2)2
+

∂2

∂(x3)2
(6.6)

bezeichnet man als Laplace-Operator [Laplacian]. Er kann auf skalare Felder wie
auch auf Vektorfelder angewandt werden. Bei Vektorfeldern wirkt der Laplace-
Operator auf jede der Komponenten unabhängig.
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6.2.3 Beziehungen zwischen zweiten Ableitungen von Fel-
dern

Die Rotation lässt sich auf Vektorfelder anwenden. Da der Gradient eines ska-
laren Feldes ein Vektorfeld ist, können wir die Rotation eines Gradientenfeldes
bestimmen. Wir erhalten:

~∇× ~∇Φ(~x) = 0 . (6.7)

Beweis: Wir berechnen die i-te Komponente der Rotation des Gradientenfeldes

(~∇× ~∇Φ(~x))i = εijk∂j∂kΦ(~x) = 0 .

Der Grund für das Verschwinden der rechten Seite liegt darin, dass ∂j∂k symme-
trisch in den Indizes j und k ist (dieses Argument setzt voraus, dass die Funktion
Φ(~x) mindestens zweimal stetig nach ihren Argumenten differenzierbar ist), wo-
hingegen der ε-Tensor total antisymmetrisch ist. Die einzelnen Terme heben sich
also paarweise weg.

Für die Divergenz einer Rotation folgt das gleiche Ergebnis:

~∇ · (~∇× ~A(~x)) = 0 . (6.8)

Beweis:

~∇ · (~∇× ~A(~x)) =
∑
ijk

∂iε
ij
k∂jA

k(~x) = 0 .

Das Verschwinden der rechten Seite gilt aus demselben Grund wie vorher: ∂i∂j
ist ein in den Indizes i und j symmetrischer Ausdruck, wohingegen der ε-Tensor
antisymmetrisch ist.

Für die Rotation einer Rotation erhalten wir:

~∇× (~∇× ~A(~x)) = ~∇
(
~∇ · ~A(~x)

)
−∆ ~A . (6.9)

Für den Beweis benötigen wir die folgende Identität für das Produkt zweier ε-
Tensoren: ∑

k

εij kε
kl
m = δilδjm − δimδjl .

Zum Beweis berechnen wir wieder die i-te Komponente der Rotation der Rotation
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(das Argument ~x lassen wir der Einfachheit halber weg):(
~∇× (~∇× ~A)

)i
=

∑
jk

εij k∂j(
~∇× ~A)k

=
∑
jklm

εij kε
kl
m∂j∂lA

m

=
∑
jlm

(
δilδjm − δimδjl

)
∂j∂lA

m

=
∑
j

(
∂j∂iA

j − ∂j∂jAi
)
.

Der erste Term entspricht dem Gradienten der Divergenz und der zweite Term
dem Laplace-Operator angewandt auf die i-te Komponente von ~A.

6.3 Kurvenintegrale

Kurvenintegrale lassen sich grundsätzlich sowohl über skalare Felder als auch Vek-
torfelder ausführen. Beim Kurvenintegral über Vektorfelder ist von besonderem
Interesse, wenn über die Projektion von Vektorfeld auf Tangentialvektor integriert
wird. Dies ist beispielsweise bei der Berechnung der Arbeit der Fall.

6.3.1 Die Bogenlänge

Als einfachstes Beispiel für eine Kurvenintegration über ein Skalarfeld betrachten
wir zunächst die Bogenlänge [arc length] einer Kurve. Das Skalarfeld ist in diesem
Fall identisch 1.

Gegeben sei eine Kurve γ ' ~x(t). Wir wollen die Länge der Kurve zwischen
zwei Punkten ~x(t0) und ~x(t1) bestimmen. Für zwei infinitesimal benachbarte
Punkte ~x(t+ dt) und ~x(t) auf der Kurve gilt:

∆~s = (~x(t+ ∆t)− ~x(t)) =
d~x

dt
∆t+O(∆t2) , (6.10)

bzw.

d~s =
d~x

dt
dt . (6.11)

Für den Betrag dieses Elements folgt:

ds =
√

d~s · d~s =

√
d~x(t)

dt
· d~x(t)

dt
dt .
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Die Bogenlänge ergibt sich aus der Integration über die Bogenlängenelemente:

L =

∫
γ

ds =

∫ t1

t0

∣∣∣∣d~x(t)

dt

∣∣∣∣ dt . (6.12)

Nun handelt es sich um ein gewöhnliches Integral über das Argument t.

Für die Bogenlängenparametrisierung ist der Betrag des Tangentialvektors
eins und man erkennt, dass die Länge der Kurve genau der Differenz im Kurven-
parameter entspricht. Daher auch die Bezeichnung Bogenlängenparametrisierung.

Beispiel: Eine Funktion f(x) lässt sich auch als Graph (d.h., als Kurve) in der
xy-Ebene darstellen: y = f(x). Wählen wir t = x als den Parameter dieser Kurve,
so können wir in der Parameterdarstellung für diesen Graph auch schreiben:

~x(t) = (t, f(t)) .

Damit folgt für das Bogenlängenelement:

ds =

√(
d~x(t)

dt

)2

dt =

√(
dx1(t)

dt

)
+

(
dx2(t)

dt

)2

dt =
√

1 + f ′(t)2 dt .

Die Länge der Kurve ergibt sich somit zu:

L =

∫ t1

t0

√
1 + f ′(t)2 dt .

Statt des Parameters t können wir natürlich ebensogut x als Parameter schreiben:

L =

∫ x1

x0

√
1 + f ′(x)2 dx .

6.3.2 Kurvenintegration über skalare Felder

Wir betrachten nun ein skalares Feld U(~x) über dem R3 und eine Kurve γ in der
Parameterdarstellung γ(t) = ~x(t). Für die Integration folgt:

I =

∫
γ

Φ(~x) ds =

∫ t1

t0

Φ(~x(t))

∣∣∣∣d~x(t)

dt

∣∣∣∣ dt .
Dieses Integral entspricht wiederum einem gewöhnlichen Integral über den Para-
meter t.
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6.3.3 Berechnung der Arbeit

In der Physik ist die Arbeit, die mit einer Verschiebung eines Körpers verbunden
ist, definiert als das Produkt aus der Kraft F , gegen welche die Verschiebung
erfolgt, und der zurückgelegten Wegstrecke s.

W = F · s .

Dabei spielt nur die Komponente der Kraft in Verschiebungsrichtung eine Rolle.
Ist die Kraft entlang des Weges nicht konstant oder ändert sich die Wegrichtung,
so muss über den Weg integriert werden:

W =

∫
γ

~F · d~s . (6.13)

Ist der Weg γ durch eine allgemeine Kurvenparametrisierung gegeben, so können
wir wieder

d~s =
~x(t)

dt
dt

schreiben und erhalten:

W =

∫ t1

t0

[
~F (~x(t)) · d~x(t)

dt

]
dt . (6.14)

Auch dieses Integral ist nun ein gewöhnliches Integral über eine skalare Funktion
des Kurvenparameters t.

Viele Kräfte lassen sich als so genannte Gradientenfelder schreiben, d.h., es
gibt ein Potenzial U(~x), dessen (negativer) Gradient gleich der Kraft ~F ist. In
diesem Fall erhalten wir für die Arbeit:

W = −
∫ t1

t0

[
~∇U(~x) · d~x(t)

dt

]
dt . (6.15)

Zu integrieren ist also über das Skalarprodukt des Gradienten von U(~x) mit dem
Geschwindigkeitsvektor an die Kurve ~x(t). In Kap. 5.4 hatten wir schon gezeigt,
dass

dU(~x(t))

dt
= ~∇U(~x) · d~x(t)

dt

ist. Wir erhalten für die Arbeit somit:

W = −
∫ t1

t0

dU(~x(t)

dt
dt = U(~x(t0))− U(~x(t1)) . (6.16)
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Ist die Kraft also ein Gradientenfeld, hängt die Arbeit, die bei einer Verschiebung
gegen diese Kraft geleistet werden muss, nur vom Anfangs- und Endpunkt des
Weges ab.

Es gilt aber auch der umgekehrte Sachverhalt: Sei ~F (~x) ein Vektorfeld, für das
jedes Wegintegral unabhängig von der Form des Weges nur vom Anfangs- und
Endpunkt abhängt; dann ist ~F ein Gradientenfeld. Das zugehörige skalare Feld
lässt sich explizit über ein Wegintegral konstruieren:

U(~x) = −
∫ ~x

~x0

~F (~x) · d~x .

U ist bis auf eine Integrationskonstante (die durch die Wahl des Anfangspunktes
des Weges festgelegt werden kann) eindeutig.

Wir hatten bereits bewiesen, dass die Rotation eines Gradientenfeldes ver-
schwindet:

∇×∇Φ = 0 .

In einem einfach zusammenhängenden Raumgebiet lässt sich jedes Vektorfeld,
dessen Rotation verschwindet, als Gradientenfeld schreiben. Diesen Satz werden
wir weiter unten beweisen.

6.4 Flächenintegrale und Stokes’scher Satz

6.4.1 Flächenelement und Flächenintegral im R3

Es soll nun beschrieben werden, wie man ein Skalarfeld bzw. ein Vektorfeld über
eine Fläche F integriert. Die Fläche F sei durch eine Parameterdarstellung defi-
niert: (u, v) 3 U ⊂ R2 → R3. Das Bild dieser Abbildung beschreibt gerade die
Fläche. Der Einfachheit halber sei der Wertebereich U von (u, v) das Quadrat
0 ≤ u, v ≤ 1. Das ist aber keine wesentliche Einschränkung.

Als nächsten Schritt benötigen wir ein Maß auf der Fläche, also das Flächen-
element d~f . Dieses Flächenelement d~f sollte senkrecht auf der Fläche stehen und
der Betrag sollte proportional zum Flächeninhalt sein. Es gilt:

d~f =

(
∂~x(u, v)

∂u
× ∂~x(u, v)

∂v

)
du dv .

Offensichtlich ist

d~xu =
∂~x(u, v)

∂u
du
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die Wegstrecke entlang der Linie ~x(u, v = konst.), die mit der Geschwindigkeit
∂~x(u, v)/∂u für die

”
Zeit“ du durchlaufen wird. Entsprechend ist

d~xv =
∂~x(u, v)

∂v
dv

die Wegstrecke entlang der Linie ~x(u = konst., v), die mit der Geschwindigkeit
∂~x(u, v)/∂v für die

”
Zeit“ dv durchlaufen wird. d~xu und d~xv spannen ein Paral-

lelogramm auf, dessen Fläche durch

|d~f | = |d~xu × d~xv|

gegeben ist. Der Vektor d~f steht senkrecht auf diesem Parallelogramm und zeigt
(bei geeigneter Wahl der Reihenfolge von u und v) nach außen. Im Grenz-
fall du und dv gegen Null nähert sich die Fläche des Parallelogramms immer
mehr dem Flächeninhalt der Fläche an, die zwischen den Punkten ~x(u, v), ~x(u+

du, v), ~x(u, v+ dv), ~x(u+ du, v+ dv) liegt. Daher ist d~f unser gesuchtes Flächen-
element.

Wir definieren nun das Flächenintegral über ein skalares Feld über die Fläche
F als ∫

F

Φ(~x)|d~f | :=

∫ 1

0

∫ 1

0

Φ(~x(u, v))

∣∣∣∣∂~x(u, v)

∂u
× ∂~x(u, v)

∂v

∣∣∣∣ du dv .

Nun handelt es sich um ein gewöhnliches Integral über zwei Variable u und v.

Entsprechend definierten wir den Fluss eines Vektorfeldes ~F durch eine Fläche
F als ∫

F

~F (~x) · d~f :=

∫ 1

0

∫ 1

0

[
~F (~x(u, v)) ·

(
∂~x(u, v)

∂u
× ∂~x(u, v)

∂v

)]
du dv .

Wir projizieren also an jedem Punkt der Fläche den Vektor ~F auf das Flächen-
element d~f und bilden anschließend das Integral über u und v.

6.4.2 Beispiel: Die Kugeloberfläche

Als Beispiel betrachten wir die Oberfläche einer Kugel vom Radius R. Als Para-
metrisierung wählen wir die beiden Winkel θ ∈ [0, π] und ϕ ∈ [0, 2π] der Kugel-
koordinaten. Die Kugeloberfläche wird dann beschrieben durch:

(θ, ϕ) 7→ ~x(θ, ϕ) = R(cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ) .
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Für das Flächenelement an einem Punkt ~x(θ, ϕ) erhalten wir:

∂~x

∂θ
= R(cosϕ cos θ, sinϕ cos θ,− sin θ)

∂~x

∂ϕ
= R(− sinϕ sin θ, cosϕ sin θ, 0)

=⇒
(
∂~x

∂θ
× ∂~x

∂ϕ

)
= R2(cosϕ sin2 θ, sinϕ sin2 θ, sin θ cos θ)

= R2 sin θ ~n mit ~n =
~x

|~x|
.

Am Punkt ~x(θ, ϕ) ist ~n ist ein Einheitsvektor, der radial nach außen zeigt, und
das Flächenelement ist somit:

d~f(θ, ϕ) = R2 sin θ dθ dϕ ~n .

Man beachte, dass der Faktor R2 sin θ gleich der Wurzel der Determinante der
Metrik auf der Kugeloberfläche ist:

R2 sin θ =
√

detgαβ =
√
g11g22 − g2

12 .

Diese Beziehung gilt allgemein bei Flächen- bzw. Volumenintegrationen und wird
später noch bewiesen.

Der Flächeninhalt der Kugeloberfläche ergibt sich damit zu:

A =

∫
γ

|d~f | = R2

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ = 2πR2

∫ +1

−1

d(cos θ) = 4πR2 . (6.17)

6.4.3 Der Stokes’sche Satz

Die Rotation eines Vektorfeldes war durch folgende Vorschrift definiert:

(~∇× ~F )i = εij k∂jF
k ,

bzw.

(~∇× ~F ) '

 ∂2F
3 − ∂3F

2

∂3F
1 − ∂1F

3

∂1F
2 − ∂2F

1

 ,
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mit ∂i = ∂/∂xi. Man bezeichnet die Rotation eines Vektorfeldes auch als seine
Wirbeldichte. Um diese Bezeichnung zu rechtfertigen, wollen wir zunächst den
Stokes’schen Satz beweisen.

Satz von Stokes: Sei ~F ein (stetig differenzierbares) Vektorfeld im R3 und
F eine (differenzierbare) Fläche im R3 mit Rand ∂F, dann gilt:∫

F

(~∇× ~F ) · d~f =

∫
∂F

~F · d~x . (6.18)

Das Flächenintegral über die Rotation eines Vektorfeldes ist also gleich dem In-
tegral des Vektorfeldes über den Rand der Fläche.

Zum Beweis benutzen wir folgende Relation:

(~∇× ~F ) ·
(
∂~x

∂u
× ∂~x

∂v

)
=

∂

∂u

(
~F · ∂~x

∂v

)
− ∂

∂v

(
~F · ∂~x

∂u

)
.

Wir beweisen zunächst diese Relation:

(~∇× ~F ) ·
(
∂~x

∂u
× ∂~x

∂v

)
= εij k(∂jF

k) εilm
∂xl

∂u

∂xm

∂v

= (δjlδkm − δjmδkl)(∂jF
k)
∂xl

∂u

∂xm

∂v

= (∂jF
k)
∂xj

∂u

∂xk
∂v
− (∂jF

k)
∂xk
∂u

∂xj

∂v

=
∂F k

∂u

∂xk
∂v
− ∂F k

∂v

∂xk
∂u

=
∂

∂u

(
F k ∂xk

∂v

)
− ∂

∂v

(
F k ∂xk

∂u

)
.

Beim letzten Schritt heben sich die Terme mit zweifachen Ableitungen von ~x
gerade weg.

Mit diesem Satz und der Definition des Flächenintegrals erhalten wir also∫
F

(~∇× ~F ) · d~f =

∫ 1

0

∫ 1

0

[
∂

∂u

(
~F · ∂~x

∂v

)
− ∂

∂v

(
~F · ∂~x

∂u

)]
du dv

=

∫ 1

0

(
~F · ∂~x

∂v

)∣∣∣∣u=1

u=0

dv −
∫ 1

0

(
~F · ∂~x

∂u

)∣∣∣∣v=1

v=0

du .

Auf der rechten Seite steht nun ein Integral über den Rand des Rechtecks, das
den Wertebereich von (u, v) bildet. Dieses Rechteck wird auf den Rand der Fläche
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(∂F) abgebildet. Daher steht auf der rechten Seite gerade ein Linienintegral über

die Funktion ~F über den Rand der Fläche F. Damit ist der Stokes’sche Satz
bewiesen.

Wir wollen nun die Vorstellung von der Rotation eines Vektorfeldes als eine
Wirbeldichte konkretisieren. Das Integral eines Vektorfeldes um einen geschlosse-
nen Weg γ entspricht der Wirbelstärke dieses Vektorfeldes entlang dieses Weges.
Wir wählen nun diesen Weg in einer Fläche senkrecht zu einem Normalenvektor ~n.
Außerdem sei dieser Weg sehr kurz und umschließe eine Fläche mit Flächeninhalt
df . Dann gilt nach dem Stokes’schen Satz:

(~∇× ~F ) · ~n = lim
df→0

∫
γ
~F · d~x
df

,

d.h. die Rotation, projiziert auf den Einheitsvektor ~n, ist gleich der Wirbelstärke
entlang des Weges γ dividiert durch die Fläche, die von γ umrandet wird, im
Grenzfall verschwindender Fläche – also gleich der Wirbeldichte. Man beachte,
dass es sich hierbei um eine Flächendichte handelt, d.h., das Integral von ~∇× ~F
über eine Fläche ergibt die Wirbelstärke.

6.5 Volumenintegrale und der Satz von Gauß

6.5.1 Volumenelement und Volumenintegration

Während ein Linienelement d~x und ein Flächenelement d~f im R3 gerichtete (vek-
torielle) Größen sind, ist ein Volumenelement im R3 eine (pseudo-) skalare Größe.
Daher betrachten wir auch nur Volumenintegrale über Skalarfelder. Bildet man
das Volumenintegral über ein Vektorfeld, so erhält man einen Vektor, d.h., das
Integral ist für jede Komponente gesondert zu bilden.

Das Volumenelement im R3 ist d3x = dx1 dx2 dx3. Will man jedoch über ein
Volumen V ∈ R3 integrieren, so ist es oft schwierig, die Integrationsgrenzen an
{xi} zu berücksichtigen, da – mit Ausnahme der Integration über einen Quader
– die Integrationsgrenzen von den Integrationsvariablen abhängen.

Daher ist es meist sinnvoll, eine Abbildung R3 → R3 zu finden, die einen
Quader (u1, u2, u3) ∈ [0, a] × [0, b] × [0, c] auf das Volumen V abbildet, wobei
der Rand des Quaders auf den Rand des Volumens – d.h. die Oberfläche ∂V –
abgebildet wird. Der Übergang von den Variablen {xi} zu den neuen Variablen
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{ui} beinhaltet die Jakobi-Determinante:

J =

∣∣∣∣∂(x1, x2, x3)

∂(u1, u2, u3)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂u1

∂x2

∂u1

∂x3

∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

∂u2

∂x3

∂u2

∂x1

∂u3

∂x2

∂u3

∂x3

∂u3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det

(
∂~x

∂u1
,
∂~x

∂u2
,
∂~x

∂u3

)
.

Wir erhalten also:∫
V

Φ(~x) d3x =

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Φ(~x(u1, u2, u3)) J du1 du2 du3 .

Der Vorteil einer solchen Transformation ~x → ~u besteht darin, dass nun die
Integrationsgrenzen unabhängig von den Integrationsparametern sind.

Die Jakobi-Determinante lässt sich auch leicht als das Volumen eines Paral-
lelepipeds deuten, das von den drei infinitesimalen Vektoren

d~xui =
∂~x(u1, u2, u3)

∂ui
dui

aufgespannt wird:

J =
∂~x

∂u1
·
(
∂~x

∂u2
× ∂~x

∂u3

)
.

6.5.2 Beispiel: Die Kugel vom Radius R

Wir betrachten als Beispiel die Integration über das Volumen einer Kugel vom
Radius R. Als Parameter wählen wir den Betrag eines Vektors r ∈ [0, R], sowie
die beiden Winkel θ ∈ [0, π] und ϕ ∈ [0, 2π], die wir schon bei der Beschreibung
der Kugeloberfläche benutzt haben. Wir erhalten somit als Parametrisierung der
Kugel:

(r, θ, ϕ) −→ ~x(r, θ, ϕ) = r(cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ)

mit den angegebenen Bereichsgrenzen. Das neue Volumenelement bzw. die
Jakobi-Determinante J lässt sich leicht berechnen, wenn man berücksichtigt, dass

∂~x

∂r
= ~n = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ)
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ist, und (
∂~x

∂θ
× ∂~x

∂ϕ

)
= r2 sin θ ~n .

Damit folgt
J = ~n · (r2 sin θ)~n = r2 sin θ .

Wir erhalten somit als neues Volumenelement

dV = r2 sin θ dr dθ dϕ .

Für das Volumen folgt daher:

V =

∫
V

dV =

∫ R

0

r2dr

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ =
4π

3
R3 . (6.19)

6.5.3 Der Satz von Gauß – Die Divergenz als Quellendich-
te

Der Gauß’sche Satz besagt, dass das Volumenintegral über die Divergenz eines
Vektorfeldes gleich dem Integral über die Oberfläche ∂V über das Vektorfeld
selber ist: ∫

V

(~∇ · ~F ) d3x =

∫
∂V

~F · d~f .

Der Beweis erfolgt ähnlich, wie der Beweis des Stokes’schen Satzes. Wir gehen von
folgender Identität aus, die hier nicht bewiesen werden soll, aber durch direktes
Nachrechnen leicht überprüfbar ist:

~∇ · ~F (~x(u1, u2, u3))

[
∂~x

∂u1
·
(
∂~x

∂u2
× ∂~x

∂u3

)]
=

∂

∂u1

[
~F ·
(
∂~x

∂u2
× ∂~x

∂u3

)]
+

+
∂

∂u2

[
~F ·
(
∂~x

∂u3
× ∂~x

∂u1

)]
+

∂

∂u3

[
~F ·
(
∂~x

∂u1
× ∂~x

∂u2

)]
.

Nun setzen wir diese Identität in das Volumenintegral über die Divergenz eines
Vektorfeldes ein und erhalten ein Oberflächenintegral, parametrisiert durch den
Rand des Quaders von (u1, u2, u3), über das Vektorfeld.

Mit Hilfe des Gauß’schen Satzes können wir der Divergenz eines Vektorfeldes
auch die Interpretation einer sogenannten Quellendichte geben. Es gilt:

~∇ · ~F = lim
V→0

1

V

∫
V

(~∇ · ~F ) dV = lim
V→0

1

V

∫
∂V

~F · d~f .
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Das Integral über die geschlossene Oberfläche eines Volumens über ein Vektorfeld
ergibt aber gerade den Gesamtfluss dieses Vektorfeldes durch diese Oberfläche,
also die

”
Gesamtzahl der Quellen“ des Vektorfeldes innerhalb des Volumens. Die

Divergenz ist daher die Quellendichte. In diesem Fall handelt es sich um eine
Volumendichte.

6.6 Die Kontinuitätsgleichung

Die angegebenen Integralsätze ermöglichen oft den Übergang zwischen einer lo-
kalen Aussage, die an jedem Raumpunkt erfüllt sein muss, und einer globalen
Aussage, die für beliebige Volumina oder Flächen erfüllt sein muss. Als Beispiel
betrachten wir die Kontinuitätsgleichung für elektrische Ladungen.

ρ(~x, t) beschreibe eine elektrische Ladungsdichte bzw. eine Ladungsverteilung
zum Zeitpunkt t. D.h.

QV(t) =

∫
V

ρ(~x, t) d3x

ist die Gesamtladung in einem Volumen V zum Zeitpunkt t. Wir fragen uns nun
nach der Ladungsänderung in diesem Volumen, d.h.

d

dt
QV(t) =

∫
V

ρ̇(~x, t) d3x .

Es ist jedoch kein Prozess in der Natur bekannt, der die Gesamtladung eines
abgeschlossenen Systems verändert, d.h., Ladung ist eine Erhaltungsgröße. Die
Ladungsänderung in einem Volumen muss mit einem Ladungsfluss durch die
Oberfläche des Volumens verbunden sein. Ladungsfluss drücken wir durch die
Stromdichte ~j(~x) aus. Die Stromdichte zu einer Ladungsverteilung ρ(~x), die sich
am Punkte ~x mit der Geschwindigkeit ~v(~x) bewegt, ist

~j(~x) = ~v(~x)ρ(~x) .

Der Fluss an Ladung durch eine geschlossene Oberfläche ∂V pro Zeiteinheit ist:

d

dt
QV(t) = −

∫
∂V

~j(~x) · d~f .

Das negative Vorzeichen gibt an, dass Q̇ die Änderung der Ladungsmenge in V ist.
Fließt beispielsweise Ladung aus V ab, so ist Q̇ negaviv. Der Strom ist nach Außen
gerichtet, d.h., das Integral über die Stromdichte gibt die nach außen abfließende
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Ladungsmenge an, die gleich dem negativen der Ladungsänderung im Inneren ist.
Wir erhalten also die Aussage:∫

V

ρ̇(~x, t) d3x = −
∫
∂V

~j(~x) · d~f .

Das Volumenintegral über die zeitliche Änderung von ρ ist gleich dem Ober-
flächenintegral über den Strom. Diese Aussage gilt für jedes Volumen V. Nach
dem Gauß’schen Satz gilt aber auch∫

V

ρ̇(~x, t) d3x = −
∫

V

(~∇ ·~j(~x)) d3x .

Da auch diese Aussage für jedes Volumen V gilt, können wir V beliebig um einen
Punkt konzentrieren und gelangen so zu er lokalen Aussage:

ρ̇(~x, t) = − ~∇ ·~j(~x) .

Die Gleichung bezeichnet man als Kontinuitätsgleichung. Abgeleitet haben wir sie
aus einer Art Bilanzgleichung (für die Ladung) in einem beliebigen Volumen V.
Ganz ähnliche Bilanzgleichungen (in diesem Fall für den Impuls und die Energie)
nutzt man in der Hydrodynamik zur Herleitung der Bernoulli-Gleichung bzw. der
Navier-Stokes-Gleichung.

6.7 Jacobi-Determinaten und Metrik

Zum Abschluss soll noch eine Identität bewiesen werden, die in den vergangenen
Abschnitten mehrfach an Spezialfällen aufgetreten ist, die aber allgemein gilt.
Wir betrachten ein kartesisches Koordinatensystem im Rn (die Komponenten
von Punkten sind {xi}) und wir wechseln zu einem krummlinigen Koordinaten-
system (mit Komponenten {ui}). Dann mssen wir in einem Volumenintegral die
Jacobi-Determinante dieser Variablentransformation berücksichtigen. Die Tan-
gentialvektoren in einem Punkt p sind:

~f(p)j =
∂~x({u})
∂uj

.

Diese Tangentialvektoren spannen (sofern keine Koordinatensingularität vorliegt)
ein n-dimensionales Volumen auf und es gilt:

dx1 dx2 · · · dxn = Vol

(
∂~x

∂u1
,
∂~x

∂u2
, . . . ,

∂~x

∂un

)
du1 du2 · · · dun .
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Das Volumen ist aber gerade die Determinante der Matrix zu den n-
Tangentialvektoren:

Vol

(
∂~x

∂u1
,
∂~x

∂u2
, . . . ,

∂~x

∂un

)
= det J

mit

J =

(
∂~x

∂u1
,
∂~x

∂u2
, . . . ,

∂~x

∂un

)
.

Die Matrixelemente der Matrix J sind:

J ij =
∂xi

∂uj
.

Die Matrixelemente der transponierten Matrix sind:

(JT )ji =
∂xj
∂ui

.

Wir bilden nun das Produkt der Matrizen JT und J :

(JT · J)ij =
∑
k

(JT )ikJ
k
j =

∑
k

∂xk
∂ui

∂xk

∂uj
= ~f(p)i · ~f(p)j = g(p)ij .

Das Produkt der Jacobi-Matrix J mit ihrer Transponierten ist somit gleich der
Metrik im Tangentialraum am Punkt p.

Die Determinante einer Matrix ist gleich der Determinante ihrer Transponier-
ten und die Determinante des Produkts zweier Matrizen ist gleich dem Produkt
der Determinanten. Damit folgt:

(det J)2 = det g oder det J =
√

det g .

Das Volumenelement für krummlinige Koordinaten ist also gleich der Wurzel aus
der Determinante der Metrik.
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Kapitel 7

Bewegungsgleichungen,
Symmetrien und
Erhaltungsgrößen

In diesem Kapitel werden wir uns konkret mit einigen wichtigen Bewegungs-
gleichungen der Physik beschäftigen und dabei allgemeine Methoden zu ihrer
Aufstellung und Lösung behandeln. Werden physikalische Größen mit Indizes
geschrieben, so deutet die Stellung der Indizes an, ob es sich um Vektoren oder
duale Vektoren handelt, ohne dass in allen Fällen eine Begründung dafür geliefert
wird. Vielfach wird die Begründung erst aus dem Formalismus der theoretischen
Mechanik deutlich.

7.1 Die Newton’schen Gesetze

In seiner Philosophiae naturalis principia mathematica (Mathematische Grundla-
gen der Naturphilosophie), kurz

”
Principia“, formulierte Newton im Jahre 1686

drei Grundgesetze der Physik, die auch heute noch gelehrt und (teilweise) ihre
Gültigkeit haben. In dieser Principia bringt Newton unter anderem seine Vorstel-
lungen von Raum und Zeit zum Ausdruck, und da diese Vorstellungen das Bild
der Physik zum Teil bis auf den heutigen Tag prägen, handelt es sich nach wie
vor um ein lesenswertes Werk.

1. Newton’sches Gesetz:
Jeder Körper verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der gleichförmig-
geradlinigen Bewegung, sofern er nicht durch eingedrückte Kräfte zur Änderung
seines Zustands gezwungen wird.

113
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Dieses Gesetz bezeichnet man manchmal als das Trägheitsgesetz. Es behält
auch in der speziellen Relativitätstheorie seine Gültigkeit, und selbst in der all-
gemeinen Relativitätstheorie gilt es noch, sofern der Begriff der

”
gleichförmig-

geradlinigen“ Bewegung geeignet verallgemeinert wird.

2. Newton’sches Gesetz:
Die Bewegungsänderung ist der eingedrückten Bewegungskraft proportional und
geschieht in der Richtung der geraden Linie, in der jene Kraft eingedrückt wird.

Dieses Gesetz wird heute häufig in der Form

~F = m · ~a (7.1)

formuliert. Durch die vektorielle Form wird deutlich, dass die Beschleunigung in
dieselbe Richtung zeigt wie die Kraft, wie es in obigem Gesetz zum Ausdruck
kommt. In dieser Form gilt das Gesetz nicht mehr in der speziellen Relativitäts-
theorie. Allerdings verstand Newton unter der

”
Bewegung“ nicht einfach die Ge-

schwindigkeit eines Körpers, sondern eher seinen Impuls (~p = m~v). Damit würde
man das 2. Newton’sche Gesetz in folgender Form schreiben:

~F =
d~p

dt
. (7.2)

Die Bewegungsänderung (Änderung des Impulses) ist direkt proportional zur
Kraft. In dieser Form bleibt das Gesetz auch in der Relativitätstheorie gültig.

Während das zweite Newton’sche Gesetz nur die Proportionalität von Kraft
und Bewegungsänderung fordert, werden diese beiden Größen in Gl. 7.2 sogar
gleich gesetzt. Tatsächlich ist Newtons Formulierung hier genauer, denn physika-
lisch verifizieren lässt sich nur die Proportionalität der Größen auf beiden Seiten
der Gleichung. Ihre Gleichsetzung ist eine Konvention, die wir durch die geeignete
Wahl physikalischer Einheiten erzwungen haben und die nicht Teil des Naturge-
setzes ist.

3. Newton’sches Gesetz:
Der Einwirkung ist die Rückwirkung immer entgegengesetzt und gleich, oder: die
Einwirkungen zweier Körper aufeinander sind immer gleich und wenden sich je-
weils in die Gegenrichtung.

In Kurzform sagt man heute meist: Kraft gleich Gegenkraft:

~F12 = −~F21 . (7.3)

Auch dieses Gesetz bleibt in der Relativitätstheorie gültig, allerdings ist es nicht
vollkommen unabhängig vom 2. Newton’schen Gesetz, da es zur operationalen
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Definition der trägen Masse m notwendig ist. Auf diese Feinheiten soll hier aber
nicht näher eingegangen werden. (Eine lesenswerte Behandlung dieses Problems
findet man beispielsweise in dem klassischen Werk

”
Die Mechanik in ihrer Ent-

wicklung“ von Ernst Mach, ursprünglich aus dem Jahre 1883, das aber immer
wieder in Neuauflagen erschienen ist.)

Abschließend noch eine Bemerkung zur trägen Masse m im zweiten New-
ton’schen Gesetz: In diesem Gesetz bringt m eine Körpereigenschaft zum Aus-
druck, die ein Maß für die Trägheit des Körpers ist (daher auch träge Masse),
also für die

”
Kraft“, mit der sich der Körper einer von außen einwirkenden Kraft

”
widersetzt“.

Von dieser trägen Masse muss man konzeptionell die so genannte schwere
Masse unterscheiden. Sie tritt im Gravitationsgesetz auf:

F = G
m1m2

|~x1 − ~x2|2
.

(Die Richtungsabhängigkeit dieser Kraft soll hier nicht interessieren.) m1 bzw.
m2 bezeichnen die Eigenschaften von Körpern, über die sie gegenseitig eine Kraft
aufüben, ähnlich wie die elektrischen Ladungen im Coulomb-Gesetz. Daher be-
zeichnet man manchmal die schwere Masse auch als die

”
Ladung der Gravitation“.

Konzeptionell könnten die schwere und die träge Masse vollkommen verschiedene
Größen sein (ähnlich wie die Ladung und die träge Masse in der Elektrodyna-
mik). Die experimentelle Tatsache, dass träge und schwere Masse proportional
sind (und daher gleichgesetzt werden dürfen), bezeichnet man als das Äquiva-
lenzprinzip. Es bildet die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie.

7.2 Die Newton’schen Bewegungsgleichungen

Im Folgenden verwenden wir das zweite Newton’sche Gesetz, ausgedrückt durch
Gl. 7.1, als Gesetz zur Bestimmung der Bahnkurve von Körpern. Da wir uns
vorläufig nur mit Körpern beschäftigen, deren Ausdehnung vernachlässigt und
auf die Bahnkurve keinen nennenswerten Einfluss hat, sprechen wir auch oft von
Teilchen oder Punktteilchen. Die Kraft ~F soll dabei einer von außen auf das
Teilchen einwirkenden Kraft entsprechen.

Die Parameterdarstellung der (zu bestimmenden) Bahnkurve des Teilchens sei
~x(t), wobei wir als Parameter der Kurve die Zeit t wählen. Die Geschwindigkeit
des Teilchens ist dann durch ~v(t) = ~̇x(t) gegeben. Damit Gl. 7.1 sinnvoll ange-
wandt werden kann, müssen wir die Kraft, die zu einem beliebigen Zeitpunkt t auf
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das Teilchen wirkt, kennen. Ganz allgemein kann diese Kraft nicht nur vom Ort
abhängen, sondern auch von der Geschwindigkeit des Teilchens (beispielsweise
bei der Berücksichtigung von Widerstandskräften oder bei der Bewegung gelade-
ner Teilchen in einem Magnetfeld) und sogar explizit von der Zeit (z.B. bei der
Bewegung geladener Teilchen in zeitabhängigen elektromagnetischen Feldern):

~F = ~F (~x(t), ~v(t), t) .

Es hat den Anschein, als ob die Kenntnis der Kraft schon die Kenntnis der Bahn-
kurve voraussetzt, die allerdings erst aus der Bewegungsgleichung bestimmt wer-
den soll. In den meisten Fällen ist die Kraft jedoch an den möglichen Orten des
Teilchens (beispielsweise im gesamten R3) und für alle möglichen Geschwindig-
keiten bekannt:

~F = ~F (~x,~v, t) .

Gleichung 7.1 ist nun eine Bedingung an die Bahnkurve ~x(t), die zu jedem Zeit-
punkt erfüllt sein muss:

~F (~x(t), ~v(t), t) = m~̈x(t) . (7.4)

In dieser Gleichung werden zu jedem Zeitpunkt der Ort der Bahnkurve sowie die
erste Ableitung nach der Zeit (die Geschwindigkeit) und die zweite Ableitung
nach der Zeit (die Beschleunigung) in Beziehung gesetzt. Eine solche Gleichung
bezeichnet man als gewöhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung. (

”
Gewöhnlich“,

weil nur nach einem Parameter — der Zeit t — abgeleitet wird und nur eine Funk-
tion dieses Parameters gesucht ist,

”
2. Ordnung“, weil die höchste auftretende

Ableitung die zweite Ableitung nach der Zeit ist.)

Gleichung 7.4 ist eine vektorielle Gleichung, d.h., es handelt sich eigent-
lich um drei Gleichungen (für jede Komponente eine). Das bedeutet jedoch
nicht, dass jede dieser drei Gleichungen nur von jeweils einer Komponente
der Bahnkurve abhängen kann. Beispielsweise könnte die Kraft vom Abstand
r =

√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 des Teilchens vom Kraftzentrum abhängen. In die-

sem Fall spricht man von einem gekoppelten System von Differentialgleichungen:

F1(x1(t), x2(t), x3(t), ẋ1(t), ẋ2(t), ẋ3(t), t) = mẍ1(t)

F2(x1(t), x2(t), x3(t), ẋ1(t), ẋ2(t), ẋ3(t), t) = mẍ2(t)

F3(x1(t), x2(t), x3(t), ẋ1(t), ẋ2(t), ẋ3(t), t) = mẍ3(t) .

Solche Gleichungen lassen sich im Allgemeinen nicht in geschlossener Form lösen.
Glücklicherweise sind viele Bewegungsgleichungen in der Physik nicht von dieser
allgemeinen Form und lassen geschlossene Lösungen zu.
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Hat man es nicht mit einem sondern mit mehreren Teilchen zu tun, so ver-
allgemeinert sich die Anzahl der Komponenten entsprechend, die grundsätzliche
Struktur der Gleichung bleibt jedoch gleich:

m
d2~xi(t)

dt2
= ~Fi(~x1(t), . . . , ~xN(t), ~̇x1(t), . . . , ~̇xN(t); t)

Der Index i = 1, . . . , N bezieht sich nun auf eine Nummerierung der Teichen. Die
Kraft auf ein Teilchen kann allgemein eine Funktion der Orte und Geschwindig-
keiten aller Teilchen sein.

7.2.1 Anfangsbedingungen

Eine Differentialgleichung wie Gl. 7.4 legt die Lösung im Allgemeinen nicht ein-
deutig fest. Es handelt sich lediglich um eine Bedingung, die zwischen der Bahn-
kurve ~x(t) und ihren ersten und zweiten Ableitungen zu jedem Zeitpunkt erfüllt
sein muss. Für eine eindeutige Lösung müssen zusätzliche Bedingungen festgelegt
werden. In den meisten Fällen handelt es sich dabei um so genannte Anfangs-
bedingungen. Im konkreten Fall bedeutet dies, dass man den Ort ~x(t0) und die
Geschwindigkeit ~̇x(t0) zu einem Zeitpunkt t0 (nahezu) beliebig vorgeben kann
und nun zu einer eindeutigen Lösung der Differentialgleichung gelangt.

Das folgende Argument soll plausibel machen, weshalb die Vorgabe des Orts
und der Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt t = 0 die Lösung einer gewöhnlichen
Differentialgleichung 2. Ordnung eindeutig festlegt. Gegeben sei eine Differenti-
algleichung der Form

f(ẍ(t), ẋ(t), x(t)) = 0 . (7.5)

(Der Einfachheit halber betrachten wir nur eine Komponente. Die Verallgemeine-
rung auf mehrere Komponenten stellt keine wesentliche Schwierigkeit dar.) Will
man eine solche Gleichung nummerisch lösen, also beispielsweise auf einem Com-
puter, so ersetzt man die erste und zweite Ableitung durch den ersten und zweiten
Differenzenquotienten:

ẋ(t)→ x(t+ ∆t)− x(t)

∆t
und ẍ(t)→ x(t+ 2∆t)− 2x(t+ ∆t) + x(t)

∆t2
.

Damit wird aus Gl. 7.5:

f̃(x(t+ 2∆t), x(t+ ∆t), x(t)) = 0 .

(Die Funktion f̃ hängt noch explizit von ∆t ab, was für die nummerische Behand-
lung zwar wichtig ist, im Folgenden jedoch nicht weiter berücksichtigt wird.)
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Wenn man von singulären Fällen absieht, lässt sich diese Gleichung nach x(t+
2∆t) auflösen:

x(t+ 2∆t) = f̂(x(t+ ∆t), x(t)) .

Nun handelt es sich um eine iterative Gleichung: Sind zu irgendeinem Zeitpunkt
t0 (beispielsweise t0 = 0) die beiden Werte x(t0) und x(t0 + ∆t) bekannt, so lässt
sich x(t0 + 2∆t) berechnen. Damit wiederum können wir x(t0 + 3∆t) bestim-
men etc. Iterativ berechnen wir somit die Folge von Werten x(t0 + 2∆t), x(t0 +
3∆t), . . . , x(t0 + n∆t). Diese Folge liegt eindeutig fest, sofern die beiden ersten
Werte (x(t0), x(t0 + ∆t)) vorgegeben sind. Für kleine Werte von ∆t wird man
erwarten, dass die Folge von Punkten x(t0 + n∆t) die Lösung der kontinuierli-
chen Kurve x(t) gut nähert. Im konkreten Fall ist nummerisch zu überprüfen, ob
Änderungen in ∆t die Form der Lösung noch wesentlich beeinflusst.

In der iterativen Form der Gleichung wird deutlich, dass die Vorgabe von
zwei Anfangswerten (x(t0) und x(t0 +∆t)) die weiteren Punkte eindeutig festlegt.
Statt x(t0) und x(t0 + ∆t) kann man äquivalent auch x(t0) und v(t0) = (x(t0 +
∆t) − x(t0))/∆t vorgeben. Die Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung
2. Ordnung ist also durch die Angabe des Orts und der Geschwindigkeit zu einem
bestimmten Zeitpunkt festgelegt.

7.2.2 Randbedingungen

Schwieriger wird die Situation, wenn man andere Bedingungen an die Lösung
vorgibt, z.B. Randbedingungen. In diesem Fall werden zwei Werte der Kurve zu
verschiedenen Zeitpunkten, beispielsweise x(t0) und x(t1), vorgegeben. In solchen
Fällen ist es schwieriger zu beweisen, ob eine Lösung existiert bzw. ob diese
Lösung eindeutig festgelegt ist.

Wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, hat die allgemeine Lösung der
Differentialgleichung des harmonischen Oszillators

ẍ(t) = −ω2x(t)

die Form

x(t) = a cosωt+ b sinωt .

a und b können frei gewählt, beispielsweise durch die Anfangsbedingungen x(0)
und v(0) ausgedrückt werden. T = 2π/ω bezeichnet man als die Periode des
harmonischen Oszillators.
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Gibt man nun als Randbedingungen x(0) und x(T ) vor mit x(0) 6= x(T ), so
besitzt die Gleichung überhaupt keine Lösungen. Jede Lösung der Differentialglei-
chung des harmonischen Oszillators hat nämlich die Eigenschaft, nach einer vollen
Periode wieder an demselben Ort zu sein. Wählt man hingegen x(0) = x(T ), so
liegt die Lösung nicht eindeutig fest, sondern es gibt immer noch eine einparamet-
rige Schar von Lösungen. Man erkennt an diesem Beispiel, dass die Vorgabe von
Randbedingungen (im Gegensatz zu der Vorgabe von Anfangsbedingungen) an
die Lösungen der Newton’schen Bewegungsgleichungen problematisch sein kann.

7.2.3 Zustandsraum bzw. Phasenraum

Nach dem bisher Gesagten liegt die Lösungskurve der Newton’schen Bewegungs-
gleichungen für ein Teilchen fest, wenn der Ort und die Geschwindigkeit zu einem
beliebigen Zeitpunkt bekannt sind. Daher sagt man auch, der Zustand eines Teil-
chens ist in der Newton’schen Mechanik durch Ort und Geschwindigkeit gegeben.
Der Zustandsraum eines einzelnen Teilchens ist somit ein 6-dimensionaler Raum
(drei Orts- und drei Geschwindigkeitskomponenten).

Für mehrere Teilchen ist der Zustandsraum entsprechend der Produktraum
der Zustandsräume für die einzelnen Teilchen. Ein System aus N Teilchen hat
einen 6N -dimensionalen Zustandsraum. Der Zustand der Teilchen wird durch
einen Punkt in diesem Zustandsraum festgelegt. Statt derN Bahnkurven in einem
R3 kann man auch die einzelne Bahnkurve im R6N betrachten. Da diese Kurve
im Zustandsraum bereits durch die Angabe des Zustands zu einem bestimmten
Zeitpunkt festliegt, lässt sich diese Kurve sogar durch eine Differentialgleichung
1. Ordnung in den Zustandsvariablen beschreiben.

Dieser letzte Punkt wird verständlich wenn man bedenkt, dass sich jede Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung

ẍ(t) = f(x(t), ẋ(t))

auch als gekoppeltes System von Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben
lässt:

v̇(t) = f(x(t), v(t)) und ẋ(t) = v(t) .

Statt von Zustandsraum spricht man in der Mechanik auch oft von Phasen-
raum. Streng genommen besteht jedoch ein Unterschied: Der Zustandsraum ist
der Raum der möglichen Anfangsbedingungen, durch die eine Lösungskurve ein-
deutig festgelegt ist. Der Phasenraum hat jedoch eine zusätzliche Struktur, die
aus der speziellen Form der Newton’schen Gleichungen folgt. Besonders deutlich
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wird diese Struktur, wenn man nicht den Ort und die Geschwindigkeit, sondern
den Ort und den Impuls zur Beschreibung des Zustands eines Teilchens wählt.
Diese Unterschiede werden im Rahmen der theoretischen Mechanik deutlicher.

7.2.4 Beispiel: Die freie Bewegungsgleichung

Wenn keine äußere Kraft vorhanden ist, lautet die Newton’sche Bewegungsglei-
chung

m
d2~x(t)

dt2
= 0 .

Die Masse fällt heraus und in Komponentenschreibweise gilt:

ẍi(t) = 0 . (7.6)

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung lautet:

xi(t) = ait+ bi (7.7)

für beliebige Konstanten ai und bi. Für die drei Komponenten erhalten wir also
insgesamt sechs freie Konstanten, sodass die Lösungen (Gl. 7.7) die Differential-
gleichung (7.6) erfüllen. Die Bedeutung der Konstanten ist leicht geklärt:

xi(0) = bi und vi(0) = ẋi(0) = ai .

bi sind also die drei Komponenten des Orts des Teilchens zum Zeitpunkt t =
0, und ai sind die drei Komponenten der Geschwindigkeit des Teilchens zum
Zeitpunkt t = 0. Als Lösung erhalten wir somit:

~x(t) = ~v(0) t+ ~x(0) . (7.8)

7.2.5 Beispiel: Der schiefe Wurf

Die Bewegung des schiefen Wurfs betrachten wir in der (x, y)-Ebene, wobei sich
y auf die Höhe des Teilchens über dem Erdboden und x auf eine horizontale
Komponente bezieht. Die Kraft auf das Teilchen ist die Gravitationskraft. Sie
wirkt nur entlang der y-Richtung (sie ist zum Erdmittelpunkt gerichtet, also
F x = 0) und außerdem nehmen wir sie in Erdnähe als konstant an, d.h., sie
hängt nicht von der y-Koordinate ab und ist durch F y = mg gegeben, wobei g
die Erdbeschleunigung g = 9,81 m/s2 ist. Die Bewegungsgleichung wird zu:

mẍ(t) = 0 und mÿ(t) = −mg . (7.9)
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(Das Minuszeichen besagt, dass die Kraft zu kleineren Werten von y gerichtet ist.)
Die beiden Gleichungen sind immer noch entkoppelt (die Komponenten mischen
nicht). Die erste Gleichung haben wir im vorherigen Abschnitt schon gelöst:

x(t) = vx(0)t+ x(0) .

Die zweite Gleichung in (7.9) können wir zunächst durch m dividieren und
erkennen, dass die Bewegung unabhängig von der Masse ist. Man beachte jedoch,
dass dies eine unmittelbare Folgerung des Äquivalenzprinzips ist: Auf der linken
Seite der Gleichung steht die träge Masse, auf der rechten Seite die schwere Masse.
Gälte das Äquivalenzprinzip nicht, hinge die Bewegung von dem Verhältnis von
schwerer zu träger Masse ab.

Die Gleichung

ÿ(t) = −g

hat die allgemeine Lösung:

y(t) = −1

2
gt2 + vy(0)t+ y(0) , (7.10)

wobei sich wieder leicht zeigen lässt, dass y(0) die y-Komponente des Orts des
Teilchens zum Zeitpunkt t = 0 und vy(0) die y-Komponente seiner Geschwindig-
keit zum Zeitpunkt t = 0 sind.

Die allgemeinste Lösung von Gl. 7.9 lautet somit:

~x(t) ' (x(t), y(t)) =

(
vx(0)t+ x(0) , −1

2
gt2 + vy(0)t+ y(0)

)
,

bzw.

~x(t) = −1

2
gt2~ex + ~v(0)t+ ~x(0) .

Die Bewegung entlang der x- und y-Richtung sind entkoppelt. Entlang der x-
Achse handelt es sich um eine gleichförmig-geradlinige Bewegung, entlang der
y-Achse um eine Parabel. Ist vy(0) positiv, hat diese Parabel einen Scheitelpunkt
mit verschwindender Geschwindigkeit.

Eine sehr wichtige Klasse von Differentialgleichungen, die Gleichungen von
harmonischen Oszillatoren, werden wir im nächsten Kapitel behandeln.
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7.3 Symmetrien und Erhaltungsgrößen

Symmetrien und Erhaltungsgrößen spielen in der Physik eine wesentliche Rolle.
Durch sie wird die Lösung vieler Bewegungsgleichungen überhaupt erst möglich.
Dabei gibt es einen sehr engen Zusammenhang zwischen den Symmetrien eines
physikalischen Systems und seinen Erhaltungsgrößen. Dieser Zusammenhang wird
in der Theoretischen Mechanik unter dem Stichwort

”
Noether’sches Theorem“

genauer behandelt. Hier können wir diese Beziehung nur an einfachen Beispielen
andeuten.

7.4 Erhaltungsgrößen

Eine Erhaltungsgröße T (~x,~v) ist eine Funktion auf dem Zustandsraum. Ausge-
wertet auf einer Bahnkurve ~x(t) ist die Erhaltungsgröße T (~x(t), ~v(t)) (aufgefasst
als Funktion von t) konstant. Einmal vorgegeben durch die Anfangsbedingungen
ändert sie ihren Wert im Verlauf der Zeit nicht — sie bleibt erhalten. Beispie-
le für Erhaltungsgrößen sind die Energieerhaltung, die Drehimpulserhaltung, die
Ladungserhaltung und — je nach System — viele weitere Größen. Dabei ist wich-
tig zu bemerken, dass eine Erhaltungsgröße T (~x(t), ~v(t)) nicht für jede beliebige
Kurve im Zustandsraum konstant ist (das wäre eine triviale Funktion), sondern
nur für solche Bahnkurven, die den Bewegungsgleichungen genügen. Umgekehrt
bedeutet dies, dass die Bahnkurve auf den Äquipotentialflächen der Erhaltungs-
größen verläuft. Jede Erhaltungsgröße schränkt die Form der Bewegung ein und
erleichtert somit die Lösung des Problems.

7.4.1 Die Energieerhaltung

Im Folgenden nehmen wir eine wesentliche Einschränkung an die Form der Kraft
vor, die aber in der Physik sehr häufig erfüllt ist. Wir nehmen an, die Kraft ~F
lässt sich als Gradient einer skalaren Funktion U(~x) schreiben:

~F (~x) = −~∇U(~x) . (7.11)

Kräfte, die dieser Bedingung genügen, bezeichnet man als konservative Kräfte.
Als Bewegungsgleichung erhalten wir in diesem Fall:

m
d2~x(t)

dt2
= −~∇U(~x(t)) , (7.12)
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bzw.
m~̇v(t) = −~∇U(~x(t)) . (7.13)

Als erstes Beispiel für eine Erhaltungsgröße betrachten wir die Energie. Wir
bilden auf beiden Seiten von Gl. 7.13 das Skalarprodukt mit ~v(t):

m~̇v(t) · ~v(t) = −~∇U(~x(t)) · ~v(t) . (7.14)

Auf der linken Seite dieser Gleichung steht die Ableitung von (~v(t))2 nach der
Zeit:

d

dt

(
1

2
m(~v(t))2

)
= m~v(t) · ~̇v(t) .

Auf der rechten Seite von Gl. 7.14 erkennen wir durch Vergleich mit Gl. 5.20 in
Kapitel 5.4 ebenfalls eine Zeitableitung:

d

dt
U(~x(t)) = ~∇U(~x) · ~̇x(t) .

Wir können Gl. 7.14 daher in folgender Form schreiben:

d

dt

(
1

2
m(~v(t))2 + U(~x(t))

)
= 0 .

Da die Zeitableitung verschwindet, ist die Größe in Klammern zeitlich konstant:

E =
1

2
m(~v(t))2 + U(~x(t)) = konst. (7.15)

Diese Größe bezeichnet man als die Energie. Der erste Term entspricht der ki-
netischen Energie, der zweite Term der potenziellen Energie. Eine wesentliche
Eigenschaft, die bei der Herleitung dieser Gleichung einging, war die explizite
Zeitunabhängigkeit der Funktion U(~x(t)). Anderenfalls wäre bei der Zeitablei-
tung von U noch ein zusätzlicher Term aufgetreten. Die Energieerhaltung ist
unter anderem eine Folge der Tatsache, dass die fundamentalen physikalischen
Gesetze nicht explizit zeitabhängig sind, dass ein Experiment heute also diesel-
ben Ergebnisse liefert wie das gleiche Experiment vor zwei Wochen.

7.4.2 Die Drehimpulserhaltung

Wir machen nun zusätzlich die Annahme, dass das Potenzial U(~x(t)) nur eine
Funktion von r(t) = |~x(t)| ist. Das Potenzial zeigt also keine explizite Richtungs-
abhängigkeit. Die damit verbundene Symmetrie bezeichnet man als Rotations-
symmetrie.
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In diesem Fall gilt für den Gradienten des Potenzials:

~∇U(r(t)) = U ′(r(t)) ~∇|~x(t)| = U ′(r(t))
~x(t)

|~x(t)|
.

Der Gradient von U zeigt also in radialer Richtung. Das Kreuzprodukt von ~∇U
mit ~x verschwindet daher:

~∇U(|~x(t)|)× ~x(t) =
U ′(r(t))

r(t)

(
~x(t)× ~x(t)

)
= 0 .

Bilden wir nun auf beiden Seiten von Gleichng 7.13 das Kreuzprodukt mit ~x(t),
so erhalten wir auf der rechten Seite null, die linke Seite muss also verschwinden:

m~a(t)× ~x(t) = 0 . (7.16)

Wir zeigen nun, dass sich der Ausdruck auf der linken Seite als totale Zeitableitung
schreiben lässt. Es gilt:

d

dt

(
~̇x(t)× ~x(t)

)
= ~̈x(t)× ~x(t) + ~̇x(t)× ~̇x(t) .

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet, da das Kreuzprodukt von
einem Vektor mit sich selber verschwindet. Der erste Term auf der rechten Sei-
te entspricht aber der linken Seite von Gl. 7.16. Wir finden daher aus unserer
Bewegungsgleichung eine neue Erhaltungsgröße:

d

dt
~L = 0 mit ~L = m~x(t)× ~v(t) = ~x(t)× ~p(t) .

Die Größe ~L bezeichnet man als Drehimpuls. Nach den Überlegungen aus Kapitel
3.4 handelt es sich beim Drehimpuls um einen Pseudovektor. Die Drehimpulser-
haltung ist eine Folgerung aus der Rotationsinvarianz der Bewegungsgleichung.

Streng genommen haben wir weniger benutzt, als die Rotationsinvarianz: Wir
können die Drehimpuserhaltung direkt aus der Newton’schen Gleichung (mit

Kraft ~F (x, v, t)) ableiten, sofern diese Kraft in radialer Richtung zeigt, also von
der Form

~F (~x,~v, t) = f(~x,~v, t) · ~x
|~x|

(7.17)

ist, wobei f eine skalare Funktion von ~x, ~v und t ist. In diesem Fall verschwin-
det das Kreuzprodukt von ~F mit ~x. Für rotationsinvariante Systeme zeigt die
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Kraft immer in radialer Richtung. Die Kraft kann sogar explizit zeitabhängig
sein. Allerdings handelt es sich in den seltensten Fällen um konservative Kräfte.
Beispielsweise sieht man sofort, dass für eine winkelabhängige Funktion f(r, θ, ϕ)
das Integral für die Arbeit entlang geschlossener Wege nicht verschwinden muss:
Das Integral für Wege auf einer Kugelfläche verschwindet, da ~F ⊥ d~s, anderer-
seits könnte man bei winkelabhängigem f zwei Kugelschalen bei unterschiedlichen
Winkeln (und daher unterschiedlichen Kräften) verbinden und erhält verschiede-
ne Anteile zur Arbeit.

Die Bahnkurve eines Teilchens, für das der Drehimpuls eine Erhaltungsgröße
ist, verläuft in einer Ebene. Die Konstanz des Drehimpulses bedeutet nämlich
insbesondere auch die Unveränderlichkeit seiner Richtung. Das bedeutet aber,
dass ~x(t) und ~v(t) immer senkrecht zu dieser unveränderten Richtung stehen und
daher die Bewegung des Teilchens auf diese Ebene beschränkt ist.

7.4.3 Symmetrien

Wir haben zwar bisher oft von der
”
Symmetrie“ bzw.

”
Invarianz“ eines Systems

gesprochen, aber es wurde noch nicht genau definiert, was eine Symmetrie bzw.
Invarianz ist.

Definition: Eine Symmetrie ist ein Gruppe G, die auf dem Raum der Lösungen
X einer Gleichung wirkt (d.h., es gibt eine Darstellung der Gruppe G auf dem
Raum der Lösungen X, bzw. es gibt eine Abbildung G×X → X mit (g, x)→ xg).

Oftmals wirkt die Gruppe G auf einen größeren Raum, von dem die Lösungen
einer Gleichung nur eine Untermenge sind. Dann soll gelten: Ist x eine Lösung
einer Gleichung, dann ist für jedes g ∈ G auch xg eine Lösung der Gleichung.

Betrachten wir als Beispiel die Newton’schen Bewegungsgleichungen. Die mei-
sten Transformationsgruppen wirken zunächst auf dem Raum aller möglichen
Bahnkurven x(t). Handelt es sich bei den Transformationen jedoch um eine Sym-
metrie, so gilt: Ist x(t) Lösung der Newton’schen Gleichung, dann ist auch xg(t)
Lösung der Newton’schen Gleichung. Wir betrachten dazu einige Beispiele:

Die Zeittranslationssymmetrie: Wenn die Kraft nicht explizit von der Zeit
abhängt, spielt der Anfangszeitpunkt einer Bewegung keine Rolle. Das bedeu-
tet, dass mit jeder Lösung x(t) auch x(t + t0) eine Lösung der Newton’schen
Gleichungen ist, wobei t0 ∈ R beliebig ist. Die Gruppe G ist die Gruppe der
Zeittranslationen t → t + t0. Sie wirkt auf dem Raum aller Bahnkurven in der
Form: x(t)→ xt0(t) = x(t+ t0).

Die Rotationssymmetrie: Hat die Kraft auf ein Teilchen ein Kraftzentrum und
hängt die Kraft nicht von der Richtung sondern nur vom Abstand von diesem
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Kraftzentum ab, so kann man das System beliebig um das Kraftzentrum rotieren,
ohne die physikalischen Gesetze zu ändern. Die Gruppe ist nun die Rotationsgrup-
pe G, dargestellt beispielsweise durch die 3 × 3-Rotationsmatrizen R. Zu einer
Bahnkurve ~x(t) erhalten wir die transformierte Bahnkurve durch die Anwendung
der Matrix auf die Komponenten der Bahnkurve: ~x(t)→ ~xg(t) = (R~x)(t). Ist ein
System rotationsinvariant so folgt, dass mit jeder Lösung ~x(t) auch (R~x)(t) eine
Lösung ist.

Zeitumkehrinvarianz: Die Gruppe G ist diesmal die diskrete Gruppe G =
T = {+1,−1}. Sie besteht nur aus zwei Elementen. Die Darstellung des Ele-
ments {−1} auf einer Bahnkurve besteht in der Umkehrung der Zeitrichtung:
~x(t) → ~x−(t) = ~x(−t). Wenn mit jeder Lösung ~x(t) auch ~x(−t) eine Lösung der
Bewegungsgleichung ist, so bezeichnet man die Bewegungsgleichung als zeitum-
kehrinvariant. Die fundamentalen Gleichungen der Physik sind zeitumkehrinva-
riant, trotzdem beobachten wir im Alltag eine deutliche Abweichung von dieser
Symmetrie. Diese Abweichung wird durch den zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik ausgedrückt, wonach die Entropie in geschlossenen Systemen niemals
abnehmen kann und bei Nichtgleichgewichtssystemen in der Zeit zunimmt. Die
Begründung einer ausgezeichneten Zeitrichtung bei zeitumkehrinvarianten Bewe-
gungsgleichungen ist ein schwieriges (in der Sicht mancher Physiker immer noch
ungelöstes) Problem der Physik.



Kapitel 8

Oszillatoren

Die Gleichungen für ein oder mehrere harmonische Oszillatoren tauchen in un-
terschiedlichen Formen in nahezu allen Bereichen der Physik auf. Sie bilden oft
den Ausgangspunkt für eine störungstheoretische Behandlung komplexer Proble-
me, die sich nicht in geschlossener Form lösen lassen. Etwas vereinfacht könnte
man sagen: Eine der häufigsten Aufgaben des theoretischen Physikers besteht
darin, ein konkretes Problem (zumindest näherungsweise) auf den harmonischen
Oszillator bzw. ein System aus harmonischen Oszillatoren zurückzuführen.

8.1 Der freie harmonische Oszillator

8.1.1 Die Bewegungsgleichung und die
”
geratenen“

Lösungen

Das einfachste Beispiel eines freien harmonischen Oszillators ist die Feder. Das
Federgesetz (eine spezielle Form des Hooke’schen Gesetzes) besagt, dass die Kraft
F zum Spannen einer Feder proportional zur Auslenkung x der Feder aus ihrer
Ruhelage ist, und dass die Richtung dieser Kraft zur Ruhelage (der Auslenkung
x entgegengesetzt) zeigt:

F = −kx . (8.1)

Wir behandeln zunächst die 1-dimensionale Bewegung, eine Verallgemeinerung
auf mehrere Freiheitsgrade erfolgt später.

Mit der Federkraft lautet das 2. Newton’sche Gesetz:

mẍ(t) = −kx(t) , (8.2)

127
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bzw.

ẍ(t) = −ω2x(t) mit ω2 =
k

m
. (8.3)

Abgesehen davon, dass es sich um eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung handelt, ist die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators eine
lineare, homogene Gleichung.

”
Linear“ bedeutet dabei, dass die gesuchte Funktion

x(t) nur linear, also in erster Potenz, auftritt.
”
Homogen“ bedeutet zusätzlich,

dass es keinen additiven Term in der Gleichung gibt, der die gesuchte Funktion
x(t) nicht enthält. Ein solcher Term würde einer äußeren Kraftquelle entsprechen.
Eine homogene Differentialgleichung enthält somit keine äußeren Quellterme.

Die Linearität der Differentialgleichung ist das charakteristische Merkmal des
harmonischen Oszillators. Gleichgültig ob wir mehrere unabhängige oder harmo-
nisch gekoppelte Oszillatoren betrachten, immer sind die zugehörigen Bewegungs-
gleichungen linear.

Eine besondere Eigenschaft linearer, homogener Differentialgleichungen ist die
Möglichkeit der Superposition von Lösungen. Das bedeutet im vorliegenden Fall:
Seien x1(t) und x2(t) zwei beliebige spezielle Lösungen der Differentialgleichung,
dann ist

x(t) = ax1(t) + bx2(t) (8.4)

für beliebige Koeffizienten a und b ebenfalls eine Lösung. (Diese Eigenschaft kann
man auch als Definition einer

”
linearen“ Gleichung ansehen.) Anderseits erwar-

ten wir für eine gewöhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung pro Freiheitsgrad
zwei freie Parameter, welche die Anfangsbedingungen (beispielsweise Ort und
Geschwindigkeit) festlegen. Da a und b zwei solche Parameter sind, ist x(t) aus
Gl. 8.4 schon die allgemeinste Lösung der Bewegungsgleichung, vorausgesetzt, die
beiden speziellen Lösungen sind unabhängig. Das bedeutet, die Funktion x1(t) ist
nicht proportional zu x2(t), oder anders ausgedrückt, es gibt kein α, sodass :

x1(t) = αx2(t) für alle t .

Wir werden in den folgenden Abschnitten Verfahren angeben, wie man für die
Differentialgleichung 8.3 Lösungen finden kann. Zunächst wollen wir die Lösungen

”
erraten“ und ihre Eigenschaften untersuchen.

Gleichung 8.3 besagt, dass die zweite Ableitung der gesuchten Funktion x(t)
proportional zu der Funktion selber sein soll. Aus der Kenntnis der trigonometri-
schen Funktionen ist bekannt, dass dies für die Sinus- und Kosinus-Funktion der
Fall ist:

d2 sinωt

dt2
= −ω2 sinωt und

d2 cosωt

dt2
= −ω2 cosωt . (8.5)
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Damit erhalten wir zwei unabhängig Lösungen der Bewegungsgleichung 8.3:

x1(t) = cosωt und x2(t) = sinωt . (8.6)

Die allgemeinste Lösung der Bewegungsgleichung ergibt sich zu:

x(t) = a cosωt+ b sinωt . (8.7)

a und b sollen nun durch die Anfangsbedingungen x(0) und v(0) ausgedrückt
werden. Zunächst setzen wir in Gl. 8.7 die Zeit t = 0 und erhalten:

x(0) = a .

Nun berechnen wir die Geschwindigkeit

v(t) = ẋ(t) = −aω sinωt+ bω cosωt .

Für t = 0 folgt daher:
v(0) = bω .

Ausgedrückt durch die Anfangsbedingungen x(0) und v(0) lautet die allgemeine
Lösung:

x(t) = x(0) cosωt+
v(0)

ω
sinωt . (8.8)

Manchmal gibt man die allgemeine Lösung der Bewegungsgleichung 8.3 auch
in folgender Form an:

x(t) = A sin(ωt− ϕ) . (8.9)

Die beiden freien Konstanten sind nun A und ϕ. Man könnte zunächst meinen, ϕ
sei eine weitere freie Konstante, unabhängig von a und b, und wir hätten nun drei
linear unabhängige Lösungen gefunden, was für eine gewöhnliche Differentialglei-
chung 2. Ordnung nicht der Fall sein sollte. Tatsächlich lässt sich diese Lösung
(und ebenso die Lösung x(t) = B cos(ωt− ϕ)) in die andere Lösung überführen.
Dazu nutzen wir das Additionstheorem der Sinus-Funktion,

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β ,

aus:

x(t) = A
(

sinωt cosϕ− cosωt sinϕ
)

= (−A sinϕ) cosωt+ (A cosϕ) sinωt .

Die Beziehungen zu den ursprünglichen Koeffizienten sind daher:

a = −A sinϕ b = A cosϕ .

Ähnliche Beziehungen erhält man für die Lösung x(t) = B cos(ωt− ϕ).
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8.1.2 Lösung durch den Exponentialansatz

Der folgende Ansatz mag zunächst willkürlich erscheinen, er findet aber seine
Begründung in der Tatsache, dass es sich um eine lineare Differentialgleichung
handelt, die

”
invariant unter Zeittranslationen“ ist, d.h., mit x(t) muss auch x(t+

t0) für jedes beliebige t0 eine Lösung sein. Der folgende Ansatz berücksichtigt diese
Bedingung in besonderem Maße. Die Auswertung soll hier jedoch nicht weiter
verfolgt werden.

Die Lösung einer Gleichung (insbesondere einer Differentialgleichung) durch
einen Ansatz besteht darin,

”
versuchsweise“ eine allgemeine Form für die Lösung

anzusetzen, in die Gleichung einzusetzen, und anschließend konkrete Bedingungen
für die freien Parameter in diesem Ansatz zu erhalten. Der so genannte Exponen-
tialansatz besteht darin, für x(t) eine Funktion der folgenden Form anzunehmen:

x(t) = eiαt . (8.10)

Es mag zunächst erstaunen, eine komplexe Funktion als Ansatz zu wählen, doch
der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dass der Imaginärteil und der Realteil
unabhängige Lösungen der linearen Differentialgleichung sein müssen, wenn die
komplexe Funktion eine Lösung ist. Wir bilden die erste und zweite Ableitung
von (8.10),

ẋ(t) = iαeiαt ẍ(t) = −α2eiαt ,

und finden, dass diese Funktion folgende Gleichungen erfüllt:

ẋ(t) = iαx(t) und ẍ(t) = −α2x(t) .

Der Vergleich der zweiten Bedingung mit Gl. 8.3 führt auf die Bedingung:

α2 = ω2 bzw. α = ±ω .

Sowohl

x1(t) = eiωt

als auch

x2(t) = e−iωt

sind Lösungen der Differentialgleichung. Eine allgemeine Lösung kann also in der
Form:

x(t) = aeiωt + be−iωt
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geschrieben werden. Da wir komplexe Funktionen als Lösungen zulassen, können
auch die Koeffizienten a und b komplex sein. Doch unabhängig davon, wie wir die-
se Koeffizienten wählen, wenn wir die Funktionen in ihren Real- und Imaginärteil
aufspalten, erhalten wir immer nur Linearkombinationen von Sinus- und Kosinus-
Funktionen mit demselben Argument ωt. Wir haben also nicht mehr gefunden,
als vorher auch. Der Vorteil ist aber, dass wir bereits mit der einen Funktion

x1(t) = eiωt = cosωt+ i sinωt

beide linear unabhängigen Lösungen der Differentialgleichung gefunden haben,
wenn wir diese komplexe Lösung in ihren Real- und Imaginärteil aufspalten und
berücksichtigen, dass Real- und Imaginärteil getrennt Lösungen der Gleichung
sind.

8.1.3 Lösung durch Integration der Erhaltungsgröße

Da wir die Federkraft (Gl. 8.1) als Ableitung (die 1-dimensionale Form des Gra-
dienten) eines Potentials schreiben können,

F = −dU(x)

dx
mit U(x) =

1

2
kx2 ,

ist die Energie:

E =
1

2
mv(t)2 +

1

2
kx(t)2 (8.11)

eine Erhaltungsgröße der Bewegungsgleichung. Wir können uns explizit davon
überzeugen, indem wir die bekannte Lösung (8.8) einsetzen, und die Bedingung
ω2 = k/m sowie die trigonometrische Identität sin2 ωt+ cos2 ωt = 1 ausnutzen:

E =
1

2
m
(
− x(0)ω sinωt+ v(0) cosωt

)2

+
1

2
k

(
x(0) cosωt+

v(0)

ω
sinωt

)2

=
1

2
mv(0)2 +

1

2
kx(0)2 .

Die Anfangsbedingungen legen die Energie also fest und es gibt keine
Zeitabhängigkeit mehr.

Doch wenn die Energie eine Konstante ist, können wir dann nicht direkt aus
der Energie die Bahnkurve berechnen? Für die Bewegungsgleichung, die wir im 1-
dimensionalen Fall haben, ist dies tatsächlich möglich. Bei einem 3-dimensionalen
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System müssen wir neben der Energieerhaltung noch die Erhaltung weiterer
Größen ausnutzen.

Wir betrachten die Energie E als Konstante und lösen Gleichung 8.11 nach
v(t) = ẋ(t) auf:

ẋ(t) =

√
2E

m
− ω2x(t)2 . (8.12)

Diese Gleichung erscheint zwar zunächst komplizierter, doch es handelt sich nun
um eine gewöhnliche (allerdings nicht mehr lineare) Differentialgleichung 1. Ord-
nung, die man allgemein durch Integration lösen kann. Dies soll nun gezeigt wer-
den. Die Umformungen folgen dabei den typischen Überlegungen in der Physik,
wobei die mathematische Korrektheit etwas zu kurz kommt, was der Richtigkeit
des Ergebnisses jedoch keinen Abbruch tut.

Wir schreiben ẋ(t) als Differentialquotient und bringen alle Terme, die x ent-
halten, auf eine Seite und den Term mit dt auf die andere Seite und bilden auf
beiden Seiten das Integral:

dx

dt
=

√
2E

m
− ω2x2

=⇒ dx√
2E
m
− ω2x2

= dt

=⇒
∫ x(t)

x(0)

dx√
2E
m
− ω2x2

=

∫ t

0

dt . (8.13)

A: In der Mathematik wird dieses Verfahren als Quadratur bezeichnet. Allgemein
gilt: Sei eine Differentialgleichung 1. Ordnung vom Typ

dy
dx

= X(x) · Y (y)

gegeben, so lässt sich die Lösung in der Form:∫ y dy
Y (y)

=
∫ x

X(x) dx+ c

schreiben, wobei c eine Integrationskonstante ist. Differenziert man beide Seiten (im-
plizit) nach x, so erhält man wieder obige Differentialgleichung.

Während die rechte Seite von Gl. 8.13 t ergibt, entnimmt man die Lösung
des Integrals auf der linken Seite am besten einer Integraltafel, wo man folgende
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Formel findet: ∫
dx√
a− cx2

=
−1√
c
arcsin

−2cx√
4ac

.

Setzen wir a = 2E/m und c = ω2 ein und definieren noch

ϕ0 = arcsin

(
−ω
√
mx(0)√
2E

)
,

so erhalten wir:

− 1

ω
arcsin

(
−ω
√
mx(t)√
2E

)
+

1

ω
ϕ0 = t ,

oder, aufgelöst nach x(t):

x(t) =

√
2E

m
ω sin(ωt− ϕ0) .

Diese Lösung gleicht zwar Gl. 8.9, allerdings sind die Integrationskonstanten un-
terschiedlich. Wir haben nun die Energie E und (imlizit über die Phase ϕ0) den
Ort x(0) als Integrationskonstanten der Bewegung gewählt, während wir früher
die Anfangsbedingungen x(0) und v(0) betrachtet haben. Unter Ausnutzung von

2E

m
= v(0)2 + ω2x(0)2

und der folgenden trigonometrischen Beziehung,

arcsinx = arccos
√

1− x2 ,

lässt sich jedoch nach einigen Rechenschritten zeigen, dass die obige Lösung mit
Gl. 8.8 übereinstimmt.

Es mag zunächst als unvergleichbar größerer Aufwand erscheinen, die Lösung
über die Integration der Energie zu suchen und für die (lineare) Gleichung des
harmonischen Oszillators ist das auch sicherlich richtig, doch der Vorteil dieses
Verfahrens liegt darin, dass es auch für Kräfte angewandt werden kann, die nicht
linear in der Auslenkung sind.

8.2 Der gedämpfte harmonische Oszillator

8.2.1 Bewegungsgleichung und Exponentialansatz

Als weitere Anwendung für den Exponentialansatz betrachten wir den gedämpften
harmonischen Oszillator. Neben der reinen Federkraft proportional zur Auslen-
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kung der Feder,
F (x) = −kx ,

(k ist die Federkonstante) kommt nun noch eine Widerstandskraft proportional
zur Geschwindigkeit des Körpers hinzu:

FR(v) = −µv . (8.14)

Die Bewegungsgleichung lautet nun:

mẍ(t) = −µẋ(t)− kx(t) . (8.15)

Hier besteht somit zu jedem Zeitpunkt eine Beziehung zwischen der Bahnkurve
x(t) und ihrer ersten und zweiten Ableitung nach der Zeit. In diesem Fall fällt
das

”
Raten“ der Lösung schon schwerer, daher suchen wir die speziellen Lösungen

mithilfe des Exponentialansatzes:

x(t) = eiαt .

Dies führt auf folgende Gleichung:

−mα2x(t) = −iµαx(t)− kx(t) .

Da wir nicht an der Lösung interessiert sind, für die x(t) identisch null ist, können
wir durch x(t) dividieren und erhalten:

α2 − i
µ

m
α− k

m
= 0 . (8.16)

Offensichtlich muss α komplex sein, um diese Gleichung lösen zu können. Aus der
allgemeinen Formel für quadratische Gleichungen ergibt sich:

α = i
µ

2m
±
√
k

m
− µ2

4m2
. (8.17)

Wir treffen nun eine Fallunterscheidung, je nachdem ob der Term unter der Wurzel
positiv, negativ oder null ist.

8.2.2 Die gedämpfte Schwingung: 4km > µ2

Wir definieren zunächst die neuen Parameter:

γ =
µ

2m
und ω = +

√
k

m
− µ2

4m2
=
√
ω2

0 − γ2
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(ω0 =
√
k/m ist die Winkelgeschwindigkeit der freien, ungedämpften Schwin-

gung), sodass
α = iγ ± ω .

Eingesetzt in den Exponentialansatz erhalten wir somit zwei spezielle Lösungen:

x̃1(t) = e−γt eiωt und x̃2(t) = e−γt e−iωt . (8.18)

Spalten wir diese Lösungen in Real- und Imaginärteil auf, so erhalten wir die
beiden linear unabhängigen Lösungen:

x1(t) = e−γt cosωt und x2(t) = e−γt sinωt . (8.19)

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung lautet somit:

x(t) = e−γt
(
a cosωt+ b sinωt

)
(8.20)

oder, äquivalent:
x(t) = Ae−γt cos(ωt+ ϕ) .

Die Lösung besteht aus einem Produkt einer abfallenden Exponentialfunktion,
welche die Dämpfung der Schwingung beschreibt, und einer reinen Schwingung.
Die freien Integrationskonstanten lassen sich wieder mit den Anfangsbedingungen
in Beziehung setzen:

x(0) = a und v(0) = −aγ + ωb , (8.21)

was auf folgende Darstellung der Lösung führt:

x(t) = e−γt
(
x(0) cosωt+

x(0)γ + v(0)

ω
sinωt

)
. (8.22)

8.2.3 Die reine Dämpfung: 4km < µ2

In diesem Fall ist α (Gl. 8.17) imaginär,

α = i

(
µ

2m
±
√

µ2

4m2
− k

m

)
= i

(
γ ±

√
γ2 − ω2

0

)
, (8.23)

und wir erhalten eine reine Dämpfung:

x(t) = ae−(γ+
√
γ2−ω2

0)t + be−(γ−
√
γ2−ω2

0)t . (8.24)

Man spricht in diesem Fall auch von einer aperiodischen Bewegung.
Man beachte, dass γ±

√
γ2 − ω2

0 immer positiv ist (sofern γ > 0), sodass beide
Anteile der Lösung eine gedämpfte, d.h. abklingende, Bewegung beschreiben.
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8.2.4 Der aperiodische Grenzfall: 4km = µ2

Für den Fall 4km = µ2 bzw. γ2 = ω2
0 verschwindet der Wurzelterm und wir

erhalten:

α = i
µ

2m
. (8.25)

Die zugehörige Lösung entspricht ebenfalls einer reinen Dämpfung:

x1(t) = e−γr . (8.26)

Allerdings haben wir nur eine Lösung gefunden. Da es sich bei der Bewegungs-
gleichung um eine gewöhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung handelt wissen
wir, dass noch eine zweite unabhängige Lösung existieren muss. Der Exponenti-
alansatz liefert für den aperiodischen Grenzfall offensichtlich nicht alle Lösungen.

Um die Zusammenhänge etwas besser zu verstehen, betrachten wir nochmals
die freie Bewegung (γ = k = 0). Der Exponentialsansatz,

x(t) = eiαt ,

eingesetzt in die Bewegungsgleichung,

mẍ(t) = 0 ,

führt auf die Bedingung

α2 = 0 ,

mit der einzigen Lösung α = 0. Wir finden daher als Lösung:

x(t) = x(0) = konst.

Die zweite bereits bekannte Lösung,

x(t) = v(0)t ,

erhalten wir nicht aus einem Exponentialansatz. Wir können jedoch einen kleinen

”
Trick“ anwenden. Betrachten wir zunächst die Lösung des ungedämpften har-

monischen Oszillators zu nicht-verschwindendem ω als Funktin der Anfangswerte
x(0) und v(0) (vgl. Gl. 8.8):

x(t) = x(0) cosωt+
v(0)

ω
sinωt . (8.27)
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Wir nehmen nun den Grenzfall ω → 0, wobei

lim
ω→0

sinωt

ω
=
ωt

ω
+O(ω2) = t ,

und finden die allgemeine Lösung:

x(t) = x(0) + v(0)t .

Der Trick besteht darin, nicht von der Lösung mit beliebigen freien Integrati-
onskonstanten auszugehen, sondern den Grenzfall ω → 0 erst zu betrachten,
nachdem die Integrationskonstanten durch physikalische Größen, beispielsweise
die Anfangsbedingungen x(0) und v(0), ersetzt wurden.

Wir können nun den gleichen Trick bei der gedämpften Schwingung anwenden.
Ausgehend von der allgemeinen Lösung 8.22 finden wir im Grenzfall ω → 0 die
Lösung:

x(t) = e−γt
(
x(0) + (x(0)γ + v(0))t

)
. (8.28)

Die zweite spezielle Lösung neben (8.26) lautet daher:

x2(t) = te−γt .

Diese Lösung hätten wir durch einen reinen Exponentialansatz nicht gefunden.

8.3 Der harmonische Oszillator mit

periodischer äußerer Kraft

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Lösungen der Differenzialgleichung

mẍ(t) + γẋ(t) +Rx(t) = f(t) (8.29)

beschäftigen, wobei wir konkret an dem Fall f(t) = F cosωt für eine beliebige
Frequenz ω interessiert sind. Dies wird auf das Phänomen der Resonanz führen.
Zunächst stellen wir aber einige Ergebnisse zusammen, die ganz allgemein für
lineare Differentialgleichungen mit einem zusätzlichen, von x(t) unabhängigen
Term gültig sind.
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8.3.1 Inhomogene, lineare Differentialgleichungen

Zunächst bezeichnen wir mit D[x(t)] = 0 ganz allgemein eine lineare Gleichung
für x(t). Dabei kann es sich um eine lineare Differentialgleichung handeln, wie wir
sie beim gedämpften harmonischen Oszillator schon gesehen haben, es kann aber
auch eine allgemeinere Gleichung für x(t) sein.

”
Linear“ bedeutet in diesem Fall,

dass für zwei beliebige Funktionen x1(t) und x2(t) und beliebige a, b ∈ R gelten
soll:

D[ax1(t) + bx2(t)] = aD[x1(t)] + bD[x2(t)] . (8.30)

Ist diese Eigenschaft allgemein erfüllt, gilt sie natürlich speziell auch für Lösungen.

Nun addieren wir einen inhomogenen Term f(t) und suchen nach Lösungen
von

D[x(t)] = f(t) . (8.31)

Diese Gleichung ist nicht mehr linear. Aber wir können folgende Aussage treffen:
Sei xf (t) eine spezielle Lösung dieser Gleichung und x0(t) eine Lösung der zu-
gehörigen homogenen Gleichung, dann ist x(t) = ax0(t) + xf (t) eine Lösung der
inhomogenen Gleichung für beliebiges a ∈ R:

D[xf (t)] = f(t) und D[x0(t)] = 0 =⇒ D[ax0 + xf (t)] = f(t) . (8.32)

Wir können auch umgekehrt sagen: Sind xf (t) und yf (t) zwei spezielle Lösun-
gen der inhomogenen Gleichung, dann ist x0(t) = xf (t) − yf (t) eine Lösung der
homogenen Gleichung.

Insbesondere erhalten wir die allgemeine Lösung einer inhomogenen linea-
ren Differentialgleichung, indem wir die Summe aus der allgemeinen Lösung der
homogenen Differentialgleichung und einer (beliebigen) speziellen Lösung der in-
homogenen Differentialgleichung bilden.

Wir können dieses Ergebnis auch noch verallgemeinern: Gesucht sei die allge-
meinste Lösung von

D[x(t)] =
∑
i

aifi(t) , (8.33)

wobei fi(t) beliebige Funktionen von t sind und ai beliebige (konstante) Koeffi-
zienten. Seien xi(t) spezielle Lösungen von

D[xi(t)] = fi(t) , (8.34)

dann ist
x(t) = x0(t) +

∑
i

aixi(t) (8.35)
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die allgemeinste Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (8.33), sofern x0

die allgemeine Lösung der homogenen Differentialgleichung ist.
Betrachten wir als sehr einfaches Beispiel den Fall des gedämpften harmoni-

schen Oszillators im homogenen Gravitationsfeld. Die Differentialgleichung lautet
nun:

mẍ(t) + γẋ(t) +Rx(t) = −gm . (8.36)

Nach dem bisher Gesagten müssen wir nur eine spezielle Lösung dieser Gleichung
finden und erhalten dann die allgemeine Lösung, indem wir die schon bekannten
Lösungen der homogenen Gleichung addieren. Eine spezielle Lösung ist aber:

xs(t) = −gm
R

= const , (8.37)

deren zeitliche Ableitungen verschwinden. Damit lautet die allgemeine Lösung
der inhomogenen Gleichung

x(t) = x0(t)− gm

R
, (8.38)

wobei x0(t) die allgemeine Lösung des homogenen Falls ist. Wir können der spezi-
ellen Lösung auch eine einfache physikalische Interpretation geben: Die Bedingung

Rxs = −gm (8.39)

ist gerade die Gleichgewichtsbedingung, damit sich die Hooke’sche Federkraft
und die Gravitationskraft die Waage halten. Die Verschiebung der allgemeinen
homogenen Lösung um eine Konstante bedeutet somit lediglich die Verschiebung
der homogenen Lösung auf die neue Gleichgewichtslage.

Abschließend sollten wir noch darauf hinweisen, dass sich durch die Addi-
tion der speziellen Lösung zur allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung
natürlich die Anfangsbedingungen ändern. Das bedeutet, seien xs(0) und ẋs(0)
die Angangsdaten (Ort und Geschwindigkeit) der speziellen Lösung, so muss man
natürlich die Anfangsdaten der homogenen Lösung um genau diese Werte kor-
rigieren, um letztendlich die gewünschten Anfangsbedingungen zu erhalten. Die
spezielle Lösung liegt meist fest und erlaubt somit keine Anpassung von Parame-
tern an die Anfangsbedingungen; eine solche Anpassung muss also entsprechend
in der homogenen Lösung vorgenommen werden.

8.3.2 Der getriebene Oszillator

Wir suchen nun speziell nach Lösungen von

mẍ(t) + γẋ(t) +Rx(t) = F cosωt , (8.40)
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wobei wir weniger an der allgemeinen Lösung als an einer speziellen Lösung in-
teressiert sind. Da sämtliche Lösungen der homogenen Gleichung (zumindest für
γ 6= 0) für große Zeiten asymptotisch gegen null gehen, beschreibt die gesuchte
spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung gleichzeitig das asymptotische Ver-
halten des Oszillators für große Zeiten, wenn die Anfangsbedingungen x(0) und
v(0) keine Rolle mehr spielen.

Ein Exponentialansatz hilft uns zunächst nicht weiter, da sich diese Expo-
nentialfunktion nicht aus der Gleichung herauskürzt wie im homogenen Fall. Wir
können aber nun ausnutzen, dass wir die Kosinus-Funktion als Summe von Ex-
ponentialfunktionen schreiben können und zunächst nach einer Lösung der Glei-
chung

mẍ(t) + γẋ(t) +Rx(t) = e±iωt , (8.41)

suchen. Hier bietet sich ein Exponentialansatz an:

x(t) = A±e±iωt , (8.42)

wobei wir die Frequenz ω schon gleich der Frequenz der äußeren Kraft festlegen
(andernfalls kann sich die Exponentialfunktion nicht kürzen), allerdings suchen
wir nun nach einer Bedingung für die Amplituden A±. Es ergibt sich sofort:

(−mω2 ± iγω +R)A± = 1 , (8.43)

oder, mit R = ω2
0m:

A+ =
m(ω2

0 − ω2)− iγ

m2(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

, A− =
m(ω2

0 − ω2) + iγ

m2(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

. (8.44)

Nun können wir unser allgemeines Resultat (Gl. 8.33–8.35) ausnutzen, wonach
die spezielle Lösung zu einer Linearkombination von externen Quellen gleich der
Summe der entsprechenden speziellen Lösungen ist. Die Lösung zu einer externen
Kraft

Fext = F cosωt =
F

2

(
eiωt + e−iωt

)
(8.45)

lautet daher:

x(t) =
F

2

(
A+eiωt + A−e−iωt

)
(8.46)

oder, nach wenigen Umformungen:

x(t) =
F

(m2(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2)

(
m(ω2

0 − ω2) cosωt+ γω sinωt
)
. (8.47)
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Allgemein können wir eine Linearkombination der Art

x(t) = a cosωt+ b sinωt (8.48)

in der foldenden Form schreiben:

x(t) = A cos(ωt− ϕ) mit A =
√
a2 + b2 und tanϕ =

b

a
. (8.49)

Damit erhalten wir als spezielle (und damit gleichzeitig für große Zeiten asymp-
totische) Lösung des mit einer periodischen Funktion getriebenen gedämpften
harmonischen Oszillators:

x(t) = A cos(ωt− ϕ) (8.50)

mit der frequenzabhängigen Amplitude und Phase:

A(ω) =
F√

m2(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

und ϕ(ω) = arctan

(
γω

m(ω2
0 − ω2)

)
. (8.51)

Die Funktion A(ω) bezeichnet man als Lorentz-Kurve.

-

6

ω0
ω

A(ω)

F
R

F
γω0

-

6

ω0
ω

ϕ(ω)

π
2

π

Abbildung 8.1: Amplitude (links) und Phase (rechts) bei einem getriebenen Os-
zillator als Funktion der Frequenz der treibenden Kraft.

8.3.3 Diskussion des Verhaltens des getriebenen
Oszillators

Allgemein können wir folgende Eigenschaften für die spezielle Lösung des harmo-
nisch getriebenen gedämpften Oszillators festhalten.
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1. Der harmonisch getriebene Oszillator schwingt mit der Frequenz ω der trei-
benden Kraft!

2. Die Amplitude A der Schwingung hängt von der Frequenz ω ab! Außerdem
ist sie proportional zur Stärke F der treibenden Kraft.

Das Maximum von A(ω) erhält man, indem man die erste Ableitung gleich
null setzt. Das führt auf die Bedingung:

ωmax = ω0

√
1− γ2

2m2ω2
0

. (8.52)

Insbesondere kann man für eine kleine Dämpfungskonstante (genauer γ �√
2mω0) die Korrektur durch die Quadratwurzel vernachlässigen und die

Amplitude A wird am größten, wenn die Frequenz ω der treibenden Kraft
(fast) gleich der Eigenfrequenz ω0 des ungetriebenen (und ungedämpften)
Oszillators ist. In diesem Fall spricht man von Resonanz. Für die Amplitude
gilt dann:

Amax =
F

γω0

. (8.53)

Insbesondere würde diese Amplitude ohne eine Dämpfung (also für γ = 0)
divergieren. Daran erkennt man, dass Resonanzeffekte sehr wichtig werden
können, wenn die Frequenzen der externen Kräfte mit den Eigenfrequenzen
der Oszillatoren übereinstimmen und die Dämpfung gering ist.

Für ω → 0 wird x(t) = (F/R) cosωt oder Rx(t) = F cosωt. Das bedeutet,
zu jedem Zeitpunkt t ist die Gleichgewichtsbedingung zwischen der Hoo-
ke’schen Kraft und der (nun nahezu konstanten) treibenden Kraft erfüllt.

3. Der getriebene Oszillator und die treibende Kraft sind nicht in Phase (au-
ßer für den Grenzfall sehr kleiner externer Frequenzen ω → 0 oder aber
verschwindender Dämpfung γ → 0).

Bei ω = ω0, also im Resonanzfall, ist das Argument des Arcustangens un-
endlich, d.h., wir befinden uns an einer Nullstelle der Kosinusfunktion, also
bei ϕ = π

2
. In diesem Fall ist die Auslenkung des Oszillators maximal,

wenn die äußere Kraft gerade ihren Nulldurchgang hat. Umgekehrt hat der
Oszillator seinen Nulldurchgang, wenn die treibende Kraft ihre maximalen
Amplitude annimmt.
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Für sehr große Frequenzen ω → ∞ erhalten wir die Bedingung tanϕ = 0,
wir befinden uns also bei einer Nullstelle der Sinusfunktion. Aus Stetig-
keitsgründen (die Phasenverschiebung nimmt von ϕ = 0 bei ω = 0 für
wachsendes ω steig zu) handelt es sich dabei um den Winkel ϕ = π. Bei
sehr großen Frequenzen schwingen der Oszillator und die treibende Kraft
gerade entgegengesetzt: Hat die treibende Kraft ihre maximale positive Aus-
lenkung, dann hat der Oszillator seine maximale negative Auslenkung und
umgekehrt. Allerdings ist in diesem Fall die Amplitude sehr klein.

Gibt es mehrere harmonisch treibende äußere Kräfte mit unterschiedlichen Ei-
genfrequenzen und Amplituden, dann ist, wie schon im allgemeinen Teil erwähnt,
die spezielle Lösung eine Summe der speziellen Lösungen zu den einzelnen trei-
benden Kräften. Betrachtet man die Gesamtauslenkung des Oszillators, so wird
diese meist durch den Beitrag der Amplitude zu der Frequenz, die der Eigenfre-
quenz des Oszillators am nächsten ist, dominiert. Ist man insbesondere in der
Lage (beispielsweise durch eine variable

”
Federkonstante“, die Eigenfrequenz zu

verändern, so erhält man immer dann Resonanzen, wenn die Eigenfrequenz gleich
einer der treibenden Frequenzen ist.

8.4 Gekoppelte Oszillatoren

8.4.1 Zwei eindimensionale, harmonische, gekoppelte Os-
zillatoren

Wir betrachten nun zwei (eindimensionale ) Oszillatoren, zwischen denen eine
harmonische Kopplung besteht. Die Bewegungsgleichungen für die beiden Oszil-
latoren lauten:

mẍ1 = −Dx1 − k(x1 − x2) (8.54)

mẍ2 = −Dx2 − k(x2 − x1) . (8.55)

Der Einfachheit halber haben wir angenommen, dass die beiden Massen m und
die beiden Federkonstanten D gleich sind. Bilden wir die Summe und die Differenz
der beiden Gleichungen finden wir:

m(ẍ1 + ẍ2) = −D(x1 + x2) (8.56)

m(ẍ1 − ẍ2) = −D(x1 − x2)− 2k(x1 − x2) (8.57)
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oder

mÿ1 = −Dy1 (8.58)

mÿ2 = −(D + 2k)y2 , (8.59)

mit

y1 =
1√
2

(x1 + x2) und y2 =
1√
2

(x1 − x2) . (8.60)

(Die Faktoren 1/
√

2 sind eine Konvention, deren Sinn später deutlich wird; wegen
der Linearität der Gleichungen spielt ein gemeinsamer Faktor natürlich keine
Rolle.) Die beiden Gleichungen sind nun entkoppelt und wir können die allgemeine
Lösung sofort hinschreiben:

y1(t) = A1 cosω1t+B1 sinω1t (8.61)

y2(t) = A2 cosω2t+B2 sinω2t , (8.62)

wobei wir die Schwingungsfrequenzuen

ω1 = +

√
D

m
, ω2 = +

√
D + 2k

m
(8.63)

eingeführt haben. Die freien Konstanten A1, A2, B1, B2 lassen sich durch die An-
fangsbedingungen

y1(0) =
1√
2

(
x1(0) + x2(0)

)
und y2(0) =

1√
2

(
x1(0)− x2(0)

)
(8.64)

ẏ1(0) =
1√
2

(
ẋ1(0) + ẋ2(0)

)
und ẏ2(0) =

1√
2

(
ẋ1(0)− ẋ2(0)

)
(8.65)

ausdrücken.

Wir betrachten die folgende spezielle Lösung zu den Anfangsbedingungen:

ẋ1(0) = ẋ2(0) = 0 , x1(0) = L , x2(0) = 0 . (8.66)

Beide Pendel sind also zu Beginn in Ruhe, Pendel 1 befinde sich bei seiner maxi-
malen Auslenkung L, Pendel 2 befindet sich in Ruhelage 0. Die spezielle Lösung
lautet

y1(t) =
L√
2

cosω1t , y2(t) =
L√
2

cosω2t (8.67)
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bzw.

x1(t) =
L

2

(
cosω1t+ cosω2t

)
(8.68)

x2(t) =
L

2

(
cosω1t− cosω2t

)
. (8.69)

Unter Ausnutzung der Additionstheoreme für die Winkelfunktionen kann man
dies auch in der Form

x1(t) = L
(

cos
ω1 + ω2

2
t cos

ω1 − ω2

2
t
)

(8.70)

x2(t) = L
(

sin
ω1 + ω2

2
t sin

ω1 − ω2

2
t
)

(8.71)

schreiben. Besonders interessant wird dieser Fall, wenn die Kopplung k zwischen
den beiden Oszillatoren sehr klein ist, sodass (ω2−ω1)/ω1 � 1. Nun ist ω1+ω2

2
≈ ω1

während ∆ω = ω1−ω2

2
wesentlich kleiner ist. Wir erhalten also eine Schwingung

von beiden Pendeln mit einer Periode von ungefähr ω1, wobei jedoch die Am-
plituden dieser Schwingungen mit der kleinen Frequenz ∆ω

”
schweben“. Diese

Schwebung ist um π/2 phasenverschoben, sodass zunächst nur Pendel 1 schwingt,
anschließend geht die Energie langsam auf Pendel 2 über bis nur Pendel 2 schwingt
usw.

8.4.2 Normalmoden und Diagonalisierung

Wir betrachten nun nochmals dasselbe System gekoppelter Oszillatoren wie im
letzten Abschnitt, allerdings aus einem anderen Blickwinkel.

Zunächst schreiben wir die Bewegungsgleichung formal als Vektorgleichung

m~̈x = −A~x (8.72)

mit

~x =

(
x1

x2

)
und A =

(
D + k −k
−k D + k

)
. (8.73)

Das gekoppelte System an Differentialgleichungen lässt sich nun dadurch ent-
koppeln, dass man die Matrix A diagonalisiert. Die Eigenwerte von A sollten
dann den Eigenfrequenzen des Systems entsprechen und die Eigenvektoren den
Eigenmoden bzw. Normalmoden, also den entkoppelten Freiheitsgraden.

Die charakteristische Gleichung für die Matrix A

λ2 − 2(D + k)λ+ (D + k)2 − k2 = 0 (8.74)
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führt auf die Eigenwerte

λ1 = D + k − k = D und λ2 = D + k + k = D + 2k , (8.75)

die nach der Division durch die Masse m den Quadraten der Eigenfrequenzen
entsprechen.

Die zugehörigen Eigenvektoren von A sind

~f1 =
1√
2

(
1
1

)
und ~f2 =

1√
2

(
1
−1

)
. (8.76)

(Die Normierung wurde so gewählt, dass die Eigenvektoren die Länge 1 haben;
so stimmen die Koordinaten mit denen im letzten Abschnitt überein.) Sie ent-
sprechen den neuen Koordinaten y1 = 1√

2
(x1 + x2) und y2 = 1√

2
(x1 − x2). Man

erhält diese dadurch, dass man den Vektor ~x nach den neuen
”
Basisvektoren“ ~f1

und ~f2 entwickelt:(
x1

x2

)
= x1

(
1
0

)
+ x2

(
0
1

)
(8.77)

= (x1 + x2)
1

2

(
1
1

)
+ (x1 − x2)

1

2

(
1
−1

)
(8.78)

=
(x1 + x2)√

2
~f1 +

(x1 − x2)√
2

~f2 . (8.79)

8.4.3 Allgemeine gekoppelte Oszillatoren

Gegeben sei folgendes gekoppeltes System von N linearen Differentialgleichungen:

M~̈x(t) = −A~x(t) . (8.80)

Hierbei ist

M =


m1 0 0 . . . 0
0 m2 0 . . . 0
0 0 m3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . mN

 (8.81)

die (diagonale) Massenmatrix, wobei die Massen durchaus verschieden sein
können, und die Matrix A beschreibt die (Feder-)Konstanten der auf die Mas-
sen wirkenden rücktreibenden Kräfte einschließlich der Kopplungen zwischen den
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verschiedenen Oszillatoren. In den meisten Fällen ist A symmetrisch (aufgrund
des 3. Newton’schen Gesetzes), aber die folgenden Überlegungen erfordern das
nicht. Ohnehin ist für das Folgende die Matrix

A′ = M−1A (8.82)

relevant, und diese Matrix ist im Allgemeinen nicht symmetrisch, wenn die Mas-
sen mi der beteiligten Teilchen verschieden sind. Wir betrachten also die Diffe-
rentialgleichung

~̈x(t) = −A′~x . (8.83)

Angenommen, die Eigenwerte {λi} und die zugehörigen Eigenvektoren {~fi} von A′

seien bestimmt worden, dann können wir den Vektor ~x nach diesen Eigenvektoren
entwickeln:

~x =
∑
i

yi ~fi (8.84)

und diese Entwicklung in obige Differentialgleichung einsetzen (und ausnutzen,

dass A′ ~fi = λi ~fi ist):∑
i

ÿi(t)~fi = −A′
∑
i

yi(t)~fi = −
∑
i

λiyi(t)~fi . (8.85)

Wir nutzen nun aus, dass die Eigenvektoren {~fi} ein vollständiges System linear
unabhängiger Vektoren bildet (für symmetrische Matrizen ist das immer der Fall
und für nicht symmetrische Matrizen zumindest im Allgemeinen, d.h., nur im
Fall von bestimmten singulären Matrizen, bei denen die Eigenwerte im charakte-
ristischen Polynom zwar entartet sind, aber die zugehörigen Eigenvektoren einen
niedriger-dimensionalen Vektorraum aufspannen, gilt dies nicht). Damit müssen
die Koeffizienten zu gleichen Eigenvektoren auf beiden Seiten gleich sein, und wir
erhalten die entkoppelten Differentialgleichungen:

ÿi(t) = −λiyi(t) . (8.86)

Diese Gleichungen können wir lösen und die freien Konstanten durch die An-
fangsbedingungen yi(0) und ẏi(0) ausdrücken (diese wiederum sind Linearkombi-
nationen der Anfangsbedingungen xi(0) und ẋi(0)).

Falls einer der Eigenwerte λi gleich 0 sein sollte, erhalten wir die Differenti-
algleichung einer freien Bewegung ÿi(t) = 0, die wir ebenfalls durch die Anfangs-
bedingungen ausdrücken können. Dies ist oft der Fall, wenn auf das System von
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Oszillatoren insgesamt keine äußeren Kräfte wirken und die Schwerpunktbewe-
gung abgekoppelt ist.

Sind Eigenwerte λi negativ, ist die zugekörige Kraft nicht
”
rücktreibend“.

Die Lösungen sind Exponentialfunktionen, und eine davon beschreibt ein
”
ex-

plodierendes“ (d.h., exponentiell rasch auseinanderfliegendes) System. Negative
Eigenwerte bei solchen Differentialgleichungen deuten meist auf eine Instabilität
des Systems hin.

8.5 Einige
”
Tricks“ zur Diagonalisierung von

Matrizen

Ganz allgemein lässt sich ein charakteristisches Polynom nur bis zur fünften
Ordnung exakt lösen, und nur bis zur vierten Ordnung handelt es sich bei den
Lösungen um Radikale, d.h. Ausdrücke, die sich aus den Grundrechenarten sowie
dem Ziehen von Wurzeln ausdrücken lassen. Auch wenn der Physiker es oftmals
mit Matrizen höherer Ordnung zu tun hat, kommt es sehr selten vor, dass man
tatsächlich mehr als eine 2× 2–Matrix diagonalisieren muss. Der Grund ist, dass
bei komplexeren Systemen oft Symmetrien ins Spiel kommen, durch welche die
Diagonalisierung vereinfacht wird.

8.5.1 Das
”
Haupt“–Theorem

Der folgende Satz spielt eine Schlüsselrolle bei der Ausnutzung solcher Symme-
trien:

Es seien A und B zwei Matrizen die kommutieren, d.h.

AB = BA bzw. [A,B] := AB −BA = 0 . (8.87)

Dann gilt:
- A und B besitzen einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren {~xi} mit zugehöri-
gen Eigenwerten {αi} und {βi}
- die Eigenwerte von C = A+B sind γi = αi + βi.

Beweis:
Sei ~x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert α, also A~x = α~x, dann gilt

AB~x = BA~x = Bα~x = αB~x. (8.88)
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Offenbar ist in diesem Fall auch B~x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert α. Wir
unterscheiden nun zwei Fälle:

1. α ist nicht entartet, d.h., der Vektorraum aller Eigenvektoren zu α ist ein-
dimensional. In diesem Fall muss B~x proportional zu ~x sein, d.h.

B~x = β~x . (8.89)

Also ist in diesem Fall ~x auch ein Eigenvektor von B mit Eigenwert β.

2. α ist entartet, d.h., der Raum der Eigenvektoren von A zum Eigenwert α
ist mehrdimensional. Für alle Eigenvektoren {~xi} von A zum Eigenwert α
muss dann auch B~xi ein Eigenvektor von A zum Eigenwert α sein, also

B~xi =
∑
j

βij~xj , (8.90)

wobei sich die Summe
∑

j über einen linear unabhängigen Satz von Ei-
genvektoren von A zum Eigenwert α bezieht. Offenbar bildet die Matrix
B diesen Eigenvektorraum auf sich selbst ab (die Matrixdarstellung von B
auf diesem Eigenvektorraum ist βij), d.h. es gibt Eigenvektoren von B auf
diesem Unterraum (mit Eigenwerten βi), und diese sind gleichzeitig Eigen-
vektoren von A zum Eigenwert α.

Damit ist gezeigt, dass man immer einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren
zu A und B finden kann. Sei nun C = A + B, so gilt für ~x als gemeinsamer
Eigenvektor von A (Eigenwert α) und B (Eigenwert β):

C~x = A~x+B~x = α~x+ β~x = (α + β)~x . (8.91)

Damit ist auch der zweite Teil des obigen Satzes bewiesen.

8.5.2 Beispiel 1: Reflektionssymmetrie

Wir betrachten drei gekoppelte Oszillatoren, wobei Oszillator 1 und Oszillator 3
nur an Oszillator 2 koppeln:

mẍ1(t) = −Dx1(t)− k(x1(t)− x2(t)) (8.92)

mẍ2(t) = −Dx2(t)− k(x2(t)− x1(t))− k(x2(t)− x3(t)) (8.93)

mẍ3(t) = −Dx3(t)− k(x3(t)− x2(t)) , (8.94)
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wofür wir auch schreiben können:

m~̈x(t) = −A~x(t) (8.95)

mit

A =

 D + k −k 0
−k D + 2k −k
0 −k D + k

 . (8.96)

Der charakteristischen Gleichung

λ3 − (3D + 4k)λ2 + (3D2 + 8Dk + 3k2)λ− (D3 + 4D2k + 3k2) = 0 (8.97)

sieht man die Lösungen nicht unmittelbar an.
Aber das System hat eine Symmetrie, d.h., es gibt eine Transformation, welche

die Gleichung nicht ändert: Diese Transformation besteht in einer Vertauschung
der Oszillatoren 1 und 3. Wenn man in der Differentialgleichung überall x1 durch
x3 ersetzt und umgekehrt, bleibt die Differentialgleichung unverändert.

Formal können wir eine solche Permutation von 1 und 3 durch die Matrix

P13 =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 (8.98)

ausdrücken, welche die erste und die dritte Komponente eines Vektors vertauscht.
(Offenbar gilt P 2

13 = 1 und somit P−1
13 = P13.) Die Symmetrie des Systems drückt

sich darin aus, dass

P13AP13 = A oder AP13 = P13A . (8.99)

Die Bedingungen des vorherigen Absatzes sind somit erfüllt.
Einen Eigenvektor von P13 sieht man sofort: ~x2 = (0, 1, 0) zum Eigenwert γ2 =

1. Die anderen beiden Eigenvektoren müssen senkrecht auf diesem Eigenvektor
stehen (P13 ist symmetrisch) und man findet sofort:

~x1 =

 1
0
1

 Eigenwert γ1 = 1 (8.100)

~x2 =

 0
1
0

 Eigenwert γ2 = 1 (8.101)

~x3 =

 1
0
−1

 Eigenwert γ3 = −1 (8.102)
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Da γ3 = −1 ein nicht entarteter Eigenwert ist, muss der zugehörige Eigenvektor
(1, 0,−1) gleichzeitig ein Eigenvektor von A sein, was sich auch leicht nachprüfen
lässt. Die anderen beiden Eigenvektoren von A müssen Linearkombinationen von
(1, 0, 1) und (0, 1, 0) sein, und mit dieser Information findet man leicht:

~f1 =

 1
1
1

 Eigenwert λ1 = D (8.103)

~f2 =

 −1
2

1
−1

2

 Eigenwert λ2 = D + 3k (8.104)

~f3 =

 1
0
−1

 Eigenwert λ3 = D + k (8.105)

Zwei dieser Eigenvektoren hätte man aus physikalischer Intuition auch erraten
können: ~f1 ist ein

”
Schwerpunktsmod“, bei dem alle drei Pendel im Gleichtakt

schwingen. Diesen Mod hatten wir auch schon bei den zwei gekoppelten Pendeln
gefunden. ~f3 entspricht einem Mod, bei dem das mittlere Pendel in Ruhe bleibt
und die beiden äußeren Pendel gegeneinander schwingen.

8.5.3 Zyklische Matrizen

Bei einer zyklischen Matrix sind die Einträge auf allen Diagonalen von oben links
nach unten rechts (plus periodische Erweiterung) gleich. Eine solche Matrix hat
die Form:

Z =



a0 a1 a2 · · · aN−2 aN−1

aN−1 a0 a1 · · · aN−3 aN−2

aN−2 aN−1 a0 · · · aN−4 aN−3
...

...
...

. . .
...

...
a2 a3 · · · · · · a0 a1

a1 a2 · · · · · · aN−1 a0


(8.106)

(Auch wenn in praktischen Anwendungen die Matrizen meist symmetrisch sind,
wird das hier nicht gefordert.)

Etwas deutlicher wird die Struktur dieser Matrix, wenn wir die Translations-
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matrix T definieren:

T =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · · · · 0 1
1 0 · · · · · · 0 0


(8.107)

Diese Matrix hat auf der ersten Nebendiagonalen eine 1 stehen, ebenso (die pe-
riodische Fortsetzung) in der unteren linken Ecke, ansonsten steht überall eine
0.

Die Bezeichnung
”
Translationsmatrix“ zusammen mit der Eigenschaft der Pe-

riodizität wird deutlich, wenn wir T auf einen beliebigen Vektor anwenden:

T



x1

x2

x3
...

xN−1

xN


=



x2

x3

x4
...
xN
x1


(8.108)

Die Matrix hat also die Eigenschaft, alle Einträge in einem Vektor um eine Zeile
nach oben zu verschieben, und der erste Eintrag verschiebt sich (periodisch) in
die letzte Zeile.

Wenden wir T zweimal an, also die Matrix T 2, so erhalten wir eine periodi-
sche Verschiebung um zwei Zeilen und allgemein beschreibt T k eine periodische
Verschiebung um k Zeilen. Offenbar gilt TN = 1.

Nun sehen wir, dass wir eine allgemeine zyklische Matrix in der Form

Z = a01 + a1T + a2T
2 + dT 3 + . . .+ aN−2T

N−2 + aN−1T
N−1 =

N−1∑
k=0

akT
k (8.109)

schreiben können. Da T mit allen T k kommutiert, sind die Bedingungen des Satzes
aus Abschnitt 8.5.1 erfüllt. Wir müssen nur die Eigenvektoren und Eigenwerte
von T finden und haben damit auch die Eigenwerte und Eigenvektoren von Z.

Aus TN = 1 folgt, dass auch alle Eigenwerte λi von T dieser Gleichung
genügen, d.h., die charakteristische Gleichung lautet

λN = 1 mit den Lösungen λn = exp

(
2πi

N
n

)
(n = 0, 1, ..., N − 1) . (8.110)
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Die Eigenwerte von T sind also gerade die N -ten Einheitswurzeln. Damit erhalten
wir auch die Eigenwerte ζn von Z

Eigenwerte von Z: ζn =
N−1∑
k=0

akλ
k
n =

N−1∑
k=0

ak exp

(
2πi

N
nk

)
. (8.111)

Keiner der Eigenwerte von T ist entartet, damit sind sämtliche Eigenvektoren
von T auch Eigenvektoren von Z. Die Eigenvektoren erhält man sofort, indem
man beispielsweise xN = 1 setzt und die Eigenwertgleichung

xk = λnxk−1 = exp

(
2πi

N
n

)
xk−1 (8.112)

sukzessive ausnutzt:

x1 = λ−1
n xN , x2 = λ−1

n x1 · · · (8.113)

Auf diese Weise findet man für die k-te Komponente des n-ten Eigenvektors:

(~fn)k = exp

(
−2πi

N
nk

)
. (8.114)

Die Komponenten der Eigenvektoren sind selbst Einheitswurzeln, d.h., Exponen-
tialfunktionen mit imaginären Komponenten. Dies ist einer der Gründe, weshalb
bei translationsinvarianten Systemen der Exponentialansatz meist zum Ziel führt.

8.5.4 Beispiel: Die harmonische Kette

Bei der harmonischen Kette ist jede Masse durch eine harmonische Kopplung
mit seinen unmittelbaren beiden Nachbarn (zur Rechten und zur Linken) ver-
bunden. Ein weiteres Feld (äußeres Gravitationsfeld) wird nicht berücksichtigt.
Die Bewegungsgleichung für das i-te Teilchen lautet somit:

mẍi = −k(xi − xi−1)− k(xi − xi+1) = −k(2xi − xi−1 − xi+1) . (8.115)

Die Randbedingungen werden periodisch gewählt, d.h., die Nachbarn des N -ten
Teilchen sind das Teilchen N − 1 und das Teilchen 1, bzw. anders ausgedückt:

x0 ≡ xN xN+1 ≡ x1 . (8.116)
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In Vektorform lautet das System von Bewegungsgleichungen:

~̈x = − k
m
A~x (8.117)

mit

A =


2 −1 0 · · · 0 −1
−1 2 −1 · · · 0 0
0 −1 2 −1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
−1 0 · · · 0 −1 2

 = 2 · 1− T − T−1 , (8.118)

wobei T wieder die Translationsmatrix aus dem letzten Abschnitt ist. Da deren
Eigenwerte bekannt sind, erhalten wir für die Eigenwerte von A sofort:

λn = 2− e(2πi/N)n − e−(2πi/N)n = −4 sin2 πn

N
. (n = 0, 1, ..., N − 1) (8.119)

Ist N ungerade, ist nur die Schwerpunktsbewegung zu λ0 = 0 nicht entartet, in
allen anderen Fällen gibt es eine Entartung zwischen n und N − n. Ist N gerade
ist neben n = 0 auch n = N − 1 nicht entartet.

Damit sind die möglichen Schwingungsfrequenzen der linearen, periodischen,
harmonischen Kette:

ωn = +2

√
k

m

∣∣∣sin πn
N

∣∣∣ . (8.120)

Nach den Überlegungen des letzten Abschnitts kann man nun auch die Ei-
genvektoren finden. An dieser Stelle wird die zweifache Entartung der meisten
Eigenwerte wichtig, denn die Eigenvektoren der Matrix T sind komplex, doch
wegen der Entartung kann man reelle Linearkombinationen finden, sodass die
Eigenvektoren zu A reelle Komponenten haben. (Da A symmetrisch ist, muss es
diese reellen Eigenvektoren geben.)

Zum Eigenwert λ = 0 ist der Eigenvektor ~f0 = (1, 1, 1, ..., 1), was den
gleichmäßigen Ausschlag sämtlicher Oszillatoren beschreibt. Da die Oszillato-
ren nun keinem äußeren Feld unterliegen, kann sich der Schwerpunkt der har-
monischen Kette frei bewegen. Alle anderen Moden entsprechen Schwingungs-
zuständen der Kette. Langsame (kleine Frequenz) Schwingungen gehören bei-

spielsweise zu den Grundmoden (~f±1)k = cos 2πi
N
k und sin 2πi

N
k. (Hier bietet es

sich an, die Vektoren nicht von n = 0 bis N − 1 durchzunummerieren, sondern in
der Form n = 0,±1,±2, ...,±N−1

2
.


