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Kapitel 1

Abbildungen, Ableitungen und
Integrale

1.1 Abbildungen

Definition: Eine Abbildung [map, mapping] f von einer Menge [set| U in eine
Menge V' ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element u € U genau ein
Element v € V' zuordnet. Man schreibt in diesem Fall:

f:U—V u—v=f(u). (1.1)

v bezeichnet man als das Bild [image] von u. Umgekehrt nennt man die Menge
aller u € U mit der Eigenschaft f(u) = v die Urbildmenge [inverse image] von v.
Die Menge aller v, sodass es (mindestens) ein u € U gibt mit f(u) = v bezeichnet
man als Bildmenge [range] der Abbildung f. U heifit Urbildmenge [domain| von

f.

A: Eine Funktion kann auch als eine spezielle Form von Relation [relation] definiert
werden. Eine Relation R zwischen den Elementen einer Menge U und den Elementen
einer Menge V' ist dabei eine Teilmenge des kartesischen Produkts von U und V, also
R c U x V. Eine Funktion f entspricht dann einer Relation R; mit der Eigenschaft,
dass es zu jedem Element u € U genau ein Element (und nur ein Element) v € V geben
muss, sodass (u,v) € Ry.

Definition: Eine Abbildung f : U — V heifit injektiv [injective] , wenn aus
f(u) = f(u') folgt u = v'. (Die Urbildmenge zu jedem v € V enthélt also maximal
ein Element.)
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Definition: Eine Abbildung f : U — V heifit surjektiv [surjective], wenn es
zu jedem v € V' (mindestens) ein u € U gibt, sodass f(u) = v. (Die Bildmenge
der Abbildung f ist also gleich der gesamten Menge V.)

Definition: Eine Abbildung f : U — V heiflt bijektiv [bijective], wenn sie
sowohl surjektiv als auch injektiv ist. (Man bezeichnet die Mengen U und V in
diesem Fall als gleich mdchtig. Handelt es sich bei U und V' um Mengen mit
endlich vielen Elementen, so ist die Anzahl der Elemente von U und V' in diesem
Fall gleich.)

Definition: Die Identititsabbildung [identity mapping] 1y von einer Menge
U in sich selbst ist die Abbildung, die jedem Element u € U wieder u zuordnet:
1y(u) = u. Diese Abbildung ist immer bijektiv.

Unter gewissen Voraussetzungen lassen sich zwei Abbildungen f und ¢ hin-
tereinander ausfiithren. Sei f eine Abbildung von U nach V und ¢ eine Abbildung
von V nach W, dann bezeichnet man mit go f : U — W die Abbildung, die dem
Element u € U das Element g(f(u)) € W zu ordnet. Die allgemeine Vorausset-
zung an die Hintereinanderschaltbarkeit zweier Abbildungen f und g ist, dass die
Bildmenge von f in der Urbildmenge von g enthalten sein muss.

Definition: Eine Abbildung f~! : V' — U heiit invers [inverse] (genauer
links invers) zu einer Abbildung f : U — V (oder auch Umkehrabbildung [inverse
map] zu f), wenn die Hintereinanderschaltung f~! nach f die Identitéitsabbildung
1y : U — U ist: f7'(f(u)) = u. Notwendige und hinreichende Voraussetzung
[necessary and sufficient condition| fiir die Existenz einer Umkehrabbildung zu
einer Funktion f ist, dass f injektiv ist.

A: Ist f bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f~! eindeutig. Im Allgemeinen kann
eine injektive Abbildung f mehrere Umkehrabbildungen besitzen.

1.2 Folgen und Grenzwerte

Definition: Das kartesische Produkt [cartesian product] zweier Mengen U und V
ist die Menge
UxV:={(u,v)|luecUveV}.

Diese Menge besteht also aus allen (geordneten) Punktepaaren (u, v), wobei u € U
und v € V.

Definition: Eine Folge [sequence] {a;}ien ist eine Abbildung von den natiirli-
chen Zahlen N in eine Menge M. Die natiirlichen Zahlen bezeichnet man in diesem
Fall als die Indexmenge [indez set].
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Definition: Eine Metrik [metric] d auf einer Menge M ist eine Abbildung
von M x M (dem kartesischen Produkt der Menge M mit sich selbst) in die
nicht-negativen reellen Zahlen, die folgenden Bedingungen geniigt:

1. Fiir alle z,y € M gilt: Aus d(x,y) = 0 folgt = = y.
2. Fir alle z,y € M gilt: d(z,y) = d(y, x).
3. Fiir alle z,y,z € M gilt (Dreiecksungleichung [triangle inequality)):

d(z,z) <d(xz,y) +d(y,z).

Eine Menge M, auf der eine Metrik d definiert ist, bezeichnet man als metri-
schen Raum [metric space.

Beispiel: Auf dem R™ definiert die Abbildung

4@ 5) = V& =P+ @ =P =y

eine Metrik.

Definition: Sei M ein metrischer Raum. Man sagt, eine Folge {a;}ien mit
a; € M konvergiert [converges| gegen ein Element a € M, wenn es zu jedem € > 0
ein ng € N gibt, sodass

d(a;,a) < e firallei > ng.

Das Element a bezeichnet man als den Grenzwert [limit value] der Folge.

Diese Definition der Konvergenz setzt voraus, dass der Grenzwert a der Folge
{a;} selber ein Element der Menge M ist. Es gibt aber auch Félle, bei denen eine
Folge von Elementen {a;} € M konvergiert, der Grenzwert jedoch nicht Element
der Menge M ist. Die folgende Definition der Cauchy-Konvergenz umgeht dieses
Problem.

Definition: Eine Folge {a;};ien von Elementen eines metrischen Raumes M
heiit Cauchy konvergent [Cauchy convergent|, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N
gibt, sodass

d(a;,a;) < e firallei,j > ng.
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1.3 Ableitungen

1.3.1 Definitionen

Im Folgenden betrachten wir nur Abbildungen von Teilmengen [subsets| U der
reellen Zahlen [real numbers] R in die reellen Zahlen. Die Konzepte der Stetig-
keit [continuity] und der Ableitung [derivative] lassen sich zwar fiir allgemeinere
Ré&ume definieren, werden aber in dieser Form vorldufig nicht benétigt.

Definition: Eine Abbildung f : U C R — R heifit stetig [continuous| im
Punkte z € U, wenn fiir jede Folge z,, — z gilt: f(z,) — f(z).

A: Sofern auf allgemeinen Mengen U und V eine Topologie (Definition offener
Teilmengen) gegeben ist, ldsst sich die Stetigkeit einer Funktion f : U — V auch so
definieren, dass das Urbild jeder offenen Menge in V wieder eine offene Menge in U
sein muss. In der iiblichen Topologie auf den reellen Zahlen R sind offene Mengen
als Vereinigung von offenen Intervallen (a,b) definiert. Die beiden Definitionen von
Stetigkeit sind dann &quivalent.

Definition: Eine stetige Abbildung f : U C R — R heifit ableitbar [differen-
tiable] im Punkte « € U, wenn der Grenzwert [limif]

f'(xz) == lim (1.2)

h—0

flx+h) - f(x)
h

existiert. Ist f fiir alle z € U ableitbar, so bezeichnet man f einfach als ableitbar.
Die Funktion f': U € R — R nennt man die Ableitung [derivative] der Funktion

f.

A: In der Mathematik wird die Ableitung Df(x) = f/(z) einer Funktion f im
Punkte x als ,,bester linearer Fit* der Funktion f in x definiert. Diese Linearitit bezieht
sich nicht auf das Argument x, sondern D f(z) wird als lineare Abbildung auf das
Argument h aufgefasst, d.h., es gilt:

Df(x)(h) = f'(x)h = f(z+h) = f(h) + o(h) .

o(h) bedeutet dabei, dass dieser Term im Grenzwert h — 0 schneller verschwindet als
h, d.h., limj,_go(h)/h = 0.



1.3. ABLEITUNGEN 11

1.3.2 Ableitungsregeln

Linearitat: [linearity] Fir zwei (ableitbare) Funktionen f und g gilt: Die Ableitung
der Summe der beiden Funktionen ist gleich der Summe der Ableitungen,

(f +9)(x) = () + (),

und die Ableitung des Vielfachen einer Funktion ist gleich dem Vielfachen der
Ableitung:
(Af)(x) =Af'(x)  AER.

Produktregel: [product rule] Fiir die Ableitung der Produktfunktion f - g zweier
(ableitbaren) Funktionen f und g gilt:

(f - 9)(x) = f(x) - g'(z) + ['(z) - g(x).

Kettenregel: [chain rule] Seien f und g zwei (ableitbare) Funktionen von Teil-
mengen der reellen Zahlen in die reellen Zahlen, sodass das Bild von f im Urbild
von ¢ liegt. Fiir die Ableitung der Hintereinanderschaltung von g nach f —

(go f)x) = g(f(x)) — gilt:
(go f)(x) =g (f(x))- f(z).

(¢'(f(x)) ist die Ableitung ¢’ der Funktion g, ausgewertet an der Stelle f(x).)
Aus der Tatsache, dass die Ableitung der Funktion f(z) = 1/z die Funktion
f'(z) = —1/2? ist, folgt - zusammen mit der Produkt- und der Kettenregel - die

Quotientenregel: Sei
f ) f(x)
=) (x) == —=,
(g @) g(x)
dann gilt:

1.3.3 Notation
Statt f’(x) schreibt man auch manchmal

= df

f_dx

und
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Damit soll zum Ausdruck gebracht werden, dass die Ableitung selber als eine
(lineare) Abbildung auf dem Raum der Funktionen angesehen werden kann, d.h.,
% ist eine Abbildung, die der Funktion f die Funktion f’ zuordnet. Die Linearitét
dieser Abbildung folgt aus der Linearitdt der Ableitung:

d df dg
Ist die Ableitungsfunktion f’ selber wieder ableitbar, so kann man auch die

zweite Ableitung von f bilden und schreibt dafiir:

o)

Wihrend man fiir die dritte Ableitung einer Funktion manchmal noch f”
schreibt, kennzeichnet man die hoheren Ableitung meist durch den in Klammern
gesetzten Hochindex n:

fo ey =TI

Ist die physikalische Interpretation des Arguments der Funktion f die Zeit t,
so schreibt man fiir die Ableitung oft:

df@)
T:f(t)-

Entsprechend ist die zweite Ableitung f(t).

Besitzt die Funktion f mehrere Argumente, handelt es sich also um eine Ab-
bildung vom R™ (oder einer offenen Umgebung in R") in die reellen Zahlen, so
kann man die Ableitung von f beziiglich jedes dieser Argumente bilden. Die ande-
ren Argumente werden dabei konstant gelassen. Fiir diese partiellen Ableitungen
[partial derivatives| schreibt man meist:

0 T, .., Tn
f(z ?x Tn) = Oif(x1,m0, ..., 2p) = Oy, f(x1, T2, ..., )

_ hmf(x1,...,xi+h,...,xn)—f(xl,...,xi,...,xn)'
h—0 h

Die Notation
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soll auch andeuten, dass die Ableitung der Grenzwert des Differenzenquotienten
[difference quotient] ist:

df(z) = lim Af() mit Af(z) = f(z + Az) — f(z).

dx Az—0 Az

Unter geeigneten Voraussetzungen lassen sich die Symbole d f und dz wie gewohn-
liche Differenzen A f und Az manipulieren.

1.3.4 Taylor-Entwicklung

Ist eine Funktion f in der Umgebung eines Punktes x beliebig oft ableitbar, so
gilt in dieser Umgebung die Taylor-Entwicklung [ Taylor expansion:

fle+h) = fl@)+ f(@)h+5 f” Z — ™ (@)h" + R(h)
3 %dZZax) " + R(h). (1.3)

R ist hierbei ein Term, der fiir h — 0 schneller gegen null geht als irgendeine
Potenz von h, d.h.:

lim ()

=0 fiir alle n € N.
h—0 h"

A: Die Funktion R(h) = exp(—1/h?) hat die Eigenschaft, dass sie fiir h — 0
schneller verschwindet als jede Potenz von h, und doch ist sie in einer beliebig kleinen
Umgebung von A = 0 von null verschieden.

Insbesondere folgt fiir eine Funktion f, die in der Umgebung von 0 beliebig
oft differenzierbar ist:

o0

fx) = Z f(”()ﬂf"JrR(h)-

nO

Ist R(h) = 0 fiir eine nicht verschwindende Umgebung von h = 0, ist also die
Funktion f(x) eindeutig durch ihre Potenzreihenentwicklung gegeben, so bezeich-
net man die Funktion f(x) als reell analytisch in dieser Umgebung.
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Ist eine Funktion k-mal stetig differenzierbar, so gilt:

k

1

x+h::§:ﬁf (z)h"™ + o(h¥),
n=0

wobel

1.4 Integrale

Auch dieser Abschnitt soll nur die elementaren Begriffe im Zusammenhang mit
Integralen zusammenfassen. Allgemeinere Definitionen von Integralen werden in
der Mathematik im Rahmen der MafStheorie [measure theory| behandelt. Wir be-
trachten im Folgenden meist stetige Funktionen iiber Bereichen der reellen Achse,
allerdings lésst sich der Integrationsbegriff auch auf Funktionen mit Sprungstellen
verallgemeinern, sofern diese Sprungstellen nirgendwo ,,dicht“ liegen.

1.4.1 Definitionen

Definition: Eine Funktion F' : U C R — R heiit Stammfunktion zu einer
Funktion f: U C R — R, wenn gilt:

dF(2)
2 = f(a). (14)

Die Stammfunktion ist eindeutig bis auf eine von x unabhingige Konstante, d.h.,
mit F(z) ist auch F(z) 4 ¢ Stammfunktion von f(z).

Definition: Sei [a,b] C U C R ein Intervall und f : U — R eine stetige
Funktion mit Stammfunktion F', dann bezeichnen wir mit

F'(x)

1:/}uﬂ@:F@—FW) (1.5)

das bestimmte Integral [definite integral] der Funktion f iiber das Intervall [a, b].

Anschaulich entspricht [ der Fliche unter der Funktion f (zwischen dem
Graph von f und der z-Achse) im Intervall [a, b]. Dabei werden Bereiche mit ne-
gativen Werte von f auch negativ berechnet. Wegen der Differenz auf der rechten
Seite von Gl. 1.5 ist das bestimmte Integral unabhéngig von der freien Konstanten
der Stammfunktion und eindeutig.
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Insbesondere folgt:

b
/ T _ ) (@),

Wird das Integral ohne Grenzen angegeben, so spricht man vom wunbestimm-
ten Integral [indefinite integral] iiber die Funktion f und meint damit meist die
Stammfunktion £

Fla) = / dz f(x).

1.4.2 Integrationsregeln

Auch das Integral ist eine lineare Abbildung fiir Funktionen, d.h., es gilt:

/abdx (af(x)+ Bg(x)) = a/abdx flz) + ﬁ/ab d g(z). (1.6)

Allgemeiner gilt fiir stetige Funktionen f, g und h sogar:
b
/ dz h(z)(af(z) + Bg(z)) = / dz h(z)f(xz) + ﬁ/ da h(z (1)

A: Erweitert man den Funktionenraum fiir A geeignet und schriankt gleichzeitig die
Mboglichkeiten fiir f und g ein (auf den Raum so genannter Testfunktionen), so liasst sich
jede lineare Abbildung auf den Testfunktionen als Integral iiber diese verallgemeinerten
Funktionen bzw. Distributionen h schreiben.

Aus der Produktregel folgt:

b T T b b
F090) — faygla) = [ a0 DD Fagpagoy+ [ aw prgo),

bzw.

/dxf'(l’)g(l’)z—/ dz f(x)g'(z) + f(b)g(b) — fa)g(a).  (1.8)

a a

Fiir x = x(y) (lasst sich x also als Funktion eines anderen Arguments y schreiben)

gilt: )
[ s@ac= [ sy |42

wobei a = z(y,) und b = x(y,). Diese Formel beschreibt das Integral bei einer
Variablentransformation.

dy, (1.9)
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Kapitel 2

Vektoren

Die Beschreibung von Bewegungen (die sogenannte Kinematik) bildet einen we-
sentlichen Bestandteil der theoretischen Physik. Demgegeniiber beschéftigt sich
die Dynamik mit den Ursachen der Bewegungen bzw. Bewegungsédnderungen. Zur
Beschreibung einer Bewegung gehort, den Ort eines Teilchens zu jedem Zeitpunkt
angeben zu kénnen. Die moglichen Orte eines Teilchens bilden unseren Anschau-
ungsraum. Dieser Anschauungsraum kann durch den dreidimensionalen Raum R?
beschrieben werden. Dass es sich beim R? um einen Vektorraum handelt, ist eher
ein Zufall. Der Anschauungsraum R? bildet eine Mannigfaltigkeit.

Betrachten wir jedoch die moglichen Geschwindigkeiten eines Teilchens, so
handelt es sich ebenfalls um Elemente eines R®. In diesem Fall betrachtet man
den R? jedoch als einen Tangentialraum an die Mannigfaltigkeit der méglichen
Orte. Dieser Tangentialraum ist immer ein Vektorraum.

Der R? spielt also eine Doppelrolle: einmal als Mannigfaltigkeit der mogli-
chen Orte eines Teilchens, und einmal als Vektorraum der méglichen Geschwin-
digkeiten. Diese Doppelrolle fiihrt oftmals zur Identifikation von Konzepten, die
eigentlich verschiedenen Ursprungs sind. Ein Ziel dieser Vorlesung wird sein, diese
Doppelrolle hervorzuheben und zu betonen, an welchen Stellen die unterschied-
lichen Konzepte auftreten. In diesem Kapitel behandeln wir die mathematische
Struktur des Vektorraums, wobei der R? oftmals als Beispiel herangezogen wird.
In spiteren Kapiteln werden wir uns dem R? als Mannigfaltigkeit widmen.

2.1 Gruppen und Korper

Definition: Eine Gruppe [group) ist eine Menge G zusammen mit einer Abbildung
o:G x G — @G, die folgenden Bedingungen geniigt:

17
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- Assoziativitét [associativity]: fir alle g1, go, g3 € G gilt
(g1092) 093 =g10(g2003) .

- Existenz eines Einselements [unit element]: Es gibt ein Element e, sodass
fiir alle g € G gilt

goe=eog=y.

- Eistenz eines Inversen [inverse element|: Zu jedem g € G gibt es ein Element

g ! € G, sodass

gog 'l=glog=e.

Ist noch die folgende Bedingung erfiillt,

- Kommutativitit [commutativity]: Fiir alle g, g2 € G gilt

g19g2 =G2941,

so bezeichnet man die Gruppe als kommutative Gruppe [commutative group
oder auch Abel’sche Gruppe. Bei einer kommutativen Gruppe schreibt man
fiir o auch héufig +.

Beispiel: die ganzen Zahlen bilden eine Gruppe beziiglich der Addition. Das
Einselement ist die Null e = 0, und zu einer Zahl 2 ist —z das inverse Element.

Definition: Ein Kdrper [field] ist eine Menge K (mit mindestens zwei Ele-
menten) zusammen mit zwei Abbildungen +: K x K — K und - : K x K — K,
sodass folgende Bedingungen erfiillt sind:

- Beziiglich + bildet K eine kommutative Gruppe. Das Einselement wird als
,0¢ bezeichnet. Das zu einem Element z € K inverse Elemente bezeichnet
man oft als —z.

- Beziiglich - bildet K/{0} (die Menge K ohne das Element 0) eine kommu-
tative Gruppe. Das Einselement bezeichnet man als ,,1°.

- Distributivgesetz [distributive law|: Fiir alle a,b,c € K gilt

a-(b+c)=(a-b)+(a-c).
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Beispiel: Die rationalen Zahlen [rational numbers| Q bilden einen Koérper
beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation.

Beispiel: Die reellen Zahlen [real numbers| R bilden einen Korper beziiglich
der iiblichen Addition und Multiplikation.

Beispiel: Die Menge F' = {0,1} bildet einen Korper beziiglich der Addition
modulo 2 (d.h., 1 +1 = 0) und der iiblichen Multiplikation.

A Der wesentliche strukturelle Unterschied zwischen den rationalen und den reellen
Zahlen besteht darin, dass die reellen Zahlen noch wollstindig [complete] sind. Das
bedeutet, dass der Grenzwert jeder Cauchy-Folge von reellen Zahlen auch wieder eine
reelle Zahl ist. Dies gilt nicht fiir die rationalen Zahlen. Es gibt Cauchy-konvergente
Folgen von rationalen Zahlen, deren Grenzwert eine reelle aber nicht rationale Zahl ist.

2.2 Vektorraume

Definition: Ein Vektorraum [vector space] iiber einem Korper K ist eine Menge
V' mit zwei Verkniipfungsregeln [composition rules|,

+:VxV -V und - K xV >V, (2.1)

die folgenden Bedingungen geniigen:
_Beztiglich + bildet V' eine kommutative Gruppe: Fiir drei beliebige Elemente
a,b,ceV gilt:

-,

i+ ((b+3) = (@+b)+¢ Assoziativitét ,

a+b =

S T

+d Kommutativitat .

Es gibt ein Element 0, sodass fiir alle @ € V' gilt:

i+0=0+d=a Existenz eines Eins-Elements,
und zu jedem Element @ € V gibt es ein Element ¢’ = —a mit der Eigenschaft:
i+ (—d)=(-a)+a=0 Existenz eines Inversen .

Fiir die Multiplikation gilt das Assoziativgesetz: Fiir alle a, 5 € K und allead € V
gilt:
a-(f-d)=(ap)-d.
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Auflerdem gelten fiir alle d, b eV und alle a, 3 € K die beiden Distributivgesetze:
a-(@+b)=a-@+a-b und (a+f3)-d=a-a+p-a.
Der Vollstéandigkeit halber ben6tigt man noch:
l-d=a.

Wir werden im Folgenden ausschliellich Vektorrdume iiber dem Korper der
reellen Zahlen betrachten. In der Physik spielen aber auch Vektorrdume iiber dem
Korper der komplexen Zahlen eine wichtige Rolle. Ahnlich wie bei der Multipli-
kation reeller Zahlen ldsst man den Punkt - fiir die Multiplikation eines Vektors
mit einer reellen Zahl meist weg.

2.2.1 Beispiel 1: Verschiebungen in einer Ebene

Bekannt ist die Darstellung von Vektoren als , Aquivalenzklasse von Pfeilen® in
einer Ebene. Zwei Pfeile gelten dabei als dquivalent, wenn sie dieselbe Richtung
und dieselbe Liange haben. Es kommt also nicht auf den ,, Angriffspunkt“ des Pfei-
les an und wir kénnen als Repriisentanten einer solchen Aquivalenzklasse immer
einen Pfeil mit einem geeigneten Angriffspunkt withlen. Eine solche Aquivalenz-
klasse kann man auch als (globale) Verschiebung in einer Ebene interpretieren:
Jedes Element der Ebene wird in Richtung des Pfeils um die Linge des Pfeils
verschoben.

Die Addition zweier Vektoren wird iiblicherweise iiber das so genannte Vek-
torparallelogramm (im Fall von Kréften auch als Krdfteparallelogramm bekannt)
definiert. Der Null-Vektor 0 entspricht dem Pfeil der Lénge 0, d.h. keiner Ver-
schiebung. Die Multiplikation mit einer reellen Zahl entspricht einer Skalierung
der Lange des Vektors um diese Zahl, die Richtung bleibt unveréndert. Die Vek-
torraumaxiome lassen sich fiir dieses Beispiel leicht verifizieren.

2.2.2 Beispiel 2: n-Tupel von Zahlen

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir einen Vektorraum bilden die n-Tupel reeller
Zahlen: A
V={(z", 2% ...,2")|z" € R}.

Die einzelnen Zahlen z° bezeichnet man auch als die Komponenten [components|
des Vektors. Im Rahmen einer Konvention, die sich als sehr sinnvoll erwiesen
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hat, schreibt man die Indizes der Komponenten eines Vektors meist nach oben.
(Lediglich im Falle des so genannten kartesischen Skalarprodukts, das wir spéter
verwenden werden, spielt die Stellung der Indizes keine Rolle. Die Griinde und
die Zusammenhénge werden spéter noch erlduert.) Eine Verwechslung von der
Komponente x' mit der Potenzierung der Zahl x zur i-ten Potenz sollte in der
Praxis ausgeschlossen sein. Im Zweifelsfall schreibt man beispielsweise (2%)* um
das Quadrat der i-ten Komponente auszudriicken.

Die Addition von Vektoren sowie die Multiplikation mit einer reellen Zahl sind

komponentenweise definiert:

(‘r17'r27"’7‘rn>+(y17y27"‘7yn) = (‘r1+y17$2+y27"'7a}n+yn)

a-(xh 2%, .., 2") = (ax',a2®,... ax™).

Auch hier lassen sich die Vektorraumaxiome leicht iiberpriifen.

2.3 Dimension, Basis, lineare Unabhingigkeit

Definition: Ein Satz von Vektoren {;}i—1. . (@ # 0) heiBt linear unabhdingig
[linearly independent], wenn aus

i Q' =0 (2.2)
=1

folgt: a® = 0 fiir alle ¢ = 1, ..., n. Andernfalls heiBen die Vektoren linear abhingig
[linearly dependent].

Definition: Die maximale Zahl n, sodass es n linear unabhéngige (nicht-ver-
schwindende) Vektoren gibt, bezeichnet man als die Dimension [dimension| des
Vektorraums.

A: Wir werden im Folgenden nur Vektorrdume betrachten, deren Dimension endlich
ist. Es gibt auch Vektorrdume mit unendlicher Dimension, wobei man noch zwischen
abzihlbarer und iiberabzihlbarer Dimension unterscheiden muss. Auf die Besonderhei-
ten unendlich dimensionaler Vektorrdume gehen wir hier nicht nidher ein, obwohl einige
dieser Konzepte im Zusammenhang mit der Quantenmechanik von grofler Bedeutung
sind.

Fiir einen Vektorraum der Dimension n bilden je n linear unabhéngige Vekto-
ren {€;} eine Basis [basis]. (Bei der Durchnummerierung der Basisvektoren setzt
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man die Indizes nach unten.) Jeder Vektor & € V' lésst sich als Linearkombination
dieser Basis schreiben:

7= Zn: T'E; . (2.3)
i=1

Die n + 1 Vektoren {€;} plus Z miissen nédmlich linear abhéngig sein. Daher gibt
es einen nicht identisch verschwindenden Satz reeller Zahlen o, {a’} mit

a7 + E a'e; =0.
i

a” kann nicht 0 sein, da die Vektoren {¢;} eine Basis bilden sollen und somit
linear unabhingig sind. Also kann man obige Gleichung durch o dividieren und
definiert: ' = —a'/a’. Wiederum bezeichnet man die {z'} als die Komponenten
des Vektors & beziiglich der Basis {¢;}.

Hat man zwei Vektoren Z und ¥ in der Basis {€;} ausgedriickt,

=) a'c ud  §=y'e,
i

2

so folgt fiir die Summe der beiden Vektoren:

f+§=2(mi+yi)€i.

7

Hat man sich einmal auf eine feste Basis {€;} geeinigt, ldsst sich somit jeder Vektor
als n-Tupel seiner Komponenten ausdriicken und wir erhalten den Vektorraum
aus Beispiel 2.

2.4 Der duale Vektorraum

Eine Abbildung w : V' — R bezeichnet man als linear, wenn fiir alle o, 8 € R
und alle 7,y € V gilt:

w(aF + ) = aw(#) + Bw(7) (2.4)

Fiir zwei lineare Abbildungen w; und ws koénnen wir durch folgende Vorschrift
eine Addition sowie eine Multiplikation mit reellen Zahlen definieren:

(w1 + Pws) (%) = aw1(Z) + Pws(T) fir alle ¥ € V.
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Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass diese Definition die Menge der linea-
ren Abbildungen von V' in R zu einem Vektorraum macht. Diesen Vektorraum
nennt man den Dualraum [dual space] zu V und bezeichnet ihn mit V*.

Die Anwendung eines Elements w € V* auf ein Element & € V, also w(Z),
bezeichnet man auch als inneres Produkt [inner product] von w mit 7.

Ein einfaches Beispiel einer linearen Abbildung von einem Vektorraum in den
zugrundeliegenden Korper (und gleichzeitig ein Beispiel, aus dem sich der allge-
meine Fall zusammensetzen lésst) ist die Abbildung, die jedem Vektor beziiglich
einer vorgegebenen Basis eine bestimmte Komponente - beispielsweise die i-te
Komponente - zuordnet.

Wegen der Bedingung (2.4) ist ein Element w € V* eindeutig gegeben, wenn
seine Anwendung auf die Basisvektoren von V' bekannt ist:

w (Z xé’) = inw(a). (2.5)

Die n Zahlen w; = w(é€;) legen das Element w somit eindeutig fest. Man kann
sich nun leicht davon iiberzeugen, dass V* dieselbe Dimension wie V' hat.

Ist fiir V eine Basis {€;} gegeben, so kann man fiir V* eine ausgezeichnete
Basis {€'} durch die folgende Vorschrift definieren:

w(7)

ge; = 6]' = { 0 sonst (26)

Das Symbol 5; bezeichnet man als Kronecker-6. Die so definierte Basis im Dual-
raum bezeichnet man als duale Basis [dual basis)].

2.4.1 Index-Schreibweise und Summenkonvention

Wir haben die Indizes zur Nummerierung der Basisvektoren eines Vektorraums
V' nach unten gesetzt - {€;} - und die Indizes der Komponenten eines Vektors
in dieser Basis nach oben: ¥ = Y, 2'¢;. Fiir den dualen Vektorraum V* gilt die
umgekehrte Konvention: Die Indizes zur Nummerierung der dualen Basis {&'}
wurden nach oben gesetzt, wihrend wir die Indizes der Komponenten einer linea-
ren Abbildung w in dieser Basis nach unten schreiben: w = Y, w;e’. Wenden wir
die Abbildung w auf einen Vektor & an, so folgt:

w(Z) = (Z wi€i> (Z xj€j> = Zwixj e'(ej) = Zwiij» = szxl
i j ij ij i
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(Zur Uberpriifung schreibe man sich diese Beziehung fiir den Fall n = 3 explizit
hin und verwende die bisher angefiithrten Regeln.)

Man erkennt, dass ein Index, iiber den summiert wird, immer zweimal auf-
tritt - einmal oben und einmal unten. Bei einer konsequenten Einhaltung der
Schreibweise muss das auch immer so sein, daher verwendet man oft die folgende
FEinstein’sche Summenkonvention: Tritt ein Index einmal oben und einmal unten
auf, so ist iiber ihn zu summieren. Mit dieser Summenkonvention wiirde obige
Gleichung folgendermafien aussehen:

w(#) = (Wie") (278)) = wia €'(&)) = wial§) = wia'

Wenn ein Index auf einer Seite einer Gleichung nur einmal auftritt (und es wird
nicht iiber ihn summiert), so muss er auch auf der anderen Seite der Gleichung
auftreten, und zwar an derselben Stelle (oben bzw. unten). Als Beispiel bestimmen
wir die lineare Abbildung, die jedem Vektor die i-te Komponente zuordnet. Diese
Abbildung ist durch das entsprechende Element der dualen Basis gegeben:

e'(f) = €'(ale;) = 2’ €'(&;) = /5, = 2.

Die Summenkonvention ist in der allgemeinen Relativitiatstheorie von grofer
Bedeutung. In Kap. 6 werden wir im Zusammenhang mit den Ableitungen von
Feldern einige Identitdten verwenden, deren Beweis ohne die Summenkonvention
oft recht aufwendig ist.

Abschlieflend soll noch vermerkt werden, dass man die Elemente von V' in
Komponentenschreibweise oft als Spaltenvektor [column vector] schreibt, wihren
die Elemente von V* in Komponentenschreibweise als Zeilenvektor [row vector]
geschrieben werden:

8y
[2

w = (W1,Wa,...,Wp) -

Fiir die Anwendung von w auf 7 gilt dann , Linke Zeile multipliziert rechte Spal-
te“:

W) = (w,wa,...,wn) | . | =wiz! +wez® + .. wua™
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2.5 Das Skalarprodukt

Definition: Eine Abbildung g(,) : V x V — R heifit Skalarprodukt [scalar pro-
duct] (oder auch inneres Produkt [inner product]) auf einem Vektorraum V| wenn
fiir alle Vektoren 7, ¥, 7 gilt:

9(%,y) = gy, 7T) Symmetrie
9@, ay+ p2) = ag(Z,9)+ Bg(Z,2) Bilinearitét .
Gilt auBerdem ¢(Z, Z) > 0 fiir alle & # 0, so bezeichnet man das Skalarprodukt als
positiv definit und nicht entartet [non-degenerate]. Ein positives, nicht entartetes
Skalarprodukt nennt man auch manchmal eine Metrik [metric]. Der Grund ist,
dass die Definition

die Bedingungen einer Metrik erfiillt, also:

d(z,y) > 0 Positivitét
dz,y) = 0 = =y
d(Z,y) = d(y,7) Symmetrie
d(Z,9) +d(y,2) > d(Z,7Z) Dreiecksungleichung .

A: Allgemeiner heifit ein Skalarprodukt nicht entartet, wenn aus g(Z, y) = 0 fiir alle
y € V folgt, dass & = 0. Ist g(#,Z) > 0 fiir alle Z € V, so ist das Skalarprodukt nicht
entartet, wenn das Gleichheitszeichen nur fiir £ = 0 angenommen wird.

Wegen der Symmetrie des Skalarprodukts gilt die Linearitdt auch im er-
sten Argument (daher auch die Bezeichnung Bi-linearitét: das Skalarprodukt ist
beziiglich beider Argumente linear):

9(aZ + 0y, 7) = ag(Z, 2) + Bg(¥, ) . (2.7)
Ganz allgemein kann man daher schreiben (Summenkonvention!):
9(Z,7) = g(2'€, /&) = 2"y (€, &) = 'y g;; - (2:8)

Hierbei wurde definiert:
9ij = 9(€, €;). (2.9)
Die Symmetriebedingung bedeutet:

9ij = Yji - (2.10)
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Aus der Positivitét,

Zgijmixj >0 fiir beliebige {z'} (¥ # 0), (2.11)
ij

folgt, dass die Diagonalelemente positiv sein miissen:
gi; > 0 fiir alle 7.

Die Einschréankungen an die nicht diagonalen Elemente sind (abgesehen von der
Symmetrie) weniger einfach.
Als , Lange“ eine Vektors definiert man:

7| = /9@, 7). (2.12)

Wir haben das Skalarprodukt als eine Abbildung von g : V' xV — R definiert.
Ein solches Skalarprodukt erlaubt aber auch die Definition einer Abbildung ¢ :
V' — V* nach folgender Vorschrift: Das Element ¥ € V' wird abgebildet auf das
Element g(Z) € V*, sodass fiir alle y € V' gilt:

g(D)(y) = 9(Z,7) . (2.13)

Auf der linken Seite dieser Definitionsgleichung steht ein Element des Dualraums
— g(¥) € V* — angewandt auf einen Vektor ¢ € V. Auf der rechten Seite
steht das Skalarprodukt angewandt auf zwei Vektoren in V. Ausgedriickt in der
kanonischen Basis von V* (also € (€;) = ¢7) folgt fiir die Komponenten von g(Z):

g(¥); = Zgijxj . (2.14)

Mithilfe des Skalarprodukts kann man also Indizes ,,von oben nach unten ziehen.
Oftmals schreibt man vereinfacht:

9()i = ;. (2.15)

Bei dieser Schreibweise wird nochmals deutlich, weshalb die Unterscheidung zwi-
schen oben und unten stehenden Indizes im Allgemeinen so wichtig ist.

Die Nicht-Entartetheit des Skalarprodukts bedeutet, dass die Abbildung g :
V' — V* bijektiv und damit eindeutig umkehrbar ist. Es gibt also eine Abbildung
g t:V* =V, sodass g7' o g = 1, oder ausgedriickt in der Indexschreibweise:

S (7)) gy =0t (2.16)

k
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Vereinfacht schreibt man meist:
() =",

Mithilfe dieser inversen Abbildung lassen sich , Indizes von unten nach oben zie-

g @) = Y g (2.17)
J

hen*:

A: Gerade diese letzten Bemerkungen gelten in dieser Form nicht mehr fiir Vek-
torrdume mit unendlich vielen Dimensionen. Der duale Vektorraum kann dort ,,mehr*
Elemente enthalten als der Vektorraum selber.

2.6 Tensoren

Wir haben gesehen, dass die Elemente des Dualraums zu einem Vektorraum V
aus den linearen Abbildungen von V' in die reellen Zahlen bestehen, w : V' — R.
Das Skalarprodukt ldsst sich auffassen als bilineare Abbildung von V' x V' in die
reellen Zahlen, g : V x V — R, oder auch als lineare Abbildung von V' in seinen
Dualraum, g : V — V*. Umgekehrt lisst sich g~! als lineare Abbildung von V*
nach V' oder auch als bilineare Abbildung von V* x V* — R auffassen.

Ganz allgemein bezeichnet man multilineare Abbildungen von kartesischen
Produkten von V' und/oder V* in die reellen Zahlen oder auch in kartesische
Produkte von V' und/oder V* als Tensoren [tensors|. Betrachten wir als Beispiel
eine Abbildung T:VxVxV —R.Die Abbildung T ordnet also drei beliebigen
Vektoren aus V eine reelle Zahl zu. Die Multilinearitit bedeutet dabei, dass T in
allen drei Argumenten linear ist, also fiir alle Z;,7;, Z; € V und alle o, 8 € Real
gilt:

T(aZ) + BTy, ¥, 2) = oT(&,,2) + BT(Zs, ¥, ?)
T(Z, oy + B2, 2) = oT(Z, 4, 2) + BT(T, i, ?)
T(Z,y, a% +p7) = oI(Z,y,2)+PI(Z.7, 7).
Wegen der Multilinearitét liegt die Abbildung T bereits eindeutig fest, wenn ihre
Wirkung auf die Basisvektoren gegeben ist, wenn also die Werte

Ty = T(€;, €}, €x) (2.18)
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bekannt sind. In Komponentenschreibweise kann man daher auch schreiben:

r T(Z,y,2) = Zkaxiyjzk. (2.19)
ijk

Hétte man andererseits eine bilineare Abbildung 7" : V x V' — V gegeben,
So konnte man das Bild zweier Vektoren T'(Z, ) wieder nach den Basisvektoren
entwickeln und erhielte:

ZT Zx” MT(€}, er)’ ZT WTIyrE; . (2.20)

ijk ijk

Die Abbildung T lasst sich beziiglich einer Basis in V' also durch die Komponenten
T";;, charakterisieren.

Andererseits kann man 7" auch als Abbildung von V* xV xV — R auffassen.
Dazu definiert man fiir w € V* und Z,y € V:

T(w> fa 37) = W(T(fa 37)) ’

Sowohl T als auch T bezeichnet man als Tensoren dritter Stufe. Allgemeiner
heifit eine multilineare Abbildung 7" von einem m-fachen kartesischen Produkt
von V und/oder V* in ein n — m-faches kartesisches Produkt von V' und/oder V*
als Tensor n-ter Stufe.

2.7 Der euklidische Vektorraum

Einen Vektorraum mit einem positiv definiten Skalarprodukt bezeichnet man
auch als euklidischen Vektorraum [Euclidean vector space]. Wir werden im Fol-
genden ein spezielles Skalarprodukt wihlen, das man manchmal als kartesisches
Skalarprodukt bezeichnet, und einige bekannte Tatsachen aus der Geometrie der
Ebene oder des dreidimensionalen Raumes herleiten und verallgemeinern. Aufler-
dem werden wir speziell fiir den dreidimensionalen Vektorraum das so genannte
Vektorprodukt (oder auch Kreuzprodukt) sowie das Spatprodukt betrachten.

2.7.1 Das kartesische Skalarprodukt

Das kartesische Skalarprodukt hat folgende Form:

9(Z,7) = 67"y =z’ = vyt + 2%y* + 2PyP +. (2.21)
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Da, etwas lax gesprochen,

. j f.. . — .
T, =1 ( genauer r; = { g Sg;gt J ) ,

spielt es fiir die konkreten Zahlenwerte der Komponenten keine Rolle, ob die
Indizes unten oder oben geschrieben werden. Trotzdem empfiehlt es sich, bei
allgemeinen Rechnungen die Indexkonvention beizubehalten.

Statt der umsténdlichen Notation g(Z,%) kennzeichnen wir das karthetische
Skalarprodukt in Zukunft einfach durch einen , Multiplikationspunkt®:

9(Z,y) =7-y.

Setzen wir x = y so folgt:

11

A== (') 4+ ()P (@34, (2.22)

In diesem Ausdruck erkennen wir den euklidischen Abstand des Punktes
(x', 22,23, ...) vom Urspung wieder bzw. die Linge der Verbindungslinie & vom

Ursprung zum Punkt (2!, 2% 23, ...). Wir schreiben auch oft:
7 =z =VZ 7.
Wir berechnen nun
@—9?=@T -9 Ty =2"+y* 277 (2.23)

Die Vektoren 7, y und 2’ = & — ¢/ bilden die Seiten eines Dreiecks, und nach obiger
Formel gilt:
P =14y’ —2F7. (2.24)

Durch Vergleich mit dem allgemeinen Kosinus-Satz der Trigonometrie konnen wir
daher folgern:
Ty = |Z||g] cosy, (2.25)

wobei v der von den Vektoren 7 und ¥ eingeschlossene Winkel ist.

Uber das Skalarprodukt kénnen wir also sowohl die Linge eines Vektors be-
stimmen als auch den Winkel, der von zwei Vektoren eingeschlossen wird. Insbe-
sondere gilt fiir zwei Vektoren, die beide vom Nullvektor verschieden sind (fiir die
also gilt |Z] # 0 # |9]):

T-y=0 & ~v=90°. (2.26)
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Zwei Vektoren, fiir die das Skalarprodukt verschwindet, stehen somit senkrecht
aufeinander.

Ist das Skalarprodukt - gegeben, so kann man eine Basis konstruieren, die
folgende Bedingungen erfiillt:

€ - € = 0ij -

Die Basisvektoren haben alle die Lénge 1 (es handelt sich um so genannte Ein-
heitsvektoren [unit vectors|), und stehen jeweils senkrecht aufeinander. Eine solche
Basis bezeichnet man auch als Orthonormalbasis. Fiir den R? bietet sich daher
folgende Basis an:

1 0 0
61: 0 ) _’2: 1 ) é)3: 0
0 0 1

Diese Basis bezeichnet man auch manchmal als die kanonische Basis [canonical
basis].

2.7.2 Das Kreuzprodukt

Wihrend die bisherigen Uberlegungen unabhingig von der Anzahl der Dimensio-
nen waren, betrachten wir nun eine Struktur speziell fiir einen dreidimensionalen
Vektorraum. Es gibt zwar Verallgemeinerungen fiir beliebige Dimensionen, doch
der in der Physik haufigste Fall bezieht sich auf den dreidimensionalen euklidi-
schen Vektorraum.

Wir betrachten den dreidimensionalen Vektorraum R?, dargestellt durch Tri-
pel reeller Zahlen R? ~ {(z!, 2% z3)|2* € R}. Auf diesem Raum definieren wir
eine Abbildung, die zwei Vektoren wieder einen Vektor zuordnet,

x:R3*x R* — R?,
nach folgender Vorschrift:

21 Yl 223 — 13y?
22 | x| | = | —2WPrayt | (2.27)
3 % 2ly? — o2yl

Drei Eigenschaften dieses Kreuzprodukts (manchmal auch Vektorprodukt oder
dufSeres Produkt genannt) zweier Vektoren lassen sich leicht tiberpriifen:

T XYy —(y x @) Antisymmetry
Ix(Y+72) = (xy)+(@x2) Bilinearitét
Fx(0f) = afF %)
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Aus der Antisymmetrie folgt unmittelbar:
TxT=0.

Das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selber verschwindet somit. Wegen der
Linearitat bedeutet dies, dass auch das Kreuzprodukt zweier kolinearer Vektoren
(d.h., ¥ = af) verschwindet. Auflerdem impliziert die Antisymmetrie, dass das
Kreuzprodukt auch im ersten Argument linear ist.

Um ein Gespiir fiir das Kreuzprodukt zu erhalten, betrachten wir zwei Vek-
toren & und 7, die in der 1-2-Ebene des R? liegen, deren 3-Komponenten also
verschwinden. Dann folgt:

x! y? 0
2 | x| 2 = 0 : (2.28)
0 0 x1y2 _ 1.21/1

Der Vektor & x i besitzt nur eine 3-Komponente, steht also senkrecht sowohl
auf ¥ als auch auf y. Bezeichnen wir mit o den Winkel, den & mit der z-Achse
einschlieft und mit 5 den Winkel, den ¢ mit der z-Achse einschlieft, so gilt:

2t = |T|cosa , 2 = |T|sina , y' = |F|cos B, y* = |7]sinp.
Damit erhalten wir:
vry? — 2?y* = |Z||7](cos asin B — cos Bsina) = |Z||if] sin(B — a) .

Der Winkel v =  — « ist wieder der von & und ¢ eingeschlossene Winkel. Damit
folgt:

x! y? 0
2?2 x| 2 = 0 : (2.29)
0 0 |Z[|] siny

|Z]|7] siny ist gleich der Fliche, die von den beiden Vektoren aufgespannt wird.

A: Dieses Beispiel zeigt auch, wie sich das Kreuzprodukt fiir zweidimensionale Vek-
toren definieren lédsst. Das Ergebnis ist in diesem Fall allerdings nicht wieder ein Vektor,
sondern einfach eine Zahl — die Fldche des von den beiden Vektoren aufgespannten
Parallelogramms.

Dieses Ergebnis ldsst sich zu folgender Aussage verallgemeinern: Das Kreuz-
produkt zweier Vektoren & und ¥ ist ein Vektor, der senkrecht auf der von & und
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y aufgespannten Ebene steht, und dessen Betrag gleich der Fliche des von & und
i aufgespannten Parallelogramms ist.

Aus dieser Darstellung folgt auch nochmals fiir zwei nichtverschwindende Vek-
toren Z und y:

Ixy=0 < ~v=0°oder~y=180°,

d.h., die beiden Vektoren sind kolinear.

Die Richtung des Vektors & x g, fiir die nach obiger Aussage immer noch
zwei Moglichkeiten in Frage kommen, ldsst sich nach der , Rechte-Hand-Regel®
bestimmen: Spreizt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand,
sodass sie (mehr oder weniger) senkrecht aufeinander stehen, und zeigt der Dau-
men in die Richtung von 7 und der Zeigefinger in die Richtung von 3, so zeigt
der Mittelfinger in die Richtung von ¥ x 3.

Das Kreuzprodukt erlaubt es somit, die von zwei Vektoren aufgespannte
Fléche zu berechnen (gleich dem Betrag des Kreuzprodukts der beiden Vekto-
ren), oder auch zu zwei linear unabhéngigen Vektoren einen dritten Vektor zu
konstruieren, der senkrecht auf den beiden Vektoren steht.

Fiir die kanonische Basis gilt:

— — —

51)(52:63 ,52)( 3251 s 3X€1:€2. (230)

2.7.3 Der eTensor

Wie wir geschen haben, ist das Kreuzprodukt im R? eine bilineare Abbildung
von R? x R? in den R?. Damit ist das Kreuzprodukt ein Tensor dritter Stufe.
Diesen Tensor bezeichnet man auch als e-Tensor.

Ausgedriickt in einer Basis des R? lisst sich der e-Tensor durch seine Kom-
ponenten ¢ ;, ausdriicken. Jeder dieser Indizes kann die Werte 1, 2 oder 3 an-
nehmen. (Wir schreiben die Indizes zwar nach oben bzw. unten, wie es der kor-
rekten Schreibweise entspricht, allerdings unterscheiden sich fiir das kartesische
Skalarprodukt, das wir im Folgenden verwenden werden, die Komponenten der
e-Tensoren fiir unterschiedliche Indexstellungen nicht.) Der e-Tensor ist durch
folgende Vorschrift definiert:

A 0 wenn zwei der Indizes gleich sind
€= 1 wenn die drei Indizes zyklisch angeordnet sind (2.31)
—1 wenn die drei Indizes anti-zyklisch angeordnet sind
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Es gilt also:

1 2 3
€93 =€ =€ = 1
2 _ 1 _ 3 _
€3 =€g =€y = —1
i _
sonst €, = 0.

Mit dieser Definition lésst sich das Kreuzprodukt in Komponenten schreiben:
(@xg) =) ey’ (2.32)
j.k

Als Beispiel betrachten wir die erste Komponente, also i = 1:

(@ x 9 = Z eljkxjyk~
j.k
Beziiglich der Indizes j und k gilt die Summenkonvention, {iber diese Indizes ist
also jeweils von 1 bis 3 zu summieren. Allerdings verschwindet der e-Tensor, wenn
zwei der Indizes gleich sind, insbesondere also wenn j oder k gleich 1 ist, oder
wenn j gleich k ist. Damit bleiben nur noch zwei Moglichkeiten iibrig: ¢ = 2,
j=3sowiet =3, =2

S0 a1 1 2.3 1 32
(T X Y)" = €927y + € 3007y~ .

Beim ersten Term auf der rechten Seite sind die Indizes in zyklischer Reihenfolge,
also €'y3 = 1, beim zweiten Term sind sie antizyklisch, also €'3, = —1. Damit
erhalten wir das bekannte Ergebnis:

(Z x i)t = 2%y — %>, (2.33)

Die Beziehungen aus Gl. 2.30 lassen sich nun in einer geschlossenen Form
ausdriicken: '
€ X € = € 1.6
(wobei im Prinzip iiber 7 zu summieren ist, allerdings gibt es nur einen Wert fiir
i, der zu dieser Summe beitragt, wenn j und k festgelegt wurden.)

A: Es gibt auch einen e-Tensor fiir zweidimensionale Vektoren. Dieser Tensor hat
zwei Indizes, die dabei die Werte 1 und 2 annehmen:

0 firi=y
€5 = 1 firi=1und j =2
-1 firi=2und j=1
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Fiir zweidimensionale Vektoren ist das Kreuzprodukt eine Zahl und es gilt:

IxXy= g €jr'y’ = oly? — 2%yt
.3

Wir kénnen uns nun auch nochmals mithilfe des e-Tensors iiberlegen, weshalb
das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selber verschwindet. Es gilt:

(& x ©)" = Zeijkxjxk .

j7k

Der e-Tensor ist ,total antisymmetrisch®, d.h., die Vertauschung zweier Indizes
erwirkt ein Minuszeichen:

Andererseits ist der Ausdruck 272 symmetrisch in den beiden Indizes:

ek =2kl

Die Verkiirzung zweier Indizes (Summation tiber j und k) bei einem Produkt von
einem symmetrischen und einem total antisymmetrischen Objekt ist aber immer
null, da z72* — 2¥27 = 0. Natiirlich hitten wir dieses Ergebnis wesentlich einfa-
cher ableiten kénnen, da offensichtlich die rechte Seite von Gl. 2.33 verschwindet,
wenn T = y. Das obige Argument tritt aber sehr hdufig bei Berechnungen im
yIndexkalkiil“ auf, unabhéngig vom speziellen e-Tensor: Wird iiber zwei Indizes
summiert und ist der eine Term in diesen beiden Indizes symmetrisch und der
andere Term antisymmetrisch, so verschwindet das Produkt.

2.7.4 Das Spatprodukt

Das Spatprodukt ist eine Kombination aus Skalarprodukt und Vektorprodukt, bei
dem drei Vektoren miteinander multipliziert werden. Fiir drei Vektoren Z, ¢/ und
7 gilt:

Vol(Z,4,2) =2 - (§ x 2), (2.34)
wobei Vol(Z, 7, Z) das (orientierte) Volumen des von den drei Vektoren 7, ¢ und
Z aufgespannten Parallelepipeds ist. Das orientierte Volumen ist positiv (gleich
dem gewohnlichen Volumen), wenn die drei Vektoren der ,,Rechte-Hand-Regel®
geniigen, andernfalls ist das Volumen negativ (gleicher Betrag wie das gewohnli-
che Volumen).
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Diese Beziehung kann man sich aus folgender Uberlegung verdeutlichen:
T-(y x 2) = |7||g x Z] cos,

wobei v der Winkel zwischen einem Vektor senkrecht zu der von ¢ und 2" aufge-
spannten Ebene und dem Vektor 7 ist. Daher folgt:

- |Z|cos~y ist gleich der Komponente von Z senkrecht zu der von ¢ und Z
aufgespannten Flache, also gleich der ,,Hohe* von & iiber dieser Flache,

- |Z x ¢ ist gleich dem Betrag der von ¥ und ¥ aufgespannten Fliche.

Der Betrag der Grundfliche multipliziert mit der Hohe ergibt die Fléche des
Parallelepipeds.
Aus der expliziten Darstellung,

1,3.2 2,13 3,12

T (§x 2) =2y’ —aly’s + 2y’ —a?y's’ 4 2%yt — 2ty

kann man auch leicht die zyklische Symmetrie des Spatprodukts ableiten:

F(fxD =7 @Fx§) =i (Fx 7).

In Indexschreibweise hat das Spatprodukt die Form:
Vol(Z,7,2) = &-(JxZ2) =002 (§x 2) = mieijkyjzk = eijkxiyjzk.

(Summenkonvention!)

A: Diese Formel kann man auch zum Ausgangspunkt fiir eine Definition des e-
Tensors machen, die nicht mehr vom kartesischen Skalarpodukt abhéngt: Fiir einen
d-dimensionalen Vektorraum V' ist der e-Tensor als eine total antisymmetrische multi-
lineare Abbildung € : V' x V x ... x V' — R (d-faches kartesisches Produkt) definiert,
die den d Vektoren das von ihnen aufgespannte Volumen zuordnet.

2.7.5 Determinanten

In Komponentenschreibweise kann man d linear unabhingige Vektoren des R?
auch in Form einer d x d Matrix M schreiben:
1 1
x 1 ‘r 2 DY x d
2 2 2
m 1 x 2 DERIY x d

n n
xl ’:CQ DY ’Id
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(Entsprechend unserer Konvention nummeriert der untere Index die Vektoren,
der obere Index die Komponenten der Vektoren.) Die Matrix M beschreibt eine
lineare Abbildung, welche die Basiselemente ¢; auf die Vektoren &; abbildet. Das
von den d Vektoren aufgespannte Volumen bezeichnet man auch als die Determi-
nante [determinant] der Matrix M:

11 1
:E 1 :L‘ 2 ... :L’ d
- - a? a2y
Vol(Z1,...,%) =det M = (2.35)
n n d
:L‘ 1 :E 2 ... l’ d

Wie wir gesehen haben, gilt in zwei bzw. drei Dimensionen:

1 1
T T
1 2 _ 1 .2 1,2
22 22 = T Tl
1 2
1 1 1
Tt s 1.2 .3 1.2 .3 1.2 .3 1.2 .3
2 2 2 —
3 3 3

T Ty T3

1.2 .3 1.2 .3
+ 132717 — T3 .

A: Die allgemeine Regel zur Auswertung der Determinante kann man in folgender
Formel zusammenfassen:

det M = Z(fl)‘plxlplﬁpzx?’ps . .:cdpd ,
P

wobei iiber alle Permutationen p mit p(1,2,3,...,d) = (p1,p2,ps,-..,pq) der Indizes

zu summieren ist. Eine Permutation, die durch eine gerade Anzahl von paarweisen

Vertauschungen aus der normalen Reihenfolge (1,2,3,...,d) hervorgeht, bezeichnet

man als gerade (fiir sie gilt (—1)/?l = 1), anderenfalls als ungerade ((—1)"l = —1). Der

d-dimensionale e-Tensor ist gerade durch obige Summe definiert:

_ 1,2 d
det M = E €p1pa-pal p1 L py L py s
P1,P25-5Pd
bzw.
0  wenn zwei Indizes gleich sind
€pipapg = § 1 wenn die Sequenz pi,po,...,pq eine gerade Permutation ist

—1 wenn die Permutation ungerade ist
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Die Determinante gibt unter anderem an, ob die d Vektoren {Z;} linear un-
abhéngig sind oder nicht. Das von linear unabhéngigen Vektoren aufgespannte
Volumen ist von null verschieden, wohingegen das Volumen zu d linear abhéngi-
gen Vektoren verschwindet. Die Determinante einer d x d Matrix verschwindet
also genau dann nicht, wenn der Bildraum der Matrix wieder der gesamte Vek-
torraum ist (die Abbildung also bijektiv ist), andernfalls ist die Determinante
null.
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Kapitel 3

Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Abbildungen von einem Vektorraum
V in einen Vektorraum W, wobei wir auch oft W = V wihlen. Diese Abbildungen
sollen die besonderen Eigenschaften von Vektorrdumen unveréndert lassen, was
uns zu so genannten linearen Abbildungen [linear mappings| fithren wird. Die-
se besitzen eine Darstellung in Form von Matrizen [matrices|. Spezielle lineare
Abbildungen wie das Skalarprodukt haben wir schon im letzten Kapitel kennen-
gelernt.

3.1 Lineare Abbildungen
Definition: Eine Abbildung A : V' — W heif3t linear, wenn gilt:
Ao + B7) = aA(F) + BA). (3.1)

Fiir # € V ist also A(Z) € W. Die beiden Vektorrdume V und W miissen dabei
nicht dieselbe Dimension haben. Im Folgenden sei d,, die Dimension von V' und
d,, die Dimension von W.

Da sich jeder Vektor # € V nach einer in V' gewéhlten Basis {é;} entwickeln
ldasst, und wegen der Linearitdt von A gilt

Aztey + 226 +..) = 2 AE) + 22 A(E) + ...,

ist die Abbildung A bereits eindeutig gegeben, wenn die Bilder der Basisvektoren
bekannt sind, also wenn {A(€;)} bekannt ist. Ist andererseits {f;} eine Basis von

39
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W, so konnen wir jeden Vektor in W, inbesondere auch die Vektoren {A(é;)},
nach dieser Basis entwickeln:

A(é’l) = A11]?1+A21f?2+1431ﬁ;+
Aley) = A12f1 + A22f2 + A32f3 + ...
Ales) = A13f1+A23f2+A33f3+~~

oder in einer Gleichung zusammengefasst:
AE) =S40 f;. (3:2)
J

(Auch hier hétten wir natiirlich wieder die Summenkonvention verwenden koénnen,
doch in diesem Kapitel werden wir in den meisten Fallen die Summationen explizit
schreiben.) Die Stellung der Indizes ergibt sich aus folgender Regel:

- Beziiglich eines oberen Index transformiert sich die Matrix wie die Kompo-
nenten eines Vektors (kontravariant). Ein oberer Index wird beispielsweise
kontrahiert mit den Komponenten eines dualen Vektors oder mit den Ba-
sisvektoren eines Vektorraums.

- Entsprechend transformiert sich eine Matrix beziiglich eines unten stehen-
den Index wie die Basisvektoren eines Vektorraums (kovariant). Ein unten
stehender Index wird beispielsweise mit den Komponenten eines Vektors
kontrahiert.

- Der rechts stehende Index bezieht sich auf den Urbildraum der Abbildung.

- Der links stehende Index bezieht sich auf den Bildraum der Abbildung.

Die Zahlen A7, bezeichnet man als die Matrizelemente [matriz elements] der
Abbildung A. Man beachte, dass der Index j dabei von 1 bis d,, (der Dimension
von W) lauft, wihrend sich der Index i von 1 bis d, (der Dimension von V)
erstreckt.

A: Wenn eine Unterscheidung zwischen oben und unten stehenden Indizes nicht
notwendig ist (oder diese Unterscheidung aus welchen Griinden auch immer nicht ge-
troffen wird), schreibt man meist A;; fiir diese Matrixelemente.
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Ist ¢/ € W* die kanonische Bases des Dualraums von W, definiert durch die
Bedingung

é(fi)=dl,

so konnen wir die Matrixelemente A7, auch in der folgenden Form schreiben:

Wir kénnen uns nun iiberlegen, wie die Komponenten eines Vektors unter der
Abbildung A transformiert werden. Sei

dann gilt:

Umgekehrt ist
O(A@) = o

die j-te Komponente des Bildvektors. Also folgt:
y =€ (A@) = inej (A(g)) = ZAjixi : (3.3)

Nun wird auch die Bedeutung des ko- bzw. kontravarianten Transformationsver-
haltens deutlich. Die Komponenten eines Vektors transformieren sich wie in GI.
3.3, die Basisvektoren wie in Gl. 3.2.

Oft schreibt man die Elemente A’ ; (oder vereinfacht auch Aj;) in Form einer
Matrix auf:

A;l A;Q A;?, e A;n
A% A% A% L A%

A~ | A A% A% L0 A | (3.4)
Am AT AT AT

Die Anwendung dieser Matrix auf einen Spaltenvektor & € V' ergibt den Spalten-
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vektor y € W:

y! Al AL AL AL z!
2 A2, A%, A% . A% 2’
pol o= | A3 A%, 43 A3 2
ym" AmAm AT LA™ 2"

Azt + Az + .+ AL "
Axat + A% + .+ A% o
— A3t + Adypt L+ A3

Ampt + Ama? + .+ A"

Die j-te Komponente ¢y’ des Bildvektors erhilt man, indem man die Elemente in
der j-ten Zeile der Matrix mit den Elementen des Vektors multipliziert (Elemente
in der 1. Spalte in der j-ten Zeile mit der ersten Komponente des Vektors, Element
in der 2. Spalte der j-ten Zeile mit der zweiten Komponente des Vektors, etc.)
und die Ergebnisse addiert.

Definition: Der Kern [kernel] einer linearen Abbildung A : V' — W ist der
lineare Unterraum von V fiir den gilt:

Kerny = {7 € V|A(Z) = 0}.

(Wegen der Linearitdt von A kann man sich leicht {iberzeugen, dass es sich
bei Kerny tatséchlich um einen linearen Unterraum (Untervektorraum) handelt.
Ebenso kann man sich leicht {iberzeugen, dass auch das Bild [image] unter der
Abbildung A ein linearer Unterraum von W ist. Die Dimension des Bildraumes
von A bezeichnet man als den Rang [rank] der Abbildung A.

3.2 Basistransformationen

Wir haben bisher immer eine feste Basis in einem Vektorraum betrachtet und ha-
ben gesehen, dass sich jeder Vektor als lineare Kombination dieser Basis schreiben
lasst:

F=a'd +ate+... =) a'G
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Was passiert jedoch, wenn wir die Basis dndern, wenn wir also statt der Basis
{&} cine andere Basis linear unabhéingiger Vektoren {f;} wihlen?

Wir betrachten dazu eine lineare Abbildung F': V' — V. Diese Abbildung soll
die bisherige Basis {¢;} in V auf cine neue Basis {f;} in V abbilden:

fi=F(&).

Zunéchst ist klar, dass sich jeder Basisvektor der neuen Basis als Linearkombi-
nation der alten Basisvektoren schreiben lisst (an dieser Stelle schreiben wir die
Summen nochmals explizit, obwohl sich natiirlich auch hier die Summenkonven-
tion anwenden ldsst):

i = Rl'éa+Ra+F%+...=) F
fo = Rla+FRa+FE%+...=) Fe

fi = Bla+FRa+FE%S+... =) Fé

Diese Beziehungen lassen sich wieder in einer Gleichung zusammenfassen:

=Y Fe. (3.5)

Diese Beziehung gibt an, wie sich die neuen Basisvektoren { f: } als Linearkombi-
nationen der alten Basisvektoren {¢;} ausdriicken lassen. Die Koeffizienten dieser
Linearkombinationen sind die Koeffizienten {F;'} der Abbildungsmatrix von F'.

Wir untersuchen nun, wie sich die Komponenten eines Vektors bei einem
Wechsel der Basis verhalten. Man beachte, dass durch eine Basistransformati-
on die Vektoren {7} nicht verdndert werden sondern nur dessen Komponten. Wir
bezeichnen mit x} die Komponenten des Vektors Z in der Basis { f;} und mit ¢
die Komponenten desselben Vektors # in der Basis {€;}. Es gilt somit

sza:éész;fj. (3.6)
i J

(Dass wir einmal den Summationsindex mit ¢ und einmal mit j bezeichnet ha-
ben, ist rein willkiirlich, erleichert aber die folgenden Rechnungen.) Wir kénnen



44 KAPITEL 3. LINEARE ABBILDUNGEN

nun mithilfe von Gl. 3.5 die Basisvektoren { ﬁ} durch die Basisvektoren {€;}
ausdriicken und erhalten:

Sea-YA(Lre) -3 (Tan)a 6
i j i i j
Da die Basisvektoren {€;} linear unabhéngig sind und die Zerlegung eines Vektors

nach einer solchen Basis eindeutig ist, miissen die Komponenten vor gleichen
Basisvektoren auch gleich sein. Das bedeutet:

zl = Z FJZZE; (3.8)
J
Aquivalent kénnen wir natiirlich die Indizes auch umbenennen und schreiben:
r) = ZFﬂx} (3.9)

Diese Gleichung entspricht vollkommen GI. 3.3, d.h., die Transformation der Kom-
ponenten bei einer Basistransformation entspricht einer Abbildung des Vektor-
raums auf sich selber. Der Unterschied zwischen den beiden Situationen besteht
jedoch in einer Interpretation der Verdnderungen: Im ersten Fall (Gl. 3.3) wird ein
Vektor von V' im Allgemeinen auf einen anderen Vektor in V' abgebildet. Die Basis
bleibt unverdndert und man driickt die Komponenten des neuen Vektors durch
die Komponenten des alten Vektors aus. In diesem Fall spricht man von einer
aktiven Transformation [active transformation]. Im zweiten Fall (Gl. 3.9) bleiben
die Vektoren des Vektorraums unverédndert, werden aber durch unterschiedliche
Basisvektoren beschrieben. Man spricht hier von einer passiven Transformati-
on [passive transformation]. Die Unterscheidung zwischen aktiven und passiven
Transformationen spielt eine grofle Rolle im Zusammenhang mit Symmetrien.

Interessant ist auch der Unterschied zwischen Gl. 3.9 und GI. 3.5. Im einen Fall
(Gl 3.9) wird iiber den unteren Index der Elemente {F?} summiert, also iiber die
Spalten der zugehorigen Matrix. Bei der Transformation der Basisvektoren (Gl.
3.5) wird jedoch iiber den oberen Index von {F/} summiert, also iiber die Zeilen
der zugehorigen Matrix. Man kann nun alle Objekte mit einem Index danach
klassifizieren, ob sie sich wie die Basisvektoren transformieren (nach Gl. 3.5), dann
spricht man von kovariantem [covariant] Transformationsverhalten, oder wie die
Komponenten der Vektoren (Gl. 3.9), was man als kontravariantes [contravariant|
Transformationsverhalten bezeichnet. Man kann sich leicht iiberlegen, dass sich
die Basisvektoren des dualen Vektorraums kontravariant, die Komponenten von
dualen Vektoren aber kovariant transformieren.
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3.3 Spezielle lineare Abbildungen

3.3.1 Multiplikation von Matrizen

Ist das Bild einer linearen Abbildung A : Vi — V5 enthalten im Urbild einer
zweiten linearen Abbildung B : Vo, — V3, so lassen sich die beiden Abbildungen
zu einer linearen Abbildung BA : Vi — V3 hintereinander schalten. Sei ¢ € 1,
das Bild eines Vektors & € V1, so gilt fiir die Komponenten:

yk = Z Akjmj )
J
und wenn 2’ € V3 das Bild von 3 unter der Abbildung B ist so gilt entsprechend:

2= Z Byt
k

Fiir die Komponenten von 2 ausgedriick durch die Komponenten von & folgt
daher:
s (S -3 (S ) o
k j j k

Durch Vergleich mit der allgemeinen Formel

2= Z(BA)ijxj

J
finden wir fiir die Matrixelemente der kombinierten Matrix BA:

(BA); =) B’ A%, (3.10)
k

bzw. in der bekannteren Notation, bei der beide Indizes unten schrieben werden
— erst der Zeilenindex, dann der Spaltenindex:

(BA)i; = Z B Akj . (3.11)

Es werden also jeweils die Zeilen von B mit den Spalten von A verkiirzt.
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3.3.2 Die inverse Matrix

Zu einer bijektiven linearen Abbildung A : V' — W gibt es entsprechend auch
eine inverse lineare Abbildung A=, sodass gilt:

AlA=1.

In Indexschreibweise erfiillen die Matrixelemente von A~! nach Gl. 3.10 die Be-
dingung:

(AT AN = (3.12)

Die Formeln, nach denen sich die Matrixelemente von A~! direkt durch die Matri-
xelemente von A ausdriicken lassen, sind recht aufwendig, sofern man nicht vorab
zusétzliche Strukturen definiert. Fiir den Fall von 2-dimensionalen Vektorraumen
wollen wir die Losung explizit angeben:

1 1 2

(AN, = A (3.13)
(A7) = _detA A
(A_1)21 - _ﬁAQI
@ = Gt
mit der Determinante von A:
detA = A' A%, — AL A% (3.14)

Durch explizites Nachrechnen kann man sich leicht von der Richtigkeit obiger
Ausdriicke iiberzeugen.

3.3.3 Die transponierte Matrix

Definition: Sei A : V' — V eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum V', auf
dem ein Skalarprodukt g : V' x V — R gegeben ist. Dann ist die zu A adjungierte
[adjoint] Abbildung A durch folgende Bedingung gegegen, die fiir alle Z,7 € V
erfiillt sein soll:

9(A(@), ) = 9(Z, A(5)) (3.15)
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In Indexnotation geschrieben lautet die linke Seite dieser Gleichung:
D g (A@) Y =) grAlaty
jk ijk

Entsprechend folgt fiir die rechte Seite:

> gt (A =D guAla'y .
i

ijk

Da die beiden Seiten der Gleichung fiir beliebige # und ¢ gleich sein sollen, folgt
fiir die Matrixelemente der adjungierten Matrix:

> Ahge = gud;,
p B

oder, nachdem beide Seiten von rechts mit der inversen Matrix zum Skalarprodukt
¢’" multipliziert werden:

Ali = Z gikAkjgjl :
kj
Insbesondere erhélt man fiir das kartesische Skalarprodukt g;; = d;; :
A=Al

Ist ein kartesisches Skalarprodukt gegeben, so erhélt man die Matrixelemente der
adjungierten Matrix 121, indem man die Zeilen und Spalten der Matrix von A
vertauscht. Man spricht ihn diesem Fall auch von der transponierten Matrix und
schreibt A = AT,

Im Zusammenhang mit ko- und kontravariantem Transformationsverhalten
hatten wir gesehen, dass sich die kovarinanten Transformationsgesetze (Gl. 3.5)
ebenso wie die kontravarianten Transformationsgesetze (Gl. 3.9) schreiben lassen,
vorausgesetzt man vertauscht die Zeilen und Spalten der Transformationsmatrix.
Man konnte also sagen, dass sich die Komponenten der dualen Vektoren bzw. die
Basiselemente nach der transponierten Transformationsmatrix transformieren.

3.3.4 Orthogonale Matrizen

Eine wichtige Klasse von Matrizen sind die so genannten orthogonalen Matrizen
[orthogonal matrices|, die anschaulich Rotationen bzw. Kobinationen von Rota-
tionen und Spiegelungen entsprechen. Unter einer Rotation verdndern sich weder
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die Léngen von Vektoren noch die Winkel zwischen ihnen. Dies ist unabhéngig
von der Dimension n des Vektorraums. Daher gilt fiir Rotation, dass das kartesi-
sche Skalarprodukt Z - ¥ (das sich ja durch die Langen der beiden Vektoren und
den Winkel zwischen ihnen ausdriicken ldsst) nicht verdndert. Die Menge aller
orthogonalen Matrizen bildet eine Gruppe, die so genannte orthogonale Gruppe
[orthogonal group] O(n). Neben den reinen Rotationen erfiillen noch Punktspie-
gelungen sowie Spiegelungen an Ebenen diese Bedingung. Die Gruppe der reinen
Rotationen bezeichnet man auch als spezielle orthogonale Gruppe [special ortho-
gonal group] SO(n). Wahrend fiir orthogonale Matrizen immer det R = £1 gelten
muss (wie wir gleich am Beispiel der 2-dimensionalen Drehungen zeigen werden),
sind die Elemente der SO(n) durch die Bedingung det R = +1 definiert.

Seien 7 und ¢ zwei Vektoren mit Skalarprodukt Z' - und sei R eine Rotation.
Die Aussage, dass sich das Skalarprodukt nicht &ndern soll, bedeutet:

T-y=R(T) - R(Y). (3.16)
Nach unseren Uberlegungen des letzten Abschnitts folgt daraus:

wobei RTR die Matrix ist, die man durch Hintereinanderschaltung der Rotati-
onsmatrix R und der zugehérigen transponierten Matrix RT erhilt.

Damit diese Gleichung fiir beliebige Vektoren Z und 4 gelten kann, darf RTR
den Vektor ¢ nicht verdndern, d.h.; es muss gelten:

RTR=1, (3.17)

oder gleichbedeutend:
R'=R". (3.18)

Orthogonale Matrizen sind gerade durch diese Bedingung gekennzeichnet: Die
transponierte Matrix ist gleich der inversen Matrix. Aus diesen Bedingungen kann
man auch allgemein zeigen, dass (det R)*> = 1 gelten muss.

Als Beispiel betrachten wir Rotationen im R2. Gleichung 3.18 fiihrt in zwei
Dimensionen zunéchst explizit auf die Bedingung (vgl. Gl. 3.13):

(det R)* = (R R%, — RL,R*)* =1, (3.19)

oder
det R = +1.
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Wir wihlen die positive Losung (det R = —1 beschreibt neben Rotationen noch
Spiegelungen). Damit gelangt man zu folgenden Bedingungen:

RY = R? und  R', = —R?,
die schlieflich auf folgende Gleichung fiithren:
(R + (RY) =1

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ldsst sich durch die Winkelfunktionen
Sinus und Kosinus ausdriicken und durch einen Winkel ¢ parametrisieren. Man

erhalt: .
R = ( CO.S(p S @ ) ) (3.20)
—sinp cosy

Wie man sich auch anhand einer einfachen Zeichnung und Rechnung verdeutli-
chen kann, beschreibt diese Matrix in zwei Dimensionen eine Rotation um den
Nullpunkt mit Winkel ¢.

3.3.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wenn es zu einer linearen Abbildung A : V' — V einen Vektor & gibt und eine
Zahl A, sodass gilt
AZ = \T, (3.21)

so bezeichnet man ¥ als einen FEigenvektor [eigenvector] von A und A als den
zugehorigen Eigenwert [eigenvalue]. Wir kénnen obige Gleichung auch in folgender
Form schreiben:

(A=X-1)Z=0.

Zu der Matrix A — A -1 gibt es also einen linearen Unterraum (Vielfache von )
der auf die Null abgebildet wird. Damit kann das Bild der Abbildung A — X\ - 1
nicht mehr der gesamte Vektorraum sein, und das von dem Bild der Basisvektoren
aufgespannte Volumen verschwindet. Mit anderen Worten:

det (A—X-1) =0. (3.22)

Diese Gleichung (eine polynomiale Gleichung n-ter Ordnung — n gleich der Di-
mension von V — fiir die Eigenwerte \) bezeichnet man auch als charakteristische
Gleichung [characteristic equation] fir die Eigenwerte. Den Ausdruck

Pa(A) = det(A-1— A) (3.23)
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bezeichnet man als charakteristisches Polynom [characteristic polynomial.
Im Bereich komplexer Zahlen besitzt die charakteristische Gleichung immer n
Losungen, d.h.; das charakteristische Polynom zu Gl. 3.22 ldsst sich in folgende

Form bringen:
n

det (A-1—A) =] =N).

i=1

Die Werte {\;} bezeichnet man als die Losungen der charakteristischen Gleichung
und gleichzeitig als die Eigenwerte der Matrix A. Sind einige der \; gleich, so
spricht man von entarteten Eigenwerten [degenerate eigenvalues].

Im Bereich reeller Zahlen kann es sein, dass man gar keine Losungen zur cha-
rakteristischen Gleichung findet oder nur einen eingeschrankten Satz von Losun-
gen (weniger als n). Beispielsweise lautet die charakteristische Gleichung zur 2-
dimensionalen Rotationsmatrix Gl. 3.20:

N —2cospA+1=0.
Die Losungen dieser Gleichung sind (zu komplexen Zahlen vgl. Kap. 4):
Aj2 = cosp Eising = etie

Aufler fiir ¢ = 0 und ¢ = 180° gibt es keine reellen Losungen.

3.3.6 Selbstadjungierte Matrizen

Ist auf einem Vektorraum V ein Skalarprodukt ¢ definiert, so bezeichnet man
eine lineare Abbildung A : V — V als selbstadjungiert [self-adjoint], wenn

9(T, Ay) = g(AZ, 7)),

bzw.

A=A,

Speziell fiir das kartesische Skalarprodukt ist eine (reelle) Matrix also selbstad-
jungiert, wenn sie symmetrisch ist: A, = A",

Ein wichtiger Satz aus der linearen Algebra lautet: Die Eigenwerte selbst-
adjungierter Matrizen (A = AT fiir reelle Vektorrdume und kartesischem Ska-
larprodukt) sind reell und die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
jeweils orthogonal. Der Beweis der Realitéat der Eigenwerte ist (fast) trivial, wenn
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man komplexe Vektorrdume mit hermiteschem Skalarprodukt (d.h., die Symme-
triebedingung wird durch ¢(Z,y) = g(y,Z)* ersetzt) betrachtet. Die Orthogona-
litét der Eigenvektoren lasst sich leicht zeigen. Seien 7 und 3 Eigenvektoren von
A zu verschiedenen Eigenwerten \; bzw. A\y. Dann gilt:

g(g’A(f)) = )‘1 g(ﬁa f) )

andererseits gilt wegen der Symmetrie von A auch:

9, A(T)) = g(A(9),T) = A2 g, T) .

Es folgt also:

)‘1 g(gv f) = )‘2g(g7a f) :
Da wir A; # Ay vorausgesetzt haben, muss ¢(¢/, #) = 0 gelten. Da wir das Skalar-
produkt als nicht entartet annehmen, sind die beiden Eigenvektoren orthogonal.

3.4 Skalare - Pseudoskalare - Vektoren - Pseu-
dovektoren

Physikalische Groflen lassen sich danach unterteilen, wie sie sich bei bestimmten
Basistransformationen verhalten. Im Folgenden betrachten wir ganz konkret Ro-
tationen der Basis sowie Punktspiegelungen der Basisvektoren (€; — —¢&;). (Wir
wéhlen grundsétzlich oben stehende Vektorindizes. Natiirlich liefle sich noch un-
terscheiden, ob die Indizes oben oder unten stehen, d.h., ob sich die entsprechen-
den Komponenten bei Rotationen nach R oder nach RT = R~! transformieren.
Wir wollen die Sache an dieser Stelle jedoch nicht zu kompliziert machen.)

Ein Skalar [scalar] ist eine GroBe, die sich unter Rotationen der Basis nicht
verandert. Das einfachste Beispiel ist das Skalarprodukt zweier Vektoren, insbe-
sondere auch der Betrag eines Vektors. Wahrend sich die einzelnen Komponenten
der Vektoren unter Rotationen und Punktspiegelung verdndern,

r — 3= Z R jxj Rotation
J
r — =g Punktspiegelung ,

gilt dies nicht fiir das Skalarprodukt:

S=F-j=> zy'=> &j=9.
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Ein Pseudoskalar [pseudo-scalar] ist eine Grofie, die sich unter Rotationen
nicht veréndert, unter einer Punktspiegelung aber das Vorzeichen wechselt. Ein
Beispiel fiir einen Pseudoskalar ist das Spatprodukt dreier Vektoren:

P=(&x7)- 7.

Das Spatprodukt beschreibt das (orientierte) Volumen des Parallelepipeds, das
von den drei Vektoren aufgespannt wird. Dieses Volumen dndert sich natiirlich
nicht, wenn die drei Vektoren gleichermaflen gedreht werden, aber unter einer
Punktspiegelung wechseln alle drei Vektoren das Vorzeichen und somit auch das
orientierte Volumen. Bei einer Punktspiegelung ,,geht die rechte Hand in die linke
Hand*“ iiber.

Ein Vektor V ist ein Triplet von GroBen (V?1, V2 V3), die sich bei einer Ro-
tation bzw. Punktspiegelung ebenso transformieren wie die Komponenten eines
Vektors: 3 3

Vi—Vi=Y RV Vi— Vi Vi, (3.24)
J

Das triviale Beispiel fiir einen Vektor sind natiirlich die Komponenten eines Vek-
tors selber.

Ein Pseudovektor V¥ [pseudo-vector] ist ein Triplet von Grofen, die sich bei
einer Rotation genauso verhalten wie die Komponenten eines Vektors, die unter
einer Punktspiegelung jedoch nicht das Vorzeichen wechseln:

(VF) — (VF) = ZRZ(VPV (VE) — (VP =(vP)' . (3.25)

Ein Beispiel fiir einen Pseudovektor ist das (3-dimensionale) Kreuzprodukt zweier
Vektoren:
VP =7x7y.

Das Ergebnis ist ein Vektor, der senkrecht auf ¥ und g steht, und diese Eigen-
schaft bleibt unter einer Rotation erhalten. Der Betrag des Vektors entspricht
der Fldche des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms und
auch diese Fliache bleibt unter Rotationen erhalten. Andererseits wechseln sowohl
die Komponenten von ¥ als auch die Komponenten von ¢ das Vorzeichen unter
einer Punktspiegelung, daher bleiben die Komponenten des Kreuzprodukts unter
einer Punktspiegelung unveréndert.

Auch Tensoren lassen sich danach klassifizieren, wie sich die Komponenten
unter Rotationen und Punktspiegelungen verhalten.



Kapitel 4

Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen [complex numbers] spielen in der Physik eine wichtige Rol-
le. Viele Gleichungen lassen sich mithilfe komplexer Zahlen wesentlich einfacher
losen. Algebraische Gleichungen (Polynomgleichungen in den unbekannten Va-
riablen) besitzen immer einen vollstandigen Satz komplexer Losungen, wiahrend
es oftmals weniger oder gar keine reellen Losungen gibt. Das folgende Kapitel
kann natiirlich nur einen elementaren Einstieg in die Theorie der komplexen Zah-
len geben, insbesondere der wichtige Bereich der Theorie komplexer Funktionen
und der Wegintegration iiber solche Funktionen kann kaum mehr als angedeutet
werden.

4.1 Definition und einfache Relationen
Im Rahmen der reellen Zahlen besitzt die Gleichung
22 =—1

keine Losungen. Wir definieren nun ein Element i als Losung dieser Gleichung,
erweitern die reellen Zahlen um dieses Element i und vervollstdndigen sie unter
den Operationen der Addition und der Multiplikation.

Oft wird gefragt, wieso man eine Losung obiger Gleichung einfach ,,definieren®
kann. Weshalb kann man nicht einfach akzeptieren, dass obige Gleichung keine
Losungen besitzt? Grundsétzlich ist dieser Einwand richtig, doch dieses Verfah-
ren, eine Zahlenmenge um bestimmte Losungen von Gleichungen zu erweitern,
ist uns eigentlich schon vertraut. Auch Zahlen wie /2 sind streng genommen
zuniichst als Losungen von Gleichungen definiert (hier 22 = 2). AuBerdem hat

23
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sich die Erweiterung der reellen Zahlen zum komplexen Zahlenkorper als aufler-
ordentlich fruchtbares Konzept erwiesen. Das wichtigste Argument ist aber, dass
eine solche Definition und die Erweiterung der reellen Zahlen um das Element i
widerspruchsfrei moglich sind.

Fiigt man das Element i zu den reellen Zahlen hinzu und bildet alle mogli-
chen Kombinationen von Additionen und Multiplikationen, so erhélt man die
komplexen Zahlen. Sie lassen sich allgemein in der Form

C={z=a+ib|a,beR}

schreiben. In der Darstellung z = a + ib bezeichnet man a als den Realteil [real
part] und b als den Imagindrteil [imaginary part] der komplexen Zahl.

Zusammen mit der Forderung i> = —1 erhilt man damit folgende Rechenre-
geln fiir komplexe Zahlen:

21+ 22 = (a1 +iby) + (a9 + ibs) = (a1 + az) +1i(by + b2) ,

und
21 Ry = (al + lbl) . (CZQ + lbg) = (a1a2 — blbg) + i(albz + agbl) .

Auflerdem definieren wir noch die komplexe Konjugation [complex conjugation]
als zusétzliche Struktur auf den komplexen Zahlen:

z*=(a+1b)" =a—ib.
Der Betrag [absolute value] einer komplexen Zahl ist definiert als:
|z| = Vzzr = Va2 + b2,

Fiir die Division durch eine komplexe Zahl erhalt man:

21 2125 1 .
— = = + b1by + by —aiby)) .
o = s~ (@t bk ti(asb — arba)

Insbesondere ist )
1 1 a —ib

1
— =z — — .
z a+ib  a?+ b2

Real- bzw. Imaginérteil einer komplexen Zahl erhélt man nach folgenden Re-

geln:

Re(z) = %(z 42 Im(z) = %(z ey (4.1)
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Fiir die komplexen Zahlen gelten dieselben Rechenregeln wie fiir reelle Zahlen,
insbesondere auch

Z1°29=0 = 2z =0 oder z,=0
und
|2122| = (a1a2 — b1b2)2 -+ (a1b2 —+ a2b1)2 = a%ag -+ b%bg —+ a%b% + agbf = |21||22| .

Lediglich eine ausgezeichnete Ordnungsrelation, x > y, wie sie fiir die reellen
Zahlen existiert, gibt es bei komplexen Zahlen nicht mehr. (Man kann natiirlich
Ordnungsrelation auf den komplexen Zahlen definieren, allerdings sind diese im-
mer mehr oder weniger willkiirlich.)

Ein interessantes Ergebnis erhélt man, wenn man das Produkt zweier kom-
plexer Zahlen bildet, von denen eine jedoch noch komplex konjugiert wird:

Zik * 2o = (alag + blbg) + i(albg — agbl) .

Der Realteil dieses Produkts entspricht dem Skalarprodukt von zweidimensiona-
len Vektoren mit Komponenten (a;,b;), der Imaginérteil entspricht dem Kreuz-
produkt zweier solcher Vektoren.

Funktionen von komplexen Zahlen sind meist &hnlich definiert wie Funktionen
von reellen Zahlen. Ist beispielsweise eine Funktion durch ihre Potenzreihenent-

wicklung definierbar,
fl) =) ana,

n=0
so ist f(z) durch dieselbe Reihe definiert:

f(z) = Z apz" .
n=0
Der Konvergenzradius einer solchen Funktion ist nun durch die Werte von z

gegeben, fiir die
F) =) lanz]"
n=0

konvergiert. Natiirlich muss es sich nicht unbedingt um eine Entwicklung um den
Punkt z = 0 handeln. Auch folgende Reihe definiert eine komplexe Funktion:

f(z) = Zan(z —2)".
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Eine Funktion kann auch durch eine Relation definiert sein. Beispielsweise ist die
Funktion

durch die Relation

gegeben. Zu einer gegebenen komplexen Zahl z sind also komplexe Zahlen /z
gesucht, deren Quadrat gleich z ist. Diese Funktion ist, &hnlich wie schon fiir re-
elle Zahlen, nicht eindeutig und die Theorie mehrdeutiger komplexer Funktionen
wird rasch sehr aufwendig, sodass wir dieses Thema an dieser Stelle nicht weiter
vertiefen. Auf die komplexe Exponentialfunktion f(z) = exp(z) kommen wir in
einem spéteren Abschnitt zu sprechen.

4.2 Analytische Funktionen

Definition: Eine komplexwertige Funktion f(z) auf einem Bereich der komplexen
Ebene heifit homeomorph [homeomorphic] an einem Punkt z, wenn die Ableitung
f'(z) der Funktion am Punkt z, definiert durch

flz+n)=f(2) + f'(z) -+ O(h?),

eindeutig ist. Ist eine Funktion f(z) in allen Punkten einer offenen Umgebung
D in der komplexen Ebene homeomorph, so bezeichnet man die Funktion als
homeomorph auf D.

Da sich die komplexen Zahlen z = x + iy als Elemente der Zahlenebene R?
darstellen lassen, konnte man zunéchst den Eindruck haben, als ob jede ableitba-
re zweikomponentige Funktion auf dem R? eine homeomorphe Funktion definiert.
Dies ist aber nicht der Fall. Eie Eindeutigkeit der Ableitung, d.h. die Unabhéngig-
keit von der Richtung, aus der man sich in der komplexen Ebene dem Punkt z
nahert, ist sehr weitreichend und schrinkt die mdéglichen Funktionen auf der
komplexen Ebene sehr ein. Um das zu sehen, betrachten wir eine beliebige zwei-
komponentige Funktion auf dem R?, also (u(z,y),v(z,y)) € R?. Wir definieren
die Ableitung nach der allgemeinen Vorschrift:

(U(.’L’ + h17 Y+ h2),U(.Z‘ + h’la Y+ h2)) = (U(.Z’, y)’ ’U(l’, y)) + (42)
((M ou ov ov
+ _h27

au v ov 2
or oy (%hl + (9yh2> +O().
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Nun kommt die entscheidende Einschrankung: Der in h; lineare Ausdruck soll
sich als (komplexes) Produkt aus der komplexen Zahl (der Ableitung) f'(z) =
(a(z,y),b(z,y)) mit der komplexen Zahl h = (hy, hy) schreiben lassen. Damit
muss gelten:

F(2) - h= (ah1 — bhy, ahy + bh1> .

Durch Vergleich mit Gl. 4.2 erkennen wir, dass dies nur moglich ist, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

ou Ov ou v

— = — d —=-——. 4.3

or 0Oy b y ox (43)
Man bezeichnet diese beiden Gleichungen als Cauchy-Gleichungen. Es handelt
sich um Bedingungen an die Ableitungen einer 2-komponentigen Funktion auf
dem R? Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, handelt es sich um eine homeo-
morphe Funktion.

Definition: Eine Funktion, die sich in einer Umgebung von jedem Punkt zy in

einer offenen Umgebung D der komplexen Ebene als Potenzreihe schreiben lésst,

f(z) =) an(z = 20)",

(wobei a,, beliebige komplexe Zahlen sein konnen, sodass obige Reihe fiir nichtver-
schwindende Werte von z konvergiert) bezeichnet man als analytische Funktion
[analytic function] in D.

Es zeigt sich, dass jede in einem Gebiet D homeomorphe Funktion auch in D
analytisch ist.

4.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist fiir reelle Zahlen durch ihre Potenzreihenentwicklung
definiert:
=1
e = Z Elﬂ .
n=0

Dieselbe Potenzreihe definiert auch die Exponentialfunktion komplexer Argumen-
te:
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Fiir eine komplexe Zahl z ist exp(z) im allgemeinen wieder eine komplexe Zahl.
Um ein Gespiir fiir die Exponentialfunktion zu erhalten, betrachten wir sie
zunacht fiir rein imaginédre Argumente:

Wegen

erhalten wir:

o0

1 n 2n n_.2n+1
—~ I z% 2n+1 —L)e

was wir in der bekannten Euler’schen Gleichung zusammenfassen kénnen:

n

e = cosxw +isinx. (4.4)

Als Beispiel fiir eine Anwendung der Euler’schen Gleichung sowie den Umgang
mit komplexen Zahlen wollen wir aus dieser Beziehung die Additionstheoreme fiir
Winkelfunktionen ableiten. Es gilt:

@) — cos(x +y) +isin(z +y).
Andererseits folgt:

@y = Glrely — ( cosz +isin a:) ( cosy + 1sin y)

= (cosx cosy —sinz siny) +i(cosz siny + cosy sinz) .

Durch Vergleich der beiden Gleichungen (und unter Ausnutzung der Eindeutigkeit
der Zerlegung einer komplexen Zahl in Real- und Imaginérteil) erhélt man:

cos(r+y) = cosx cosy —sinz siny

sin(z +y) = cosz siny +sinz cosy.

Mithilfe der Euler-Formel kénnen wir fiir die Exponentialfunktion eines kom-
plexen Arguments noch eine andere Darstellung angeben:

" = ¢” eV = e” (cosy +isiny) .
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Der Realteil des komplexen Arguments liefert somit einen reellen Faktor, welcher
der iiblichen Exponentialfunktion entspricht. Der Imaginérteil des Arguments
kann mit der Euler-Formel als Summe des Kosinus- und Sinus-Anteils geschrieben
werden.

Eine dhnliche Zerlegung gibt es fiir eine beliebige komplexe Zahl. Wenn wir
uns z = a + ib als Punkt in einer Ebene vorstellen, wobei die z-Achse die reellen
Zahlen und die y-Achse die imagindren Zahlen darstellt, so kann man fiir den
Punkt (a,b) auch schreiben:

b
a,b) = (rcos g, rsin mit r =+vVa?+ 0> und tanp = —.
¥ ¥
a

Damit erhalten wir die so genannte Polarzerlequng [polar decomposition] einer
komplexen Zahl:
z=a+ib=rcosp+irsinp =re?.

(Man beachte, dass ¢ in diesem Fall als Radiant angegeben werden sollte, d.h.,

der Vollwinkel entspricht 27.) Eine komplexe Zahl z wird in diesem Fall durch

ihren Betrag (r) und den Winkel ¢ (als Radiant) zur rellen Achse ausgedriickt.
In dieser Form lésst sich aus einer komplexen Zahl auch leicht die Wurzel

ziehen:

Vz=/rexp (5ip) .
Die mehrdeutigkeit der Wurzelfunktion kommt dadurch herein, dass man die Zahl
z auch durch

2 = rellet?m)

hétte ausdriicken kénnen und bei der Halbierung des Winkelarguments ein Winkel
von 7 addiert wiirde. Da
e =—1

entspricht dies einem Vorzeichen, wie bei der gewdhnlichen Wurzelfunktion.

4.4 Die Exponentialfunktion und
2-dimensionale Drehungen

Wir haben schon mehrfach angedeutet, dass man die komplexen Zahlen auch
als Punkte in der so genannten komplexen Zahlenebene auffassen kann. Die z-
Koordinate entspricht dem Realteil der komplexen Zahl und die y-Koordinate
dem Imaginéarteil.
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Dreht man den Punkt (a,b) in der Ebene um einen Winkel ¢, so erhélt man
den neuen Punkt (d/,b’), indem man die Rotationsmatrix (Gl. 3.20) auf (a,b)
anwendet:

a’\ cosp sine a '\ acos  + bsinp

b )\ —sing cosp b )] \ —asinp+bcosp )
Wie man sich leicht {iberzeugen kann, erhélt man die um den Winkel ¢ ,, gedrehte®
komplexe Zahl z einfach durch Multiplikation mit

e¥ =cosp+ising.

Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Darstellungen wird deutlicher, wenn
man die Drehmatrix in zwei Anteile zerlegt:

cosp sing \ 10 . 0 1Y\ :
(—Singp COS(,O)_COS('D(O 1) + smgo(_l 0 =cospl+sinpl.

Die Matrix
I— 0 1
S\ =10

erfiillt dieselben Multiplikationsregeln wie die ,,Zahl® i:

12:(—013)>(—01(1)>:(_01 —01):_1' (4:5)

Tatséchlich kann man die Menge der komplexen Zahlen auch durch die Menge

der 2 x 2-Matrizen
=a+ib a b
z=a b4

ausdriicken. Die Multiplikation zweier solcher Matrizen fithrt wieder auf eine sol-
che Matrix und entspricht genau den Multiplikationsregeln komplexer Zahlen:

aq b1 a9 b2 _ a1a9 — b1b2 ale + CL2b1

—b1 @ —by ap —(a1ba + azby) ajas — biby '
Der Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion und den Rotationsmatri-
zen wird ebenfalls deutlich, wenn wir die Exponentialfunktion der Matrix I be-

trachten. (Die Funktion einer Matrix ist wieder eine Matrix und definiert durch
die Potenzreihenentwicklung der Funktion.)
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Wegen der Relationen (4.5) gilt:

[e.9]

1
ep(el) = Yo'

n=0

B 10 0 o 1L/ —p? 0
() ()
_ cosp sinp
- —sing cos
Die Exponentialfunktion der Matrix I (multipliziert mit einem Winkel ) fiihrt

also direkt auf die 2-dimensionale Rotationsmatrix.
Ubrigens entspricht die Matrix I der Matrixdarstellung des 2-dimensionalen

e-Tensors:
€11 €12 —I= 0 1
€21 €922 T —1 0 )

Damit wurde eigentlich nur die Spitze des Eisbergs an Bezichungen angespro-
chen, die zwischen den komplexen Zahlen, dem 2-dimensionalen e-Tensor und den
Rotationen in einer Ebene bestehen.
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Kapitel 5

Kurven und Fliachen

Im Folgenden betrachten wir den R™ als den Raum moglicher Lagen von Korpern
und wir wollen beispielsweise die Bahnkurven bzw. Trajektorien von Koérpern im
R™ beschreiben. Obwohl wir zunéchst mit dem kartesischen Skalarprodukt rech-
nen, werden wir die Stellung der Indizes entsprechend ihrer allgemeinen Bedeu-
tung schreiben.

5.1 Darstellung von Wegen im R”

Einen Weg [path] oder eine Kurve kénnen wir mathematisch dadurch beschrei-
ben, dass wir diesen Weg durch eine reelle Zahl parametrisieren. Dabei ist es
durchaus moglich, dass demselben Raumpunkt zwei (oder mehrere) Parameter-
werte zugeordnet werden, wenn némlich der Weg denselben Raumpunkt mehr-
mals durchlauft. Ein Weg ~ ist somit eine Abbildung von einem Intervall der
reellen Zahlen (das den moglichen Parameterwerten enspricht) in den Raum R™:

v:IeR—R" tel—~(t)~Z(t)eR".

Eine physikalische oder mathematische Interpretation des Parameters ¢ besteht
zunédchst nicht, obwohl dieser Parameter in der Physik héufig die Rolle der Zeit
spielt (d.h., wir geben an, an welchem Raumpunkt Z(¢) sich ein Kérper zu einem
bestimmten Zeitpunkt ¢ befindet). In der Mathematik wahlt man ¢ oft als die so
genannte Bogenlinge. Auf diese spezielle Parametrisierung kommen wir noch zu
sprechen.

Da wir einen Punkt im R™ durch seine n Koordinaten (beispielsweise in einem
kartesischen Koordinatensystem) charakterisieren konnen, erhalten wir folgende

63
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Beschreibung fiir einen Weg (oder eine Bahnkurve) im R":
tel — Z(t) = (z'(t), 2%(1),...,2"(t)). (5.1)

Eine solche Darstellung einer Kurve bezeichnet man auch als Parameterdarstel-
lung. Tst T = [to, 1], so beginnt der Weg bei Z(to) = (z'(to), 2(to), ..., 2"(to)) und
er endet bei T(t;) = (x'(t1), 2%(t1), ..., x™(t1)). Wir fordern, dass die Abbildungen

yit = a2'(t) i=1,..,n

stetig und, sofern notwendig, ausreichend oft differenzierbar sind.

Eine andere Parametrisierung desselben Weges entspricht anderen Funktio-
nen z'(¢'). Dabei sollte sich ¢ als bijektive Funktion von ¢ ausdriicken lassen.
Genau genommen sollte man zwischen dem unparametrisierten Weg (d.h., der
Punktmenge, aus denen der Weg besteht) und dem parametrisierten Weg (also
der genauen Zuordnung zwischen Parameter und Wegpunkt) unterscheiden. Ins-
besondere spricht man in der Physik oft von der Bahnkurve, wenn man den durch
die Zeit parametrisierten Weg eines Punktteilchens meint, und von der Trajek-
torie, wenn die unparametrisierte Punktmenge bezeichnet werden soll. Beispiels-
weise entspricht die Trajektorie der Erde um die Sonne einer Ellipse, unabhéngig
davon, wie diese Ellipse beschrieben wird, wahrend man zur Angabe der Bahnkur-
ve der Erde spezifizieren muss, wo sich die Erde zu einem bestimmten Zeitpunkt
befindet.

Beispiel: Die Bahnkurve einer Helix im R3 entlang der z-Achse lisst sich durch
folgende Abbildung beschreiben:

t — (z'(t), 2%(t), 2°(t)) = (r coswt, rsinwt, at) . (5.2)

r, w und « sind feste Parameter zur Charakterisierung der Helix. So ist r der Ra-
dius der Helix (in der Projektion auf die xy-Ebene), w legt den Parameterbereich
T fest, der einem Umlauf der Helix entspricht (7" = 27/w), und « charakterisiert
(zusammen mit w) die so genannte Ganghdhe h, um welche die Helix bei einem
Umlauf zunimmt (h = 27 /w).

Zur Notation: Im Folgenden bezeichnen wir mit ¢ meist den Parameter ,,Zeit”
und mit s die so genannte Bogenlénge (auf deren genaue Bedeutung wir noch zu
sprechen kommen).

5.2 Der Tangentialvektor - Die Geschwindigkeit

Die Ableitung eines Weges Z(t) nach dem Parameter ¢ liefert einen Tangentialvek-
tor an die Kurve am Punkte Z(¢). Handelt es sich bei dem Parameter ¢ um die Zeit
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und bezeichnet #(t) die Bahnkurve eines Teilchens, so ist dieser Tangentialvektor
die Geschwindigkeit des Teilchens:

o(t) = = (1) (5.3)

dzt(t) da?(t da"(t
(V'(t),v3(t), ..., v"(t)) = < dt( ), dt( ),..., dt( )) = (2'(t), 2%(t), ..., 2"(t)) .

(5.4)

Die Geschwindigkeit ist zu jedem Zeitpunkt tangential zur rdumlichen Trajek-

torie. Da die Geschwindigkeit im Laufe der Zeit verschiedene Werte annehmen

kann, entspricht sie im mathematischen Sinne ebenfalls einer Bahnkurve bzw.

Trajektorie, allerdings nicht im gewohnlichen Ortsraum, sondern im Raum der

Geschwindigkeiten.

Die Geschwindigkeit ist eine gerichtete Grole und daher ein Vektor. Es besteht
allerdings ein grundlegender Unterschied in der Interpretation des Vektors & zur
Beschreibung des Orts eines Teilchens und o zur Beschreibung seiner Geschwin-
digkeit. Es gibt zunéchst keinen Grund, weshalb der physikalische Raum, in dem
sich ein Teilchen bewegt, ein Vektorraum sein muss. Beispielsweise konnte sich
das Teilchen auch auf der Oberfliche einer Kugel oder einer allgemeinen Man-
nigfaltigkeit bewegen (wie es beispielsweise in der allgemeinen Relativitatstheorie
der Fall ist). Auf einer solchen Mannigfaltigkeit muss (zumindest lokal, d.h. in
der Umgebung von jedem Punkt) ein Koordinatensystem definiert sein, das ganz
allgemein einem Ausschnitt (einer offenen Menge) eines R" entspricht. Doch das
macht diese Mannigfaltigkeit noch nicht zu einem Vektorraum. So ist meist weder
eine Addition von Raumpunkten noch die Multiplikation eines Raumpunkts mit
einer reellen Zahl definiert. Der R™ dient in diesem Fall lediglich als Koordina-
tensystem zur Beschreibung der Raumpunkte.

Bei der Geschwindigkeit (bzw. bei einem Tangentialvektor) ist es jedoch an-
ders. Geschwindigkeiten kann man addieren und auch mit reellen Zahlen multipli-
zieren. Geschwindigkeiten sind also Vektoren im eigentlichen Sinne. Bei einer all-
gemeinen Mannigfaltigkeit driickt sich das dadurch aus, dass die Geschwindigkeit
nicht ein Element der Mannigfaltigkeit selber ist, sondern zum Tangentialraum
an einem bestimmten Punkt der Mannigfaltigkeit gehort, der ein Vektorraum ist.

Der Betrag des Tangentialvektors ist

5(8)] = /D) - o).
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Beispiel: Die Geschwindigkeit der Helix erhalten wir durch Ableitung von Gl.
5.2 nach der Zeit:
U(t) = (—rwsinwt, rw coswt, a) . (5.5)

Fiir den Betrag der Geschwindigkeit finden wir:

()] = vV r2w? sin? wt + r2w? cos? wt + a2 = Vi2w? + a?. (5.6)

Der Betrag der Geschwindigkeit ist fiir die angegebene Parameterdarstellung (¢
entspricht der Zeit) der Helix zeitlich konstant. Die Trajektorie wird also mit
konstanter Geschwindigkeit durchlaufen, allerdings dndert die Geschwindigkeit
stdndig ihre Richtung.

Bei einer Parametrisierungsdnderung

t—t'=1(t)
andert sich der Betrag des Tangentialvektors, nicht aber seine Richtung:

di(t)  dF(t) _ @) dt
dt at’ at dr

Durch eine geeigente Parametrisierung kann man daher erreichen, dass der Tan-

gentialvektor immer den Betrag 1 hat. Eine Parametrisierung Z(s) einer Kurve,

sodass

dz(s)
ds

bezeichnet man als Bogenlingenparametrisierung. Der Grund fiir diese Bezeich-
nung wird deutlich, wenn wir Kurvenintegrale betrachten (vgl. Kap. 6.3).

=1,

5.3 Die Beschleunigung

Die Beschleunigung eines Teilchens entspricht der Ableitung der Geschwindigkeit

nach der Zeit:

d27(t)
dt?

_ i)

a ==

at) = Z(t) (5.7)

bzw.
(' (), a2(t), .., a"(¢)) = (d“dit), d”dt(t), d”dt(t)) . (5.8)

Auch die Beschleunigung ist Element eines Vektorraums.
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Beispiel: Fiir die Beschleunigung der Helix-Trajektorie erhalten wir:
a(t) = (—rw? coswt, —rw?sinwt, 0) . (5.9)

Die Beschleunigung hat in diesem Fall keine 3-Komponente mehr, was auch
versténdlich ist, da die Bewegung des Teilchens in 3-Richtung einer konstanten
Bewegung entspricht. Der Betrag der Beschleunigung,

la(t)| = V2wt cos? wt + r2wtsin? wt = rw? (5.10)

ist fiir die Helix zeitlich ebenfalls konstant.
Das Skalarprodukt von Geschwindigkeit und Beschleunigung ergibt fiir die
Helix:
O(t) - d(t) = r’w®sinwt cos wt — r?w? coswtsinwt = 0. (5.11)

Da weder die Geschwindigkeit noch die Beschleunigung dem Null-Vektor entspre-
chen bedeutet dieses Ergebnis, dass die Beschleunigung bei der Helix-Trajektorie
zu jedem Zeitpunkt senkrecht zur Geschwindigkeit gerichtet ist. Wie das folgen-
de Zwischenkapitel zeigt, ist dies eine unmittelbar Konsequenz aus der Tatsache,
dass der Betrag der Geschwindigkeit konstant ist. In diesem Fall beschreibt die
Beschleunigung nidmlich nur eine Richtungsénderung der Geschwindigkeit, und
diese ist immer senkrecht zur Geschwindigkeit selber gerichtet.

Wahlt man zur Beschreibung der Kurve die Bogenldngenparametrisierung
(|Z(s)'| = 1), so steht die Beschleunigung immer senkrecht auf dem Tangentenvek-
tor. In diesem Fall bezeichnet man die Beschleunigung auch als Krimmungsvektor
der Kurve im Punkte Z(s). Der Betrag des Kriimmungsvektors ist die Krimmung,

d27(s)
ds?

i

K(s) =

und der reziproke Wert

p(s) = @

heifit Krimmungsradius der Kurve im Punkte Z(s). Fiir eine allgemeine Parame-

trisierung #(t) der Kurve gilt

vV (0(t) - 6()) (a(t) - at)) — ((t) - a(t))”
(@(t) - 0(2))>/ '

K(t) =
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5.4 Zwischenabschnitt: der Gradient

Wie wir gesehen haben, wird die Ableitung der Trajektorie eines Teilchens bzw.
seiner Geschwindigkeit nach der Zeit komponentenweise durchgefiihrt und ent-
spricht daher gewohnlichen Ableitungen. Wie sieht es jedoch aus, wenn wir die
Ableitung einer skalaren Funktion auf dem R, nach der Zeit (bzw. nach dem
Kurvenparameter) bestimmen wollen?

In einem konkreten Fall, wo die Parametrisierung der Bahnkurve explizit ge-
geben ist, kénnen wir natiirlich zunéchst die entsprechende Funktion berechnen
und dann nach der Zeit ableiten. Fiir viele Uberlegungen ist es jedoch von Inter-
esse, einen allgemeineren Ausdruck fiir die Ableitung einer Funktion auf dem R™
nach dem Paramter eines Weges zu haben.

Sei U : R" — R eine Funktion, die jedem Vektor © € R" eine reelle Zahl
U(Z) € R zuordnet. Eine solche Funktion bezeichnet man in der Physik auch
héufig als Feld. Ein Beispiel ist der Betrag des Vektors zu einem Punkt:

U(@) =7l = v

8y

(5.12)

Da wir den Vektor durch seine Komponenten in einer bestimmten Basis aus-
driicken konnen, 7 = (2!, 2%, ..., 2™), wird auch die Funktion U(Z) zu einer Funk-
tion der Komponenten U(x!, 22, ...,2"), in obigem Beispiel:

Uz', 2% . 2™) = /(21)2 + (02)2 + ... + (z7)2. (5.13)

A: An dieser Stelle nehmen wir eine Identifikation vor, die in der Physik so selbst-
verstiandlich ist, dass sie meist nie erwihnt wird, und die doch haufig zu Komplika-
tionen und Verstédndnisproblem fiithrt. Streng genommen haben wir es in den beiden
Gleichungen (5.12) und (5.13) mit zwei verschiedenen Funktionen zu tun. Gleichung
5.12 bezieht sich allgemein auf eine Funktion U : M — R, die jedem Punkt einer
Mannigfaltigkeit M eine reelle Zahl zuordnet. Diese Funktion ist unabhéngig von ir-
gendeiner Koordinatenwahl oder Darstellung des Punktes. In dem konkreten Beispiel
in Gl. 5.13 betrachten wir zunéichst einen Punkt des Ortsraumes R", der allerdings
nicht als Vektorraum sondern als so genannter affiner Raum aufzufassen ist. Ein affi-
ner Raum ist im Wesentlichen ein Vektorraum, bei dem allerdings der Nullpunkt nicht
ausgezeichnet ist. Nicht die Punkte eines affinen Raums sind Vektoren, sondern die Dif-
ferenzen zwischen zwei Punkten. Wir haben im R"™ einen Nullpunkt ausgezeichnet und
eine kartesische Basis gew&hlt, beziiglich der wir den Vektor Punkt # durch die Basis-

komponenten (z!, 22, ..., 2™) ausdriicken. Dadurch wird U : R" — R zu einer konkreten
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Funktion von n Argumenten. Wie wir spéter noch sehen werden, konnen wir einen Vek-
tor beispielsweise im R3 auch durch seinen Betrag und zwei Winkelvariable darstellen
(in so genannten Polarkoordinaten) oder durch einen Radialvektor, eine Winkelvariable
und die z-Komponente (in Zylinderkoordinaten). Die Funktion U soll immer noch den
Betrag des Vektors angeben, aber die konkrete funktionale Abhéngigkeit von den drei
Variablen, durch die der Vektor beschrieben wird, ist je nach Koordinatensystem eine
andere.

Bisher beschreibt U eine Funktion auf dem gesamten Vektorraum. Nun soll
U jedoch als eine Funktion auf dem durch Z(¢) beschriebenen Weg in diesem
Vektorraum aufgefafit werden und wir erhalten:

UE() = Uzl (t), 22(t), oo, 2" (1)) (5.14)

in obigem Beispiel also:

U(t) = /2 (02 + 22(8)2 + ... + 2" (1)2. (5.15)

A: Auch hier findet wieder eine Identifikation statt. U(t) ist eine Funktion des
Parameters ¢, wihrend U (Z) eine Funktion auf R™ ist. Strenggenommen entspricht U (¢)
der Hintereinanderschaltung U o« der Abbildung U : R™ — R hinter der Abbildung
fiir den Weg v: I ¢ R — R"™.

Da das Argument ¢ in allen Komponenten z;(t) steht, miissen wir fiir die
Ableitung dieser Funktion nach dem Kurvenparameter t die Kettenregel beziiglich
dieser drei Komponenten anwenden:

dU(Z(t)) oU(Z)dx'(t) OU(Z)dz*(t) oU (%) dz™(t)
= 1
dt T TR e R T R T (5.16)
was fiir den Betrag des Vektor auf folgenden Ausdruck fiihrt:
dlZ(t)| _ xj(t) da'(t) xf(t) da?(t) - xil(t) da"(t) | (5.17)
dt |Z(t)| dt |Z(t)| dt |Z(t)| dt

Die Notation 9/dz" in Gl. 5.16 soll andeuten, dass U als Funktion von mehreren
Argumenten aufgefasst wird, in dem jeweiligen Ausdruck aber nur nach dem Ar-
gument z* abgeleitet wird. Auflerdem erkennt man in Gl. 5.16 eine Verallgemeine-
rung der Kettenregel wieder, wenn man namlich U (t) als Hintereinanderschaltung
der Abbildungen U und ~ auffasst.
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Wir sollten an dieesr Stelle eine Bemerkung einfiigen, weshalb an den Ablei-
tungen von |Z] nach den Komponenten von # die Indizes unten stehen:

ort |z’

Der spezielle Grund im vorliegenden Fall ist, dass der Betrag eines Vektors iiber
das Skalarprodukt des Vektors mit sich selber definiert ist:

ij

Die Ableitung nach der Komponente z? ergibt somit:

olz| Zj bia0 2

T

Ganz allgemein lésst sich zeigen, dass sich die Ableitung einer Funktion nach den
Komponenten eines Vektors wie die Komponenten eines dualen Vektors transfor-
mieren muss. Daher schreibt man oft auch:

ou

o = 7

Auf der rechten Seite von Gleichung 5.16 wird somit ein dualer Vektor auf
einen gewohnlichen Vektor angewandt. Der gewohnliche Vektor ist der Geschwin-

digkeitsvektor,
. dzl(t) dz?(t)  daz"(¢)
t) =
o(t) (dt’dt”dt)’
der duale Vektor, dessen Komponenten aus den partiellen Ableitungen der Funkti-

on U nach den jeweiligen Ableitungen besteht, bezeichnet man als den Gradienten
der Funktion U:

oU (z*, 22, ...,x™) OU(x', 2% ..., 2") oU (z*, 22, ..., a™)
ot ’ Ox? Y ox™
(5.18)
Beide Notationen (grad U und VU ) sind in Gebrauch, insbesondere in neuen
Texten setzt sich aber VU immer mehr durch. In Komponentenschreibweise gilt
also:

grad U(Z) = VU(Z) = (

(6U%:@U=agff (5.19)
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Der Gradient — die Ableitungen einer Funktion nach den Koordinaten eines
Raumes — ist die erste einer ganzen Reihe von Ableitungsoperatoren, die auf
Felder angewandt werden kénnen. Von seiner Konstruktion her wird der Gradient
in erster Linie auf skalare Felder angewandt, das Ergebnis ist dann ein (dualer)
Vektor.

Fiir die Ableitung einer skalaren Funktion auf dem R™ nach dem Kurvenpa-
rameter eines Weges in diesem Raum erhalten wir also (Gl. 5.17):

dUED) = dE?)
—q = VU@ —

= VU(&(t)) - 9(t) . (5.20)

Wir schreiben das Ergebnis hier als Skalarprodukt von einem Vektor (ﬁU ) mit
dem Geschwindigkeitsvektor. Dabei haben wir den Gradienten (der eigentlich
ein dualer Vektor ist und auf ¥ angewandt wird) iiber das kartesische Skalarpro-
dukt mit einem gewohnlichen Vektor identifiziert, der nun mit dem Geschwindig-
keitsvektor skalar multipliziert wird. Mit diesem Ergebnis gelangen wir zu einer
anschauliche Interpretation des Gradienten. Dazu miissen wir jedoch etwas aus-
holen.

Unter den Aquipotenzialfiichen (bzw. Aquipotenziallinien in zwei Dimensio-
nen) einer (skalaren) Funktion U(Z) versteht man Fléchen (bzw. Linien), auf
denen die Funktion U(Z) konstant ist, also ihren Wert nicht dndert. Allgemein
handelt es sich dabei um eine Verallgemeinerung einer Fldche mit n — 1 Dimen-
sionen. Sei Z(t) nun eine Kurve auf einer solchen Aquipotenzialfliche, dann ist
die Funktion U(Z(t)) als Funktion von ¢ eine konstante Funktion, und die Ablei-
tung dieser Funktion nach ¢ ist daher Null. Andererseits ist nach Gl. (5.20) die
Ableitung von U(Z(t)) nach t gleich dem Gradienten von U(Z) angewandt auf
den Tangentialvektor ¥(t) an die Kurve. Unter Zuhilfenahme des Skalarprodukts
schreiben wir dies als das Produkt von zwei Vektoren. Unter der Annahme, dass
beide Vektoren von Null verschieden sind, verschwindet das Skalarprodukt dann
und nur dann, wenn die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Da dies
fiir jede beliebige Kurve auf der Aquipotenzialfléche gilt, steht der Gradient von
U(Z) also immer senkrecht auf allen Vektoren, die tangential zu den Aquipotenzi-
alflichen sind: Der Gradient einer (skalaren) Funktion steht bei einem gegebenen
Punkt 7 senkrecht auf der Tangentialebene an die Aquipotentialfliche in diesem
Punkt und zeigt in die Richtung, in welche die Funktion U(Z) (in linearer Nihe-
rung) am stirksten zunimmt. Der Betrag des Gradienten ist proportional zur
Steigung dieser Zunahme.

Betrachten wir als Beispiel den Betrag eines Vektors. Der Gradient ist in
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diesem Fall (vgl. 5.17):

[

VIE] = = (5.21)
7]
bzw. in Komponentenschreibweise:
07 = =
7]

Auf der rechten Seite von Gl. 5.21 steht der Vektor & selber, wobei jedoch je-
de Komponente durch den Betrag des Vektors dividiert wird. Die Richtung des
Gradienten ist daher parallel zum Vektor & (zeigt also, anschaulich gesprochen,
radial nach auflen), sein Betrag ist 1:

S

B
Die ,,Zunahme® der Lénge eines Vektors ist in radialer Richtung also an jedem
Punkt dieselbe. Senkrecht zur radialen Richtung, also auf den Kugelflachen, die
nun die Aquipotenzialflichen bilden, bleibt die Linge der Vektoren konstant.

Einen Vektor vom Betrag 1 bezeichnet man als Einheitsvektor. Zu jedem be-
liebigen Vektor (der nicht der Null-Vektor ist) erhdlt man den Einheitsvektor,
dessen Betrag 1 ist und der in dieselbe Richtung wie der gegebene Vektor zeigt,
indem man die Komponenten des Vektors durch den Betrag des Vektors dividiert.

Wir kénnen uns nun auch iiberlegen, weshalb der Beschleunigungsvektor bei
einer Kurve, die mit konstantem Geschwindigkeitsbetrag durchlaufen wird, immer
senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor steht. Es gilt ndmlich:

d[(t))*
dt

Da der Betrag der Geschwindigkeit konstant sein soll verschwindet die linke Seite
und damit auch der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung. ¥(t) steht
somit senkrecht auf @(t).

= V(&) - d(t) = 26(t) - d(t) .

5.5 Das mitgefiihrte Dreibein

Im Folgenden betrachten wir speziell Kurven im R3. Fiir eine solche Kurve, wie
die Helix, kann man in jedem ihrer Punkte ein Koordinatensystem definieren, das
beispielsweise ein Beobachter, der sich entlang der Kurve bewegt, als Koordina-
tensystem verwenden kann. Man denke als Beispiel an einen Beobachter auf der
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Erde, der den Erdmittelpunkt als Ursprung seines Koordinatensystems verwendet
(so genannte geozentrische Koordinaten). Als ausgezeichnete Richtungen bieten
sich beispielsweise die Bewegungsrichtung der Erde (momentaner Geschwindig-
keitsvektor), die Verbindungslinie zur Sonne, also der Radialvektor (bei einer
Kreisbahn wiirde dieser senkrecht zum Geschwindigkeitsvektor stehen) und ein
Vektor senkrecht auf diesen beiden Vektoren an.

Im Folgenden betrachten wir ein ausgezeichnetes Koordinatensystem, das fiir
nahezu jede Kurve aus rein geometrischen Bedingungen konstruiert werden kann.
Dieses Koordinatensystem bezeichnet man auch als mitgefiihrtes Dreibein.

Zwei besondere Vektoren haben wir fiir eine Kurve schon kennengelernt: den
Geschwindigkeitsvektor (allgemeiner Tangentialvektor) (¢) und den Beschleuni-
gungsvektor d(t). Beide Vektoren héngen von der gewédhlten Parametrisierung
der Kurve ab. Der Geschwindigkeitsvektor ist jedoch immer tangential zu einer
Kurve, daher ist seine Richtung parametrisierungsunabhéngig. Dividieren wir den
Geschwindigkeitsvektor ¢ durch seinen Betrag, so erhalten wir einen Einheitsvek-
tor
u(t)

|a(®)]

der an jedem Punkt tangential zur Kurve ist. Dieser Vektor ist der erste Vektor
unseres Dreibeins. Notwendig (und hinreichend) fiir seine Existenz ist, dass der
Geschwindigkeitsvektor nicht null ist. Dies lasst sich durch eine geeignete Pa-
rametrisierung der Kurve immer erreichen. In der Bogenldngenparametrisierung
hat der Tangentialvektor bereits den Betrag 1 und entspricht somit dem ersten
Vektor des Dreibeins.

Fiir den Beschleunigungsvektor @(t) héingen sowohl der Betrag als auch die
Richtung von der Parametrisierung der Kurve ab. Wir kénnen jedoch den Be-
schleunigungsvektor immer in einen Anteil parallel zur Tangente - @) - und einen
Anteil senkrecht zur Tangente - @, - aufspalten. Die Komponente parallel zur
Tangente erhalten wir durch das Skalarprodukt mit €, und es gilt:

gv(t) =

7. (5.22)

Diese Komponente beschreibt die Anderung des Betrags der Geschwindigkeit.
Wire die Geschwindigkeit konstant, so steht @ senkrecht auf v und dieser Anteil
verschwindet.

Den senkrechten Anteil der Beschleunigung erhalten wir, indem wir den par-
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allelen Anteil von @ subtrahieren:

. )
A, = d— ) = d— (Tm?ﬁ: W((ﬁ-ﬁ)&—(ﬁ-(i)ﬁ).

Dieser Anteil beschreibt das Mafl der Richtungsdnderung der Kurve. Als zweiten
Vektor unseres Dreibeins wihlen wir den Einheitsvektor, der in die Richtung von
a, zeigt: B
oty = 2
ja(t) .|
Diesen Vektor bezeichnet man auch als Hauptnormalenvektor. In der Bo-
genldngenparametrisierung ist

(5.23)

. a(s)

)=

Damit €,(t) eindeutig gegeben ist, muss die Kurve in dem Punkt Z(¢) ihre Rich-
tung dndern. Fiir eine Gerade (bzw. Ausschnitte einer Geraden) ist dieser Vektor
nicht mehr eindeutig definierbar.

Die von den beiden Vektoren €,(t) und é,(t) (bzw. dquivalent ¥(¢) und a(t))
aufgespannte Ebene bezeichnet man als Schmiegeebene an die Kurve im Punkte
Z(t).

Als dritten Vektor des ausgezeichneten Dreibeins wahlen wir einen Einheits-
vektor, der senkrecht auf ¢(¢) und senkrecht auf d@(t) steht. Diesen erhalten wir
aus dem Kreuzprodukt:

~ " . v(t) x a(t)
en(t) = €,(t) x e,(t) FORTOR (5.24)
Man bezeichnet €, (t) auch als Binormalenvektor der Kurve im Punkte Z(t).

Die drei Vektoren (€,(t),€,(t),€,(t)) (Tangentenvektor, Hauptnormalenvek-
tor, Binormalenvektor) bilden zu jedem Zeitpunkt ¢ ein kartesisches Koordinan-
tensystem (es handelt sich um drei Einheitsvektoren, die jeweils senkrecht auf-
einander stehen), das durch die Richtung und die Kriimmung der Kurve ausge-
zeichnet ist.

5.6 Flachen

5.6.1 Parameterdarstellung von Flichen

Eine Abbildung von einem Ausschnitt des R? (beispielsweise einem Rechteck oder
einer Kreisflache) in den R™ beschreibt eine Flidche (dhnlich wie eine Kurve einer
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Abbildung von einem Ausschnitt des R in den R™ entspricht). Sei U C R? ein
Parametergebiet, beschrieben durch Koordinanten (u,v), so ist eine Fliche im
R"™ gegeben durch:

(u,v) eU CR — Z(u,v) € R", (5.25)
bzw. ausgedriickt in Koordinaten:
(u,v) — (2 (u,v), 2*(u,v), ..., " (u,v)) . (5.26)

Diese Beschreibung einer Flédche bezeichnet man wiederum als die Parameterdar-
stellung der Fléche.
Als Beispiel betrachten wir die Kugeloberfliiche im R?. Eine Kugel liisst sich
durch die Bedingung
($1)2 4 (x2)2 + (ZE3)2 — R2
charakterisieren. Diese Bedingung koénnen wir nach jeder der Koordinaten
auflosen, beispielsweise nach z3:

2® = +/R2 — (21)2 — (22)2.

Wir wihlen nun 2! und z? als unabhingige Parameter, setzen also 2! = u und
2?2 = v, und erhalten:

ot (u,v) =u  2*(u,v) =v  2*(u,v) = £VR2 —u2 — 02,

Das positive Vorzeichen beschreibt die ,,nordliche” Halbkugel, das negative Vor-
zeichen die siidliche. Die Parameter (u, v) sind durch die Bedingung u? +v* = R?
eingeschrinkt. Das Parametergebiet im R? ist also eine Kreisscheibe.

Wir konnen eine Kugeloberfliache aber auch durch zwei Winkel charakterisie-
ren. Dazu iiberzeugen wir uns zuniichst, dass sich jeder Vektor ¥ = (2!, 22, 2%) im
R? durch seinen Abstand r vom Nullpunkt, dem Winkel § zur z-Achse und den
Winkel ¢ zwischen der Projektion auf die xy-Ebene und der z-Achse beschreiben
léasst:

(xt, 2%, 2°) = (rcos psinf, rsin@sin 6, cos f).

Es handelt sich hierbei um eine andere Beschreibung der Punkte des R?. Solche
Koordinatentransformationen werden uns in einem der néchsten Kapitel noch
beschéftigen. Im vorliegenden Fall geniigt es, dass die Kugeloberfliche durch
konstantes r gekennzeichnet ist. Wir erhalten daher fiir die Beschreibung der
Kugeloberflache:

(0,0) — (z'(p,0),2%(p,0),2°(¢,0)) = (rcos psin b, rsin psin b, r cos ).
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Fiir die Parameter gilt ¢ € [0,27] und 6 € [0,n]. Das Parametergebiet ist in
diesem Fall ein Rechteck.

Damit es sich allgemein um eine regulire Fliche handelt, verlangen wir nicht
nur, dass die Funktionen z*(u,v) stetig und hinreichend oft differenzierbar sind,
sondern wir verlangen auch, dass die Parametrisierung der Fliache in folgendem
Sinne nicht entartet ist: An jedem beliebigen Punkt #(ug, vg) auf der Fliche sol-
len sich die Kurven Z(u,vy) (aufgefasst als Kurve mit Kurvenparameter u) und
Z(ug, v) (Kurvenparameter v) unter einem nicht-verschwindenden Winkel schnei-
den. Konkret bedeutet dies: Die beiden Tangentialvektoren

- 0%(u,vg) - 0%(ug,v)
= d f,= —2=- 5.27
Ju _ und - f v _ (5:27)
U=ug V=00
sollen jeweils von null verschieden und linear unabhéngig sein.
Im R? sind diese beiden Bedingungen genau dann erfiillt, wenn
- > - 0T ox
Falu,v) =, x f, = 2Zwv) | 03w ) (5.28)

ou ov

fiir alle Werte (u,v) € U von null verschieden ist. f,(u,v) ist ein Vektor, der
senkrecht auf der Fliche am Punkte Z(u, v) steht. Diesen Vektor bezeichnet man
auch als Normalvektor.

Am Beispiel der Kugeloberfliche erkennt man, dass diese Bedingungen fiir alle
(u,v) erfiillt sind, fiir die u? + v* < R?. Wenn wir Punkte auf dem Aquator der
Kugeloberfliche beschreiben wollen, sollten wir nicht nach 2® auflésen, sondern
cher nach z! oder 22. Auch bei der zweiten Parametrisierung der Kugeloberfliche
gibt es ,singuldre® Stellen: § = 0 und 6 = 7. Man spricht in solchen Fillen auch
von Koordinatensingularititen.

Da die Parametrisierung der Fldche nicht entartet sein soll, konnen wir den
Normalvektor auch durch seinen Betrag dividieren und erhalten den auf 1 nor-
mierten Normalvektor:

(am, v) 8f(u,v))

. B Ju ov
rilu,v) = 0% (u,v) " 0Z(u,v) (5:29)
du ov

5.6.2 Charakterisierung durch Bedingungen

Oftmals ist es nicht leicht, eine geeignete Parameterdarstellung einer Fliche zu
finden. Insbesondere ist es fiir viele Flichen {iberhaupt nicht moglich, sie durch
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eine Abbildung der im letzten Abschnitt genannten Art {iberall und frei von Sin-
gularitdten oder Entartungen der Parametrisierung zu definieren. Bekannte Bei-
spiele sind, wie wir gesehen haben, die Kugeloberflache oder auch die Oberfliche
eines Torus.

Statt einer Parametrisierung ist es manchmal einfacher, eine Flache durch
eine geeignete Bedingung zu beschreiben. Im R? liisst sich eine solche Bedingung
héufig in der Form

flzh 2? 2%) =0

schreiben. Fiir die Kugeloberfliche im R? gilt beispielsweise
f(.il?l,l'Z,x?’) — ({L’l)2 4 ($2)2 + (3:3)3 o R2’

was auf die Gleichung
(M2 + (232 + (%) = R®. (5.30)
fiihrt.

Die Bedingung f(z!, 2%, z*) = 0 ldsst sich (zumindest fiir bestimmte Werte der
Koordinaten) nach einer der Koordinaten aufldsen - beispielsweise 3 = f(z, 22)
- und nun lésst sich die Fldche in der Form (u, v, f (u,v)) beschreiben. Haufig ist
diese Beschreibung jedoch nicht fiir die ganze Fléache giiltig, sondern nur fiir be-
stimmte Gebiete der Fliche, die so genannten Karten. Wenn es fiir jeden Punkt
der Fldche eine geeignete Karte gibt, sodass die Fliache in der Umgebung die-
ses Punktes frei von Koordinatensingularitdten beschrieben werden kann, so be-
zeichnet man die Menge dieser Karten auch als Atlas. Aus der Beschreibung der
Kugeloberfliche durch Gl. (5.30) lassen sich beispielsweise sechs besondere Kar-
ten finden, und jeder Punkt der Kugeloberfliche liegt in mindestens einer dieser
Karten. Diese sechs Karten erhélt man, indem man Gl. (5.30) nach jeweils einer
der Koordinaten z* (i = 1,2, 3) auflést und dann noch die beiden Vorzeichen der
Whurzel beriicksichtigt. Jede der Karten beschreibt eine Halbkugel.

Auch Kurven bzw. Wege lassen sich durch Bedingungen beschreiben. Bei-
spielsweise erhélt man im Allgemeinen eindimensionale Linien, wenn man zwei
Flachen schneidet, also zwei Bedingungen an die Koordinaten stellt:

fl(:cl,xQ,x3) =0 f2(x1,$2,x3) =0.

Zur Parameterdarstellung gelangt man in diesem Fall, indem man beide Bedin-
gungen nach einem Parameter, beispielsweise nach z! =t auflst:

(t) = (8, 2°(t), 2°(t)).
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Ein anderes Beispiel fiir Kurven, die durch Bedingungen charakterisiert und
zunéchst nicht durch eine Parametrisierung gegeben sind, sind die Kegelschmitte,
die in Abschnitt 5.8 kurz behandelt werden.

5.7 Parameterdarstellung d-dimensionaler
Raume im R”

Die Konzepte der vergangenen Abschnitte konnen wir folgendermaflen verallge-
meinen: ein d-dimensionaler Raum, eingebettet im R™ (zunéchst verlangen wir
noch d < n, spéter betrachten wir auch den Fall d = n), besitzt folgende Para-
meterdarstellung:

(u',u?, ..., ut) — Z(u,u?, . u?), (5.31)

wobei jede Komponente z (i = 1,...,n) eine (stetige und geniigend oft diffe-
renzierbare) Funktion der Parameter {u®} (o = 1,...,d) ist. Jeder Punkt p auf
diesem d-dimensionalen Raum soll eindeutig durch seine Koordinaten {u®} mit
ZF(ul,...,u?) ~ p bestimmt sein. Statt von einem d-dimensionalen Raum spricht
man auch manchmal von einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit. (Mannigfaltig-
keiten lassen sich auch allgemeiner definieren, ohne dass man auf die Einbettung
der Mannigfaltigkeit in einen R"™ Bezug nehmen muss. Das soll hier aber nicht
geschehen.)

Zu jeder der Komponenten u® kénnen wir die Kurve v* ~ #(u®) betrachten,
die man erhilt, wenn man alle anderen Komponenten {u®}, 3 # « festhilt. Durch
jeden Punkt des d-dimensionalen Raumes (festgelegt durch die Koordinaten {u®},
wobei dieser Punkt nicht zu einer Koordinatensingularitidt gehoren soll) finden
wir daher d ausgezeichnete Kurven, die sich in diesem Punkt schneiden. Zu jeder
dieser Kurven konnen wir den Tangentialvektor berechnen:

- o OF(ut, .. u?)
fa(u s, U ) == T

Dieser Tangentialvektor ist natiirlich eine Funktion der Koordinaten des Punktes,
bei dem der Tangentialvektor berechnet wird. Wenn der Punkt p ~ #(u?, ..., u?)
nicht zu einer Koordinatensingularitit gehort, sind die d Tangentialvektoren f;(p)
alle von null verschieden und linear unabhéngig. Sie spannen somit einen d-
dimensionalen Vektorraum auf, den so genannten Tangentialraum an die Man-
nigfaltigkeit im Punkte p.

Man sollte an dieser Stelle beachten, dass der Tangentialraum im Allgemeinen
kein linearer Teilraum des R™ im iiblichen Sinne ist. Das wére nur der Fall,
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wenn der Punkt p gerade dem Nullpunkt des R™ entspricht. Man kann einen
Tangentialraum im obigen Sinne als einen affinen Teilraum des R™ auffassen,
bei dem der Nullpunkt entsprechend verschoben ist. Besser ist es jedoch, den
Tangentialraum iiberhaupt nicht als Teilraum des R™ zu interpretieren, sondern
einfach als einen d-dimensionalen Vektorraum, der sich fiir jeden Punkt p einer
Mannigfaltigkeit definieren lésst.

5.8 Kegelschnitte

Gleichsam als Anwendung einiger der in diesem Kapitel eingefiihrten Konzepte
wollen wir eine wichtige Klasse von Kurven betrachten, die man als Kegelschnit-
te bezeichnet. Diese Kurven erhélt man als Schnittkurven aus der Mantelfliche
eines Doppelkegels im R? mit einer Ebene. Neben den Ellipsen und Hyperbeln
erhilt man als Grenzfélle noch Kreise und Parabeln (sowie streng genommen noch
einzelne Punkte sowie sich schneidende Geraden). Alle diese Kurven kénnen bei-
spielsweise bei der Bewegung eines Korpers im Gravitationsfeld eines anderen
Korpers (das so genannte Kepler-Problem) auftreten.

Ein Doppelkegel (der Einfachheit halber mit Steigung 1) lasst sich durch fol-
gende Bedingung beschreiben:

4y =22, (5.32)
bzw. in der Parameterdarstellung:
z(u,v) =u ylu,v)=v z(u,v) =tvVu?+v2.

(Wir verwenden die Komponentenschreibweise (z,y, z) statt (x!, 22 z?%), da wir
in kartesischen Koordinaten ohnehin nicht zwischen oben- und untenstehenden
Indizes unterscheiden miissen und die Indexschreibweise in konkreten Formeln
manchmal verwirrend sein kann.) Eine vollkommen andere aber dquivalent Para-
meterdarstellung ware die folgende (r >0, 0 < ¢ < 27):

x(r,p) =rcosp y(r,p)=rsing z(r,p)=r.

Eine beliebige Ebene durch den Nullpunkt konnen wir durch folgende Glei-
chung beschreiben:

a-¥r=20 bzw. ar +agy +azz =0,
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wobei @ ein beliebiger (von Null verschiedener) dualer Vektor ist. Da wir ein
kartesisches Skalarprodukt verwenden, kénnen wir @ auch mit einem gewohnli-
chen Vektor identifizieren. Die durch obige Gleichung beschriebene Ebene besteht
aus allen Vektoren, die auf @ senkrecht stehen. Soll die Ebene nicht durch den
Nullpunkt sondern durch den Punkt b = (b', b2, 5%) gehen, folgt:

=,

- (f—b)=0  bzw. i-T=a-b.
Als allgemeine Darstellung einer Ebene erhalten wir somit:

ar + asy +azz =b. (5.33)

A: Diese Gleichung ist noch iiberbestimmt. Sie enthélt vier freie Parameter, zur
Charakterisierung einer allgemeinen Ebene sind jedoch nur drei Parameter notwendig.
Fiir b # 0 konnen wir obige Gleichung noch durch b dividieren und finden, dass eine
allgemeine Ebene sogar durch die Bedingung

ajr +ajy + asz =1

beschrieben wird. Ist b = 0, geht die Ebene also durch den Nullpunkt, kénnen wir durch
ein nicht-verschwindendes a; dividieren, d.h., einen der Koeffizienten vor z, y oder z eins
setzen.

Wir betrachten zunéchst den Fall ag # 0 (das bedeutet, die Ebene ist nicht
parallel zur 3-Achse); dann konnen wir fiir die Ebene auch schreiben

z=ax+ay+Db.

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit setzen wir noch as = 0 und schreiben
a] = a.
z=ax+b. (5.34)

Die Ebene ist in diesem Fall parallel zur 2-Achse. Dies bedeutet keine Ein-
schrankung, da das Problem ohnehin symmetrisch unter Drehungen um die 3-
Achse ist.

Einsetzen in die Kegelgleichung (5.32) liefert:
2* +y* = (ax +b)?, (5.35)

bzw.
(1 —a®)a? — 2abx +y* = b*. (5.36)
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A: Wir haben immer noch zwei Bestimmungsgleichungen: Gleichung 5.34 erlaubt es
uns, die Koordinate z durch x auszudriicken, und Gleichung 5.36 erlaubt es uns, y durch
x auszudriicken. Wir erhalten also eine Kurve im R3, wobei wir = als Kurvenparameter
verwenden. Die Parameterdarstellung Z(t) dieser Kurve wire somit:

z(t) =t y(t) =202 — (1 —a2)t2 +2abt z(t)=at+b.

Im Folgenden betrachten wir nur die Projektionen dieser Kurve auf die 1-2-Ebene. An
den qualitativen Eigenschaften der Losungen éndert sich dadurch nichts.

Allgemein kénnen wir folgende Félle unterscheiden:

1. Kreise:
Der Spezialfall a = 0 (waagerechte Ebene) fiihrt auf die Gleichung

2 4yt = b2,

Dies ist die Kreisgleichung. Fiir b = 0 erhalten wir als Losung nur den Punkt
(0,0,0).

2. Ellipsen:
Die Bedingung a? < 1 fiihrt auf eine Gleichung der Form (o > 0):

alz =) +y*=p".
Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit Zentrum (v, 0).

3. Parabeln:
Fiir a? = 1 erhalten wir:

2= b2+ 2.

Dies ist die Gleichung einer Parabel.
4. Hyperbeln: Fiir a®> > 1 folgt eine Gleichung der Form (a > 0):
—alz =) +y' =5

Dies entspricht einer Hyperbelgleichung.
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Wir miissen uns nun noch iiberlegen, welche Gleichung wir fiir a3 = ay = 0
erhalten. In diesem Fall lautet die Gleichung fiir die Ebene

ar =b
Einsetzen in die Kegelgleichung 5.32 liefert:

2
2 2 2 2 2

E—l—y =z oder z*—y"=~".

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, die sich asymptotisch den Geraden z = +y

annédhert. Fiir b = 0 erhalten wir diese beiden sich schneidenden Geraden als

Losung.

5.9 Koordinatensysteme

Wir haben schon mehrfach erwihnt, dass man die Punkte des R? oder R? nicht
nur als Vektoren auffassen kann, die sich beziiglich einer Basis des Vektorraums
in Komponenten zerlegen lassen, sondern dass man sie auch allgemeiner durch
Koordinaten beschreiben kann, die mit der Eigenschaft des R? bzw. R? als Vek-
torraum nichts mehr zu tun haben. Beispielsweise lasst sich die Summe zweier
Vektoren im Allgemeinen auch nicht mehr als einfache Summe dieser Koordi-
naten ausdriicken. Auflerdem ist der Parameterbereich dieser Koordinaten (der
Wertebereich, den diese Koordinaten zur eindeutigen Beschreibung von Punkten
annehmen kénnen) nicht immer gleich dem R? bzw. R?, sondern nur gleich einer
Teilmenge.

Strenggenommen fasst man den R? bzw. R? in diesem Fall nicht mehr als
Vektorraum auf, sondern als so genannte Mannigfaltigkeit. Das macht sich oft
auch daran bemerkbar, dass die allgemeinen Koordinaten fiir bestimmte Punkte
nicht mehr eindeutig sind oder singuldr werden. Wir betrachten zunéchst einige
bekannte Beispiele fiir Koordinaten im R? und R?

5.9.1 Die Polarkoordinaten im R?

In zwei Dimensionen kénnen wir einen Punkt durch seinen Abstand r vom Null-
punkt und den Winkel ¢ zwischen der Verbindungslinie zum Nullpunkt und der
x-Achse beschreiben. Das fiihrt auf die Darstellung eines Punktes in so genannten
Polarkoordinaten:

(x,2%) ~ (rcosp, rsinyp). (5.37)
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Die Komponenten {x'} lassen sich somit durch r und ¢ ausdriicken:
1_ 2 _
T =17Ccosp r°=rsing.

Diese Bedingungen sind umkehrbar, d.h., » und ¢ lassen sich durch z! und z?

ausdriicken: )

r=+/(x1)? + (22)? © = arctan % )
Der Nullpunkt (0,0) ist ein singuldrer Punkt der Polarkoordinaten, da in die-
sem Punkt ¢ nicht eindeutig durch 2* gegeben ist. Streng genommen gelten die
Polarkoordinaten also nur fiir den R? ohne den Punkt {(0,0)}.
Die Koordinaten (r,¢) nechmen folgende Werte an: = > 0 und ¢ € |0, 27).
Der Parameterbereich U € R? der Koordinaten ist also ein Streifen (Breite 27)
oberhalb der positiven reellen Achse.

5.9.2 Zylinderkoordinaten im R?

Ubertragen wir die Polarkoordinaten des R? auf den R? ohne die z-Komponente
mit einzubeziehen, so erhalten wir die Zylinderkoordinaten:

(z*, 2%, 2%) ~ (rcosp, rsing, 2). (5.38)

Die alten Koordinaten z* lassen sich also durch die neuen Koordinaten aus-
driicken:

' =rcosp 2P=rsing 2°=z,

ebenso lassen sich die neuen Koordinaten durch die alten Koordinaten aus-
driicken: )
r=+/(x)2+ (22)2 ¢ = arctan x_l z =12,
x

Die Zylinderkoordinaten sind eindeutig sofern r # 0, also aufler auf der z-Achse,
wo der Winkel ¢ nicht festliegt.

Der Parameterbereich fiir » und ¢ ist gleich ihrem Bereich fiir Polarkoordina-
ten, z kann beliebige reelle Werte annehmen.

5.9.3 Kugelkoordinaten

Wie schon mehrfach erwihnt, lisst sich ein Punkt im R? auch durch seinen Ab-
stand r vom Ursprung sowie zwei Winkel charakterisieren. Der Winkel 6 ent-
spricht dem Winkel zwischen der Verbindungslinie des Punkts zum Ursprung und
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der z-Achse, und der Winkel ¢ entspricht dem Winkel zwischen der Projektion
dieser Verbindungslinie auf die zy-Ebene und der z-Achse. Dann gilt:

(xt, 2% 2°) =~ (rcospsind, rsingsing, rcosh). (5.39)

Auch diese Beziehungen lassen sich umkehren:

2 02 2)2
r= /(1) + (22)2 + (¥3)2 = arctan x_l 0 = arctan (=) :_ (z2) :
x x
Beide Winkel sind fiir » = 0 nicht definiert. Auflerdem ist ¢ nicht definiert fiir
=0und 0 =7.
Die Definitionsbereiche fiir die Parameter sind: r > 0, ¢ € [0,27) und 6 €
[0, 7.

5.9.4 Allgemeine Koordinatentransformationen

Eine Koordinatentransformation auf dem R"™ ist eine Abbildung U € R" — R"
derart, dass sich jeder Punkt p ~ # € R" durch die Koordinaten (u!,u?,...,u™)
ausdriicken lésst. Es gilt somit:

o~ (2h 22" = (ot (uh u?, e, 2 (et ™), 2 (R L u™))

Umgekehrt soll sich auch jede Koordinate u' als Funktion der {z'} schreiben
lassen:

Eine Koordinatentransformation soll also bijektiv sein und daher eine eindeutige
inverse Abbildung besitzen. Punkte, an denen dies nicht moglich ist, bezeichnet
man als singuldre Punkte der Koordinatentransformation. In vielen Fallen wird
man nur einen bestimmten Ausschnitt des R (beispielsweise den R™ ohne gewisse
Punkte, Linien oder Flidchen) durch die neuen Koordinaten eindeutig ausdriicken
koénnen.

In jedem Punkt p € R”™ schneiden sich n Kurven ~;, die man erhélt, indem
man die Koordinaten {u’} (j # 4) festhilt und Z(u%) nur noch als Funktion des
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einen Parameters u! auffasst. Zu jeder dieser Kurven kénnen wir im Punkte p den
Tangentialvektor bilden:
u

Sofern der Punkt p nicht zu einer Koordinatensingularitdat gehort, sind diese n
Vektoren von null verschieden und linear unabhéngig. Sie spannen also einen
n-dimensionalen Vektorraum auf. Nach den Uberlegungen der vorherigen Ab-
schnitte handelt es sich bei diesem Vektorraum strenggenommen um den Tan-
gentialraum im Punkte p. Es ist der ,Raum der Geschwindigkeiten®, mit denen
der Punkt p durchlaufen werden kann.

Der affine Raum R", der die mdoglichen Lagen von Punkten p charakteri-
siert, und der Vektorraum R™, der an jedem Punkt p als Tangentialraum (Raum
der Geschwindigkeiten) konstruiert werden kann, sind zunéchst zwei verschiedene
Réume. Auch wenn eine Identifikation oft vorgenommen wird, sollte man sich der
Unterscheidung bewusst sein. Die Physik ist in diesem Fall iibrigens ,,genauer*
als die Mathematik: Wéahrend die Koordinaten von Raumpunkten meist die Di-
mension einer Linge haben, haben Geschwindigkeiten die Dimension [Lénge pro
Zeit]. Die beiden Konzepte werden daher deutlicher unterschieden.

5.10 Das metrische Feld

Wir sind in den vergangenen Kapiteln mehrfach auf das Konzept des Tangenti-
alraums gestofien und haben dabei betont, dass man den Tangentialraum (bei-
spielsweise an eine Fliache) nicht mit dem einbettenden Raum identifizieren sollte.
Daher haben wir zunéchst noch keine Moglichkeit, Winkel und Léngen fiir die
Vektoren in einem Tangentialraum zu bestimmen. Trotzdem haben wir schon den
Betrag von Geschwindigkeitsvektoren berechnet oder auch (bei den Tangential-
ebenen an eine Fliche) das Kreuzprodukt gebildet. Implizit haben wir dabei von
der Einbettung Gebrauch gemacht. Dieses Konzept soll nun verdeutlicht werden.
Ziel dieses Abschnitts ist es, in den Tangentialrdumen ein positiv definites Skalar-
produkt zu definieren. Ein solches Skalarprodukt bezeichnet man auch manchmal
als Metrik. Mithilfe der Metrik konnen wir die Langen von Vektoren berechnen
bzw. die Winkel zwischen Vektoren bestimmen, wenn die Komponenten dieser
Vektoren in Bezug auf die durch das Koordinatensystem definierten Basisvekto-
ren eines Tangentialraumes angegeben werden. Da wir streng genommen an jedem
Punkt des Raumes einen anderen Tangentialraum haben, wird diese Metrik nun
vom Raumpunkt abhéngen. Daher spricht man auch von einem metrischen Feld.
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5.10.1 Allgemeine Definition

Wir haben gesehen, dass zwischen der Parameterdarstellung der Einbettung ei-
ner Kurve, Flache, oder allgemeiner eines d-dimensionalen Raumes in einen R”
und einer Koordinantentransformation auf dem R" kein wesentlicher Unterschied
besteht. Daher betrachten wir im Folgenden Einbettungen der Form:
(u', ..., ud) — Z(u', ..., u"),
wobei wir neben d < n auch den Fall d = n zulassen.
Die Parameterdarstellung definiert in einem Punkt p, der durch die Koordi-

naten (u!,...,ud) charakterisiert wird, d linear unabhingige Tangentialvektoren:
- 0T (ut, ..., u?)
fOl(p) = a o .
u

Diese Vektoren sind im Allgemeinen weder Einheitsvektoren noch orthogonal. Wir
konnen natiirlich diese Vektoren noch durch ihren Betrag dividieren und auch zur
Konstruktion eines Orthonormalsystems verwenden (dhnlich, wie wir dies beim
begleitenden Dreibein schon gemacht haben). In den meisten Féllen ist es aber
einfacher, direkt mit den Vektoren fix(p) als Basisvektoren des Tangentialraums
im Punkte p zu rechnen. Wenn wir allerdings Vektoren in diesem Tangentialraum
durch ihre Komponenten beziiglich der Basis { ﬁ(p)} ausdriicken, miissen wir
bei der Berechnung des Skalarprodukts (wie es durch den einbettenden R™ de-
finiert ist) vorsichtig sein: Wir miissen ein Skalarprodukt g,s(p) definieren, dass
uns beziiglich dieser Komponenten dasselbe Ergebnis liefert, wie das kartesische
Skalarprodukt im R™.

Seien i und 2z’ zwei Vektoren im Tangentialraum des Punktes p. Diese beiden
Vektoren lassen sich beziiglich der Tangentialvektoren { f;} zerlegen:

J=> y'fa  Z=> 2 f;.
a B
Das Skalarprodukt zwischen diesen Vektoren im einbettenden Raum R™ ist somit:

joF= (zyamp)) : (Z 2 fa(p) ) Zyo‘zﬁfa fﬁ—Zgaﬁy 2f

B

Hierbei haben wir definiert:

- = OF(ul, .. ud) (91:( oxt(ut,...,u?) 027 (ul,...,ul)
9op = Jocfs = =5 Z T oub

(5.40)

4,7=1



5.10. DAS METRISCHE FELD 87

Die Matrixelemente dieses Skalarprodukts bestehen also aus den Skalarprodukten
(beziiglich des kartesischen Skalarprodukts im R") der durch das Koordinaten-
system definierten Tangentialvektoren ﬁ;

Da die Tangentialvektoren fa(p) vom Punkt p abhéingen, an dem sie berechnet
werden, hingen auch die Elemente des Skalarprodukts von diesem Punkt p ab:
9ap(p). Man spricht in diesem Fall vom metrischen Feld. Da das Skalarprodukt in
jedem Punkt ein Tensor (2. Stufe) ist, spricht man auch vom metrischen Tensor
bzw. metrischen Feldtensor.

5.10.2 Polar- und Kugelkoordinaten

Sei in der Ebene p € R? durch den Abstand r vom Nullpunkt und den Winkel
¢ zur z-Achse charakterisiert, also p ~ (rcosp,rsin ). Die Polarkoordinaten
definieren durch den Punkte p zwei ausgezeichnete Kurven:

7(p) = (recosp,rsing) (rfest)  4o(r) = (rcosp,rsing) (¢ fest). (5.41)

71 () beschreibt einen Kreis vom Radius 7 um den Nullpunkt, und ~,(r) be-
schreibt eine Gerade, die sich radial vom Nullpunkt nach unendlich erstreckt.
Diese beiden Kurven haben in p jeweils die Tangentialvektoren:

ﬁ;(p) = %yz(—rsinw,rwsgp)
i) = 2~ (cosi, sing).

Die Notation f;(p) bzw. f.(p) soll andeuten, dass diese beiden Vektoren im
Allgemeinen von dem Punkt p, ausgedriickt durch seine Koordinaten r und ¢,
abhéngen.

Wir kénnen uns leicht davon iiberzeugen, dass diese beiden Vektoren orthogo-
nal sind. Normieren wir die beiden Vektoren noch auf die Lange eins, so erhalten
wir ein Orthonormalsystem von Basisvektoren fiir den Tangentialraum im Punkte
p:

€,(p) = (—sing, cosyp) é-(p) = (cosp, sinyp).

Wollen wir jedoch Vektoren im Tangentialraum durch die Komponenten

beziiglich ﬁ und f; ausdriicken, so miissen wir das verallgemeinerte Skalarpro-

dukt verwenden:
gy = (950 0y (7)), 52
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Entsprechend finden wir fiir einen Punkt p € R? in Kugelkoordinaten:

- v 0
frp) = % = (cos psinf, sinpsinf, cosf)
r
- r 0
fo(p) = %57) = (—rsinpsinf, rcospsind, 0)
f?o(p) = %f’@:(rcoscpcosﬁ,rsin¢cos&—rsin@).

Auch in Kugelkoordinaten sind die drei Tangentialvektoren zu den Parametern r,
¢ und 6 orthogonal. Fiir die Komponenten des metrischen Tensors erhalten wir:

9rr  Greo Gre 1 0 0
g = Gor Gop  YGpb = 0 r?sin®’f 0 (543)
Jor 900 Yoo 0 0 r?

5.10.3 Die Kugeloberfliche

Die bisherigen Beispiele bezogen sich auf Koordinatentransformationen, nun wol-
len wir mit der Kugeloberfliche noch ein Beispiel fiir die Einbettung einer Fliache
in den R? betrachten. Eine mogliche Beschreibung der Kugeloberfliche folgt aus
den Kugelkoordinaten, wobei wir nun den Radius R nicht mehr als Koordinate
sondern als festen Parameter interpretieren. Die Koordinaten der Kugeloberfldche
sind somit (p,#). Die beiden Basisvektoren fiir den Tangentialraum an einem
Punkt auf der Kugeloberflache (ausgedriickt durch seine Koordinaten (¢, #)) sind
daher:

7 af(r7 P, 8)

fo(p) = T:(—Rsingosirﬁ,Rcosgosin@,())
J%(p) = Wz(RcosgpcosQ,Rsingpcos@,—Rsin@).

Die Komponenten des metrischen Tensors beziiglich dieser Basisvektoren des Tan-

gentialraums lauten:
R?’sin?0 0
g= ( 0 R ) ) (5.44)

Wir koénnen die Kugeloberfliche auch durch die Koordinaten beschreiben, die wir
durch Auflésen von der Bedingungsgleichung

({L‘l)2 + (ZE2)2 + ($3)2 — RQ
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nach einer Komponente erhalten. Wir wéhlen die Parameterdarstellung fiir die
,nordliche* Hemisphére:

(u,v) = (u,v, VR? —u? — v?).

Die beiden Tangentialvektoren an den Punkt p (gekennzeichnet durch die Koor-
dinaten (u,v)) sind:

> _ 0%(u,v) u

Julp) = ou (1’ 0 R2 — 2 — ,02)
> _ 0F(u,v) v

fv(p) - 31} - (0717 R2—U,2—U2) .

Nun sind die beiden durch das Koordinatensystem definierten Basisvektoren im

Allgemeinen weder Einheitsvektoren noch orthogonal und wir erhalten fiir die
Metrik:

2

1 _'_ u uv
g= Juu  Guv _ R2 — y2 — 2 R2 — 42 — 92
gvu gvv vu 1 U2
B_w2_—y T R_w_

Offensichtlich sind die Elemente dieser Metrik fiir u? + v? = R? - also auf dem
Aquator - nicht mehr definiert (bzw. gehen gegen unendlich). Dies ist ein typi-
sches Beispiel fiir eine Koordinatensingularitit, denn der Aquator ist natiirlich
keine singuldre Punktmenge der Kugeloberfliche, sondern das gewéhlte Koordi-
natensystem ist dort nicht mehr sinnvoll.

5.10.4 Intrinsische Bedeutung der Metrik

Wir wollen nun einen Aspekt der Metrik ansprechen, der anschaulich weniger den
Tangentialraum an eine Mannigfaltigkeit betrifft sondern die Mannigfaltigkeit
selber. Betrachten wir dazu als Beispiel eine Kugeloberfliache.

Seit jeher ist den Kartographen bekannt, dass man nicht die gesamte Ober-
fliche der Erde auf eine planare Karte zeichnen kann, ohne dass irgendwelche
Léngen verzerrt oder gerade Linien (dem Ausschnitt eines Grofikreises folgend)
krumm dargestellt werden. Wir haben eine Fliche wie die Kugeloberflache in der
Parameterdarstellung als Abbildung eines Bereichs U C R? in den einbettenden
Raum beschrieben: (u,v) — #(u,v). Der Parameterbereich U kann dabei als eine
,Karte im herkbmmlichen Sinn verstanden werden. Jede Struktur auf der Fliache
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(beispielsweise die Umrisse der Kontinente auf der Erde) ldsst sich als Kurve ber-
schreiben, und diese Kurve definiert auch eine Kurve in der Parameterfliche U.
Eine bekannte Darstellung der Erdoberflache ist beispielsweise die Darstellung in
Winkelvariablen (¢, 8), bei der die Breitengrade als waagerechte Linien und die
Langengrade als senkrechte Linien dargestellt werden.

Wenn wir auf der Karte Entfernungen zwischen zwei Parameterpunkten aus-
messen, so hat diese Entfernung im Allgemeinen nichts mit der tatséchlichen
Entfernung zu tun, die zwischen den durch die Parameter beschriebenen Punkten
herrscht. Fiir nicht zu grofle Ausschnitte der Erdoberfliche geniigt es meistens,
einen ,Mafstab® anzugeben. Auf einem Stadtplan von Freiburg mit MaBstab
1:8000 entspricht einem Abstand von einem Zentimeter auf der Karte in Wirk-
lichkeit ein Abstand von 8000 Zentimeter oder 80 Meter.

Eine solche Maflstabsangabe ist jedoch bei Weltkarten streng genommen nicht
mehr sinnvoll. Es wiirde bedeuten, dass beispielsweies auf einer Weltkarte mit
MafBstab 1:30000000 ein Zentimeter Abstand zwischen zwei Punkten in Wirk-
lichkeit 300 km entsprechen. Betrachtet man sich die Karte jedoch genauer und
vergleicht mit einem Globus, so erkennt man, dass diese Angabe nicht iiber-
all wirklich stimmt. Meist weichen die tatsédchlichen Entfernungen in der Néahe
der Pole (oder der Rénder der Karte) von dieser aus dem Mafistab berechneten
Entfernung ab. Das liegt genau daran, dass man die Kugeloberfliche nicht maf-
stabsgetreu auf einer Ebene abbilden kann. Wir miissen also streng genommen
an jedem Punkt einen Mafistab definieren, und zwar fiir jede der beiden Koordi-
natenrichtungen. Es kann némlich sein, dass die Abstédnde in Nord-Siid-Richtung
mafstabsgetreu wiedergegeben sind (d.h., iiberall auf der Karte mit demselben
MafBstab), die Abstande in Ost-West-Richtung jedoch an den Réndern der Kar-
te mafstabsverzerrt sind. Genau diesen orts- und richtungsabhéngigen Maf}stab
beschreibt das metrische Feld!

Wir betrachten zwei Punkte p ~ F(u', u?) und p’ ~ F(u’!, u?) auf der Fliche,
die nahe beeinander liegen sollen. Der Abstand zwischen diesen beiden Punkten,

ds = \/(f(ull,ulz) _ f(ul,UQ))2

soll also klein sein. In diesem Fall erwarten wir, dass auch die Koordinaten, durch
welche die beiden Punkte beschrieben werden, nahe beeinander liegen (sofern
nicht eine Koordinatensingularitéit vorliegt):

(u*,u?) = (u' 4 dut, u? + du?).
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Wir erhalten somit:

W u?) — Bt u?) = F(u' +du u® + du?) — F(u!,u?)
@f(ul,UQ) 1 af<u17u2) 2 i\2
= 5 du” + Tdu + O((du')).
Die partiellen Ableitungen nach den Parametern sind gerade die Basisvektoren

im Tangentialraum:
_0Z(u',u?)

Fiir den ,infinitesimalen“ Abstand ds erhalten wir somit:

ds = \/(fl(p)dul + ﬁ(p)du2>2 = Zgag(p) du duf . (5.45)
a,B

Mithilfe des metrischen Feldes kénnen wir also an jedem Punkt (u!,u?) unserer
Karte bestimmen, welchen Abstand zwei nahe benachbarte Punkte in Wirklich-
keit haben. Das metrische Feld ist ein ,,orts- und richtungsabhéngiger Mafistab®.
In der allgemeinen Relativitédtstheorie gibt man oft den metrischen Feldtensor
in der Form
ds* = Z Jopdu®du’ (5.46)
a8

an. Dabei bezeichnet ds? das Quadrat des physikalischen Abstands zwischen
zwei (physikalisch eng benachbarten) Ereignissen, den man mit tatséchlichen
MafBstéaben oder Uhren ausmessen kann. du® bezeichnet die Differenz in der Ko-
ordiante u®, durch welche man die beiden Ereignisse in einer Karte ausdriickt.
Das metrische Feld gibt die Beziehung zwischen dem physikalischen Abstand und
den Koordinatenabsténden zweier Ereignisse an.
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Kapitel 6

Elemente der Vektoranalysis

Wir wollen uns in den nichsen Kapiteln mit Feldern beschéftigen. Nach ihrem
Transformationsverhalten unter einem (aktiven oder passiven) Koordinatenwech-
sel unterscheidet man skalare Felder, Vektorfelder, Pseudo-Vektorfelder, Tensor-
felder, etc. Wir werden zunéchst dieses Transformationsverhalten nochmals ge-
nauer untersuchen. Anschliefend werden wir einige Grundlagen der Vektorana-
lysis einfithren, dazu zdhlen die Begriffe ,,Gradient, Rotation, Divergenz“, das
Linienintegral sowie Flachen- und Volumenintegrale. Schliefllich behandeln wir
die wichtigen Integralsédtze: Stokes’scher Satz und Gaufi’scher Satz. Diese beiden
Integralsiitze sind eine mehrdimensionale Verallgemeinerung der bekannten Rela-
tion, wonach das Integral iiber die Ableitung einer Funktion durch den Wert der
Funktion an den Integrationsgrenzen gegeben ist.

6.1 Tensorfelder

Ganz allgemein kann man Felder als Abbildungen einer Mannigfaltigkeit M, die
meist dem Ortsraum der moglichen Lagen von Koérpern entspricht, in eine Men-
ge auffassen, die oft ein Teilraum eines Vektorraums V' ist. M muss dabei nicht
notwendigerweise der R? sein, insbesondere handelt es sich beim Ortsraum in der
Newton’schen Mechanik nicht um den Vektorraum R? (die Menge aller 3-Tupel
reeller Zahlen), sondern um den affinen euklidischen Raum FEs. In diesem affi-
nen Raum ist kein Nullpunkt ausgezeichnet, und Punkte in diesem Raum kénnen
daher zunéchst auch nicht mit Vektoren (,,gerichteten Verbindungslinien) identi-
fiziert werden. Die Verbindunglinien zwischen zwei Punkten lassen sich allerdings
mit Vektoren in Beziehung setzen, d.h., durch die willkiirliche Auszeichnung eines
Nullpunkts O wird der affine Raum zu einem Vektorraum.
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Die Bildmenge V' kann nahezu jede beliebige Menge sein. Bei einem Tem-
peraturfeld ist V' der R™, dhnlich bei einem Druckfeld. Beim elektrischen und
magnetischen Feld ist der Bildraum selber wieder ein R?, der Raum der mogli-
chen Feldstiarken. Andere Beispiele fiir Felder sind das Geschwindigkeitsfeld in
der Stromung einer Fliissigkeit oder eines Gases, das Gravitationsfeld oder das
metrische Feld in der Relativitétstheorie.

Da wir in diesem Kapitel keine Dynamik von Feldern betrachten, schreiben
wir auch keine explizite Zeitabhéngigkeit. Dynamische Felder ¢ entsprechen Abb-
dildungen von M x R in V bzw. (p,t) — ¢(p,1t).

Wihlt man auf M ein Bezugssystem (einen Koordinatenursprung) und eine
(orthonormale) Basis, so entspricht das einer bijektiven Abbildung ¢ : M — R3.
Wir sollten daher zwischen dem Feld ¢ iiber M

o : M —V pEM — p(p) eV
und dem Feld in einer Koordinatenbasis
Yy = pood ' 1 R® — V (@1, 22,23) — (21,22, T3)

unterscheiden. Ein affiner Wechsel des Bezugssystems in M kann allgemein als
Translation um einen Vektor @ und eine Rotation des (orthonormalen) Koordi-
natensystems {¢;} verstanden werden. (Wir betrachten in diesem Kapitel keine
krummlinigen Koordinantensysteme.) Sei ¢/ : M — R? ein anderes Bezugssy-
stem, so ist ¢’o¢p~! : R® — R3 eine affine Abbildung auf dem R3, also im allgemei-
nen die Kombination aus einer Rotation und einer Translation. Wir beschrénken
uns im Folgenden auf Rotationen und halten den Nullpunkt des Bezugssystems
fest. Das Transformationsverhalten der Werte des Feldes im Bildraum V' als Folge
einer Basistransformation im Urbildraum R? bestimmt den Tensorcharakter des
Feldes.

6.1.1 Skalare Felder

Wir betrachten zunéchst ein Feld, das als Abbildung vom Raum M in die reellen
Zahlen definiert ist:

¢ : R — R T — (@) .

Beispiele sind (auf nicht zu kleinen Skalen) das Temperaturfeld und das Dich-
tefeld in der Meterologie, das Energiefeld von elektrischen bzw. magnetischen
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Feldern (also |E(Z)[? und |B(Z)|2) oder der Betrag des Geschwindigkeitsfeldes in
der Hydrodynamik (|(Z)]).

Bei einem skalaren Feld wird somit einem bestimmten Raumpunkt p ein fester
Wert zugeordnet. Dieser Zahlenwert héngt nicht davon ab, in welchem Bezugs-
system man den Punkt p durch einen Vektor & = Op ausdriickt, bzw. in welcher
Basis man die Komponenten {z;} dieses Punktes schreibt. Der Bildraum (R) ist
von der Wahl eines Koordinatensystems fiir den Punkt p unabhéngig.

In einem ausgezeichneten Koordinatensystem wird das skalare Feld zu einer
Funktion von drei Parametern {z;}. In einer anderen Basis werden demselben
Vektor 7 andere Koordinaten {z} zugeordnet, und dadurch &ndert sich die funk-
tionale Abhéngigkeit des skalaren Feldes von diesen drei Koordinaten. Fiir die
neue Funktion ¢’ soll gelten

g0¢/(x’1,x'2,a:g) = @(p) = <p¢(1:1,3:2,:c3). (61)

Im vorliegenden Fall haben wir eine passive Basistransformation betrachtet. Wir
kénnen aber auch aktive Transformationen untersuchen, d.h., der Punkt p wird in
einen Punkt p’ = Rp tiberfiihrt, der aus p durch eine Rotation R des Raums um
den Bezugspunkt hervorgeht. In diesem Fall wird die Situation durch ein neues
skalares Feld ¢’ beschrieben. Damit physikalisch dieselbe Aussage gemacht wird,
muss der Wert von ¢’ an dem neuen Punkt p’ gleich dem Wert des alten skalaren
Feldes an dem alten Punkt p sein:

¢'(p") = »(p) bzw. ¢'(Rp) = »(p) bzw. ¢'(p) = ¢(R'p).

Diese Gleichung definiert das Transformationsverhalten eines skalaren Feldes un-
ter aktiven Transformationen des Raumes.

6.1.2 Vektorfelder

Vektorfelder sind Abbildungen vom Konfigurationsraum M in den dreidimensio-
nalen Vektorraum R3:

F:M — R® p — F(p).

In diesem Fall transformiert sich bei einer aktiven Transformation (Rotation) des
Raumes auch das Vektorfeld mit, d.h., wir erhalten ein neues Feld F , das durch
die Bedingung

F'(p) = RF(R'p)
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definiert ist. Ein Feld, dessen Komponenten {F;} sich unter einer Transformation
des Raumes nach obiger Formel transformieren, heifit Vektorfeld. Beispiele sind
das elektrische Feld E () in der Elektrodynamik und das Geschwindigkeitsfeld
U(Z) in der Hydrodynamik.

Ein Vektorfeld éndert bei einer Punktspiegelung (orthogonale Transformati-
on mit Determinante —1) auch sein Vorzeichen. Ein Pseudo-Vektorfeld hingegen

andert bei einer Punktspiegelung sein Vorzeichen nicht; Beispiel ist das Magnet-
feld B(Z).

6.2 Besondere Ableitungen von Feldern

6.2.1 Gradient, Divergenz und Rotation

Den Gradient [gradient] eines Feldes haben wir schon mehrfach angesprochen. Sei
®(Z) ein skalares Feld auf dem R”, dann ist der (duale) Vektor V& (Z) mit den
Komponenten 50(7)
= . o(7
(VO(1)); = 0:(7) = —

der Gradient des Feldes .

Fiir Vektorfelder g(f) kann man im Prinzip die Ableitung jeder Komponente
des Feldes nach jeder Komponente der Koordinaten bilden. Dies definiert eine
Ableitungsmatrix. Allgemein gilt fiir eine Abbildung A : R* — R™:

A(F+ ) = A@@) + <DA(9E)> (7) + O(h?). (6.2)

DA(Z) ist eine lineare Abbildung vom R” in den R™. Angewandt auf den Vektor
h € R" erhélt man somit ein Element des R™. In Komponentenschreibweise folgt:

AT+ h) = A@@)' + Y (DA)) W + O(h?) .

Bei Vektorfeldern auf dem R? (also Abbildungen vom R? in den R?) erhélt man
allgemein fir DA(Z) eine 3 x 3—Matrix mit Komponenten
i OA

(DA@): =5

Von diesen neun Komponenten sind zwei Kombinationen von besonderer Bedeu-
tung: die Divergenz und die Rotation.
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Die Divergenz [divergence] eines Vektorfeldes A ist definiert als:

ﬁ-Z:Z@Ai:Z%. (6.3)

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist eine skalare Groéfle. Sie dndert sich unter
Koordinatentransformationen nicht.
Die Rotation [rotation] eines Vektorfeldes im R? ist definiert als:

L YL
i iJ
(VXzQ-—E:ek&ﬂ. (6.4)

7k
Die Rotation eines Vektorfeldes ist somit wieder ein Vektorfeld. Ausgeschrieben
in Komponenten erhalten wir:

S o 0A3  0A?

1 f— —_— —

(V> A = ox?  0z3

S o 0AY  0A3

2 f— —_— —

(V> Ay = ox3 Ozl

S o 0A?  OA!

3 f— —_— —
(VoA = dzt  Ox?

Die von diesen beiden Ableitungsformen eines Feldes nicht beriicksichtigten
Komponenten der Ableitungen eines Vektorfeldes lassen sich in einem symme-
trischen Tensor (,Matrix“) zusammenfassen. Diese Matrix der symmetrisierten
Ableitungen spielt beispielsweise beim so genannten Verschiebungsfeld in der
Festkorperphysik eine wichtige Rolle. Im Folgenden werden wir diesen Anteil der
Ableitungen von Vektorfeldern jedoch nicht weiter untersuchen.

6.2.2 Der Laplace-Operator

Bilden wir die Divergenz eines Gradienten, so erhalten wir:

L oo O PRE) | 0B 00T
V. Vo(T) = SR~ o T oy s — A%@). (65)

Den Operator
0 0? 0?
zi:az d(z1)? + d(x2)? + O(23)?2

(6.6)

bezeichnet man als Laplace-Operator [Laplacian]. Er kann auf skalare Felder wie
auch auf Vektorfelder angewandt werden. Bei Vektorfeldern wirkt der Laplace-
Operator auf jede der Komponenten unabhéngig.
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6.2.3 Beziehungen zwischen zweiten Ableitungen von Fel-
dern

Die Rotation ldsst sich auf Vektorfelder anwenden. Da der Gradient eines ska-
laren Feldes ein Vektorfeld ist, kénnen wir die Rotation eines Gradientenfeldes
bestimmen. Wir erhalten:

V x VO(Z) = 0. (6.7)

Beweis: Wir berechnen die i-te Komponente der Rotation des Gradientenfeldes
(V x VO(Z)) = €759,8,® (&) = 0.

Der Grund fiir das Verschwinden der rechten Seite liegt darin, dass 0;0) symme-
trisch in den Indizes j und k ist (dieses Argument setzt voraus, dass die Funktion
() mindestens zweimal stetig nach ihren Argumenten differenzierbar ist), wo-
hingegen der e-Tensor total antisymmetrisch ist. Die einzelnen Terme heben sich
also paarweise weg.

Fiir die Divergenz einer Rotation folgt das gleiche Ergebnis:
V- (V x A@) =0. (6.8)

Beweis:

Das Verschwinden der rechten Seite gilt aus demselben Grund wie vorher: 9;0;
ist ein in den Indizes ¢ und j symmetrischer Ausdruck, wohingegen der e-Tensor
antisymmetrisch ist.

Fiir die Rotation einer Rotation erhalten wir:
V x (V x A() = V(V - A7) — AA. (6.9)

Fiir den Beweis bendtigen wir die folgende Identitédt fiir das Produkt zweier e-
Tensoren:

ij kl _ silgj  _ si gl
geke =90",, — 0", 07" .

m
k

Zum Beweis berechnen wir wieder die ¢-te Komponente der Rotation der Rotation
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(das Argument ' lassen wir der Einfachheit halber weg):

-,

(V x (V x A))i = Zeij,ﬁj(ﬁ x A)F

jk
= Y, 9,047
Jkim
= > (0", 88" )0,04"
jlm

-3 (@@AJ‘ - 8]-8in> .

J

Der erste Term entspricht dem Gradienten der Divergenz und der zweite Term
dem Laplace-Operator angewandt auf die i-te Komponente von A.

6.3 Kurvenintegrale

Kurvenintegrale lassen sich grundsétzlich sowohl {iber skalare Felder als auch Vek-
torfelder ausfithren. Beim Kurvenintegral iiber Vektorfelder ist von besonderem
Interesse, wenn {iber die Projektion von Vektorfeld auf Tangentialvektor integriert
wird. Dies ist beispielsweise bei der Berechnung der Arbeit der Fall.

6.3.1 Die Bogenlinge

Als einfachstes Beispiel fiir eine Kurvenintegration iiber ein Skalarfeld betrachten
wir zunéchst die Bogenlidnge [arc length] einer Kurve. Das Skalarfeld ist in diesem
Fall identisch 1.

Gegeben sei eine Kurve v ~ Z(t). Wir wollen die Lénge der Kurve zwischen
zwei Punkten Z(ty) und Z(¢;) bestimmen. Fiir zwei infinitesimal benachbarte
Punkte Z(t + dt) und Z(¢) auf der Kurve gilt:

AF = (Z(t+ At) — Z(t)) = %At + O(AP?), (6.10)
bzw. 4z
T

= —dt. A1

ds P dt (6.11)

Fiir den Betrag dieses Elements folgt:
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Die Bogenlénge ergibt sich aus der Integration iiber die Bogenldngenelemente:

t1 —
A T

Nun handelt es sich um ein gewohnliches Integral iiber das Argument .

‘ dt. (6.12)

Fiir die Bogenldangenparametrisierung ist der Betrag des Tangentialvektors
eins und man erkennt, dass die Lange der Kurve genau der Differenz im Kurven-
parameter entspricht. Daher auch die Bezeichnung Bogenldingenparametrisierung.

Beispiel: Eine Funktion f(z) ldsst sich auch als Graph (d.h., als Kurve) in der
zy-Ebene darstellen: y = f(z). Wéhlen wir ¢ = z als den Parameter dieser Kurve,
so konnen wir in der Parameterdarstellung fiir diesen Graph auch schreiben:

T(t) = (L, f(1)) -

Damit folgt fiir das Bogenlangenelement:

ds =4/ (dfé”)z dt = \/(dﬁt(t)> + <dx§£t))2 dt = /14 f/(t)2dt.

Die Léange der Kurve ergibt sich somit zu:

L= /t1 V14 f(t)2de.

Statt des Parameters ¢t konnen wir natiirlich ebensogut z als Parameter schreiben:

L:/I1 V1+ fl(z)?de.

6.3.2 Kurvenintegration iiber skalare Felder

Wir betrachten nun ein skalares Feld U(Z) iiber dem R? und eine Kurve ~y in der
Parameterdarstellung 7(t) = #(t). Fir die Integration folgt:

I= /cp(f) ds = /tl o(7(1))

Y to

dz(t)
dt

ar

Dieses Integral entspricht wiederum einem gewdéhnlichen Integral iiber den Para-
meter ¢.
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6.3.3 Berechnung der Arbeit

In der Physik ist die Arbeit, die mit einer Verschiebung eines Kérpers verbunden
ist, definiert als das Produkt aus der Kraft F', gegen welche die Verschiebung
erfolgt, und der zuriickgelegten Wegstrecke s.

W=F-s.

Dabei spielt nur die Komponente der Kraft in Verschiebungsrichtung eine Rolle.
Ist die Kraft entlang des Weges nicht konstant oder éndert sich die Wegrichtung,
so muss iiber den Weg integriert werden:

W = /ﬁ.dg. (6.13)
vy

Ist der Weg v durch eine allgemeine Kurvenparametrisierung gegeben, so konnen
wir wieder

ds'= —-=dt

schreiben und erhalten:

W= /t:l [ﬁ(f(t)) - %t)] dt . (6.14)

Auch dieses Integral ist nun ein gewohnliches Integral iiber eine skalare Funktion
des Kurvenparameters t.

Viele Kréfte lassen sich als so genannte Gradientenfelder schreiben, d.h., es
gibt ein Potenzial U(Z), dessen (negativer) Gradient gleich der Kraft F ist. In
diesem Fall erhalten wir fiir die Arbeit:

W = —/: [ﬁU(f) : %ﬂ dt . (6.15)

Zu integrieren ist also iiber das Skalarprodukt des Gradienten von U(Z) mit dem
Geschwindigkeitsvektor an die Kurve Z(t). In Kap. 5.4 hatten wir schon gezeigt,
dass

WEE) <. di()
VU@

ist. Wir erhalten fiir die Arbeit somit:

O MAUES )
W= — /t St = U(#(t)) - U(#(h). (6.16)

0
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Ist die Kraft also ein Gradientenfeld, hangt die Arbeit, die bei einer Verschiebung
gegen diese Kraft geleistet werden muss, nur vom Anfangs- und Endpunkt des
Weges ab.

Es gilt aber auch der umgekehrte Sachverhalt: Sei F(Z) ein Vektorfeld, fiir das
jedes Wegintegral unabhéngig von der Form des Weges nur vom Anfangs- und
Endpunkt abhéngt; dann ist F ein Gradientenfeld. Das zugehorige skalare Feld
lasst sich explizit {iber ein Wegintegral konstruieren:

Uz) = —/ F(Z)-dz .
Zo
U ist bis auf eine Integrationskonstante (die durch die Wahl des Anfangspunktes
des Weges festgelegt werden kann) eindeutig.
Wir hatten bereits bewiesen, dass die Rotation eines Gradientenfeldes ver-
schwindet:

VxV®d = 0.

In einem einfach zusammenhéngenden Raumgebiet ldsst sich jedes Vektorfeld,
dessen Rotation verschwindet, als Gradientenfeld schreiben. Diesen Satz werden
wir weiter unten beweisen.

6.4 Flichenintegrale und Stokes’scher Satz

6.4.1 Flichenelement und Flichenintegral im R?

Es soll nun beschrieben werden, wie man ein Skalarfeld bzw. ein Vektorfeld iiber
eine Fliche J integriert. Die Flache F sei durch eine Parameterdarstellung defi-
niert: (u,v) > U C R* — R3. Das Bild dieser Abbildung beschreibt gerade die
Flache. Der Einfachheit halber sei der Wertebereich U von (u,v) das Quadrat
0 < u,v < 1. Das ist aber keine wesentliche Einschriankung.

Als néchsten Schritt benotigen wir ein Maf3 auf der Fliche, also das Fliachen-
element d f Dieses Flachenelement d f sollte senkrecht auf der Fliache stehen und
der Betrag sollte proportional zum Flacheninhalt sein. Es gilt:

0f = 0% (u,v) " 0% (u,v) dude |
ou ov

Offensichtlich ist
0% (u,v)

dz, =
o ou

du
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die Wegstrecke entlang der Linie Z(u,v = konst.), die mit der Geschwindigkeit
0% (u,v)/0u fir die ,,Zeit“ du durchlaufen wird. Entsprechend ist

0% (u,v)
v
die Wegstrecke entlang der Linie Z(u = konst.,v), die mit der Geschwindigkeit

0% (u,v)/0v fur die ,Zeit* dv durchlaufen wird. dZ, und dZ, spannen ein Paral-
lelogramm auf, dessen Fliache durch

dz, = dov

df] = |dZ, x dZ,|

gegeben ist. Der Vektor d f steht senkrecht auf diesem Parallelogramm und zeigt
(bei geeigneter Wahl der Reihenfolge von u und v) nach auflen. Im Grenz-
fall du und dv gegen Null néhert sich die Fliche des Parallelogramms immer
mehr dem Flacheninhalt der Fliche an, die zwischen den Punkten Z(u,v), Z(u +
du,v), Z(u, v+ dv), Z(u+ du, v + dv) liegt. Daher ist df unser gesuchtes Flichen-
element.

Wir definieren nun das Flachenintegral iiber ein skalares Feld iiber die Fliche

L il = [ [ ow

Nun handelt es sich um ein gewohnliches Integral iiber zwei Variable v und v.

Entsprechend definierten wir den Fluss eines Vektorfeldes F durch eine Fliche
JF als

[F@ ar = [ [ [t (e« ) .

Wir projizieren also an jedem Punkt der Flidche den Vektor F auf das Flichen-
element df und bilden anschlieBend das Integral iiber v und v.

8f(u, v) " 07 (u,v)

5 5 dudo .

6.4.2 Beispiel: Die Kugeloberfliche

Als Beispiel betrachten wir die Oberfliache einer Kugel vom Radius R. Als Para-
metrisierung wihlen wir die beiden Winkel 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27| der Kugel-
koordinaten. Die Kugeloberfliche wird dann beschrieben durch:

(0,0) — Z(0,p) = R(cosy sinb,siny sinf,cosh) .
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Fiir das Flachenelement an einem Punkt Z(6, ¢) erhalten wir:

% = R(cosp cosf,sin e cosf, —sinb)
or : : :

— = R(—siny sinf, cosy sin,0)
O

- (% X 2—2) = R?*(cossin? ), sin psin’ 6, sin 0 cos )

[

= R’sinf i mit 7 =

Am Punkt #(0, ¢) ist 7 ist ein Einheitsvektor, der radial nach aufien zeigt, und
das Fliachenelement ist somit:

BN

df(0,) = R*sinfdfde i .

Man beachte, dass der Faktor R?sin 6 gleich der Wurzel der Determinante der
Metrik auf der Kugeloberfliche ist:

R%*sinf = Vdetgas = 1/ 911922 — 915 -

Diese Beziehung gilt allgemein bei Fléchen- bzw. Volumenintegrationen und wird
spater noch bewiesen.

Der Flécheninhalt der Kugeloberfliache ergibt sich damit zu:

s 2T +1
A= / |df| = Rz/ sin@d@/ de = 27rR2/ d(cos®) = 4nR*.  (6.17)
o 0 0 —

1

6.4.3 Der Stokes’sche Satz
Die Rotation eines Vektorfeldes war durch folgende Vorschrift definiert:
(Vx F) = & 9;F",
bzw.
0y F3 — 03 F?

(VxF) ~ | o5F' -9 F3 | |
O F? — 0y F!
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mit 9; = 9/dx". Man bezeichnet die Rotation eines Vektorfeldes auch als seine
Wirbeldichte. Um diese Bezeichnung zu rechtfertigen, wollen wir zunéchst den
Stokes’schen Satz beweisen.

Satz von Stokes: Sei F' ein (stetig differenzierbares) Vektorfeld im R? und
F eine (differenzierbare) Fliche im R? mit Rand 0F, dann gilt:

/g(ﬁxﬁ)-dfz / F.di. (6.18)

oF

Das Fléachenintegral iiber die Rotation eines Vektorfeldes ist also gleich dem In-
tegral des Vektorfeldes iiber den Rand der Fléche.
Zum Beweis benutzen wir folgende Relation:

- o or o0r 0 (= 0F 0 (= 0F

Wir beweisen zunichst diese Relation:

= — aff aff . ij k axl axm
<VXF>‘(a—uX%> = CWOE) €m0 5
- ~ oxt Ox™
_ J Y/ Ry 22 2
(5 lékm 5 mdkl)(ajF ) au 8/0
0x? Ox Oxy, 07
B Tk k- ok k
= (0;F7) ou Ov (9;F7) ou Ov

OF* Oxy, B OF* Oz,
ou Ov ov Ou

0 oxy, 0 Oxy,
= —(FF2) — —(FF2)
ou < ov ) ov ( ou )
Beim letzten Schritt heben sich die Terme mit zweifachen Ableitungen von 7

gerade weg.
Mit diesem Satz und der Definition des Flichenintegrals erhalten wir also

. - LrtTo (. oF 0 (= 07
AN AN
- S L)

du .
v=0
Auf der rechten Seite steht nun ein Integral iiber den Rand des Rechtecks, das
den Wertebereich von (u, v) bildet. Dieses Rechteck wird auf den Rand der Flidche




106 KAPITEL 6. ELEMENTE DER VEKTORANALYSIS

(0F) abgebildet. Daher steht auf der rechten Seite gerade ein Linienintegral iiber
die Funktion F iiber den Rand der Flache F. Damit ist der Stokes’sche Satz
bewiesen.

Wir wollen nun die Vorstellung von der Rotation eines Vektorfeldes als eine
Wirbeldichte konkretisieren. Das Integral eines Vektorfeldes um einen geschlosse-
nen Weg v entspricht der Wirbelstérke dieses Vektorfeldes entlang dieses Weges.
Wir wahlen nun diesen Weg in einer Fléache senkrecht zu einem Normalenvektor 7.
Auflerdem sei dieser Weg sehr kurz und umschliefle eine Flidche mit Flidcheninhalt
df. Dann gilt nach dem Stokes’schen Satz:

Lo [ F-azx
(VXF)TL = dl}r—I}OT’

d.h. die Rotation, projiziert auf den Einheitsvektor 7, ist gleich der Wirbelstérke
entlang des Weges v dividiert durch die Flache, die von v umrandet wird, im
Grenzfall verschwindender Fliche — also gleich der Wirbeldichte. Man beachte,

dass es sich hierbei um eine Fldchendichte handelt, d.h., das Integral von V xF
iiber eine Flache ergibt die Wirbelstérke.

6.5 Volumenintegrale und der Satz von Gauf

6.5.1 Volumenelement und Volumenintegration

Wiéhrend ein Linienelement dz und ein Flachenelement d f im R? gerichtete (vek-
torielle) Grofien sind, ist ein Volumenelement im R? eine (pseudo-) skalare GroSe.
Daher betrachten wir auch nur Volumenintegrale iiber Skalarfelder. Bildet man
das Volumenintegral {iber ein Vektorfeld, so erhélt man einen Vektor, d.h., das
Integral ist fiir jede Komponente gesondert zu bilden.

Das Volumenelement im R3 ist d3z = da! dz? dz3. Will man jedoch iiber ein
Volumen V € R3 integrieren, so ist es oft schwierig, die Integrationsgrenzen an
{z'} zu beriicksichtigen, da — mit Ausnahme der Integration iiber einen Quader
— die Integrationsgrenzen von den Integrationsvariablen abhédngen.

Daher ist es meist sinnvoll, eine Abbildung R* — R3 zu finden, die einen
Quader (u',u? u3) € [0,a] x [0,b] x [0,c] auf das Volumen V abbildet, wobei
der Rand des Quaders auf den Rand des Volumens — d.h. die Oberfliche 0V —
abgebildet wird. Der Ubergang von den Variablen {2’} zu den neuen Variablen
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{u'} beinhaltet die Jakobi-Determinante:

ox' 022 023
out oul oul
O(ul, u?, u?) o2 oud  Oul oul’ Ou?’ oud
oxt 0x* 023
ou? ou® oud

Wir erhalten also:

a b c
/ O(7)d*r = / / / O(Z(u', v, v?)) J du' du® du® .
v o Jo Jo

Der Vorteil einer solchen Transformation ¥ — w besteht darin, dass nun die
Integrationsgrenzen unabhéngig von den Integrationsparametern sind.

Die Jakobi-Determinante lasst sich auch leicht als das Volumen eines Paral-
lelepipeds deuten, das von den drei infinitesimalen Vektoren

07 (ut, u?, u?)

out

L o8 (0F  0F
o out \ouw? T oud )

6.5.2 Beispiel: Die Kugel vom Radius R

du’

A, =

aufgespannt wird:

Wir betrachten als Beispiel die Integration iiber das Volumen einer Kugel vom
Radius R. Als Parameter wihlen wir den Betrag eines Vektors r € [0, R], sowie
die beiden Winkel 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27], die wir schon bei der Beschreibung
der Kugeloberfliche benutzt haben. Wir erhalten somit als Parametrisierung der
Kugel:

(r,0,¢) — Z(r,0,p) = r(cosy sinf,sing sinf, cos )

mit den angegebenen Bereichsgrenzen. Das neue Volumenelement bzw. die
Jakobi-Determinante J lésst sich leicht berechnen, wenn man beriicksichtigt, dass

@’
or

= 1 = (cosp sin#,sin e sinf, cosh)
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ist, und
(% X S—Z> = r?sinf 7 .
Damit folgt
J = ii-(r’sinf)i = r’sind .

Wir erhalten somit als neues Volumenelement
dV = r?sinfdrdfde .

Fiir das Volumen folgt daher:

R T 27 A
1% :/dV :/ r2d7’/ sin@d@/ dp = —R?. (6.19)
v 0 0 0 3

6.5.3 Der Satz von Gaufl — Die Divergenz als Quellendich-
te

Der Gauf’sche Satz besagt, dass das Volumenintegral {iber die Divergenz eines
Vektorfeldes gleich dem Integral iiber die Oberfliche 0V iiber das Vektorfeld

selber ist:
/(ﬁ-ﬁ)d% = / F-df .
v v

Der Beweis erfolgt dhnlich, wie der Beweis des Stokes’schen Satzes. Wir gehen von
folgender Identitét aus, die hier nicht bewiesen werden soll, aber durch direktes
Nachrechnen leicht {iberpriifbar ist:

- o ox oxr 0% 0 |= (0¥ OF
2012 3 _
V- E@E v ) [aul | (auz x au)} = ol {F (% x %)]
0 | = (0¥ 0% 0 | = (0¥ 0%
Nun setzen wir diese Identitét in das Volumenintegral iiber die Divergenz eines

Vektorfeldes ein und erhalten ein Oberflichenintegral, parametrisiert durch den
Rand des Quaders von (u!, u?, u?), iiber das Vektorfeld.

Mit Hilfe des Gaufy’schen Satzes kénnen wir der Divergenz eines Vektorfeldes
auch die Interpretation einer sogenannten Quellendichte geben. Es gilt:

— — . 1 . d g . 1 — e
VF = g [PV = g [ F0f
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Das Integral {iber die geschlossene Oberfliche eines Volumens iiber ein Vektorfeld
ergibt aber gerade den Gesamtfluss dieses Vektorfeldes durch diese Oberfliache,
also die ,,Gesamtzahl der Quellen® des Vektorfeldes innerhalb des Volumens. Die
Divergenz ist daher die Quellendichte. In diesem Fall handelt es sich um eine
Volumendichte.

6.6 Die Kontinuititsgleichung

Die angegebenen Integralsitze ermdglichen oft den Ubergang zwischen einer lo-
kalen Aussage, die an jedem Raumpunkt erfiillt sein muss, und einer globalen
Aussage, die fiir beliebige Volumina oder Flichen erfiillt sein muss. Als Beispiel
betrachten wir die Kontinuitétsgleichung fiir elektrische Ladungen.

p(Z,t) beschreibe eine elektrische Ladungsdichte bzw. eine Ladungsverteilung
zum Zeitpunkt £. D.h.

Qv(t) = /Vp(f,t) d3z

ist die Gesamtladung in einem Volumen V zum Zeitpunkt . Wir fragen uns nun
nach der Ladungsénderung in diesem Volumen, d.h.

%Qv(t) = /Vp(f,t) 3z .

Es ist jedoch kein Prozess in der Natur bekannt, der die Gesamtladung eines
abgeschlossenen Systems veréndert, d.h., Ladung ist eine Erhaltungsgrofie. Die
Ladungsénderung in einem Volumen muss mit einem Ladungsfluss durch die
Oberfliche des Volumens verbunden sein. Ladungsfluss driicken wir durch die
Stromdichte j(Z) aus. Die Stromdichte zu einer Ladungsverteilung p(Z), die sich
am Punkte 7 mit der Geschwindigkeit v/(Z) bewegt, ist

J(&) = d@D)p(F) .
Der Fluss an Ladung durch eine geschlossene Oberfliche 9V pro Zeiteinheit ist:
d 2
EQV@ = — /avj(x) -df .
Das negative Vorzeichen gibt an, dass Q die Anderung der Ladungsmenge in 'V ist.

Fliefit beispielsweise Ladung aus V ab, so ist () negaviv. Der Strom ist nach Auflen
gerichtet, d.h., das Integral {iber die Stromdichte gibt die nach auflen abflieBende
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Ladungsmenge an, die gleich dem negativen der Ladungsédnderung im Inneren ist.
Wir erhalten also die Aussage:

/vp(f,t) &’z = — /avj(f)-df.

Das Volumenintegral iiber die zeitliche Anderung von p ist gleich dem Ober-
flachenintegral iiber den Strom. Diese Aussage gilt fiir jedes Volumen V. Nach
dem Gauf}’schen Satz gilt aber auch

/V (31 P = — /V (V- 5@) &z .

Da auch diese Aussage fiir jedes Volumen V gilt, konnen wir V beliebig um einen
Punkt konzentrieren und gelangen so zu er lokalen Aussage:

pED = — V5@ .

Die Gleichung bezeichnet man als Kontinuititsgleichung. Abgeleitet haben wir sie
aus einer Art Bilanzgleichung (fiir die Ladung) in einem beliebigen Volumen V.
Ganz dhnliche Bilanzgleichungen (in diesem Fall fiir den Impuls und die Energie)
nutzt man in der Hydrodynamik zur Herleitung der Bernoulli-Gleichung bzw. der
Navier-Stokes-Gleichung.

6.7 Jacobi-Determinaten und Metrik

Zum Abschluss soll noch eine Identitdt bewiesen werden, die in den vergangenen
Abschnitten mehrfach an Spezialfdllen aufgetreten ist, die aber allgemein gilt.
Wir betrachten ein kartesisches Koordinatensystem im R™ (die Komponenten
von Punkten sind {z°}) und wir wechseln zu einem krummlinigen Koordinaten-
system (mit Komponenten {u'}). Dann mssen wir in einem Volumenintegral die
Jacobi-Determinante dieser Variablentransformation beriicksichtigen. Die Tan-
gentialvektoren in einem Punkt p sind:
; 0r({u})

f(p)jzw-

Diese Tangentialvektoren spannen (sofern keine Koordinatensingularitit vorliegt)
ein n-dimensionales Volumen auf und es gilt:

oxr 0% ox
oul’ ou?’ T dun

dxlde-“dx”:\/ol( )duldu2~~du".
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Das Volumen ist aber gerade die Determinante der Matrix zu den n-
Tangentialvektoren:

oxr o0x or
VO1<8U1’8u2""78u”> =det J

(0 o oF
S\ out’ou?’ T oun )

Die Matrixelemente der Matrix J sind:

mit

. Ot
Ty= o

Die Matrixelemente der transponierten Matrix sind:

o0x;
Ty _ 9%
(‘] )ﬂ aul .
Wir bilden nun das Produkt der Matrizen J* und J:
ox, 0xF - ~
T _} : T 7k _ k _ . o g
(J : J)’Lj — - (J )szj - - Out Oul - f(p>l (p>] - g(p)z] .

Das Produkt der Jacobi-Matrix J mit ihrer Transponierten ist somit gleich der
Metrik im Tangentialraum am Punkt p.

Die Determinante einer Matrix ist gleich der Determinante ihrer Transponier-
ten und die Determinante des Produkts zweier Matrizen ist gleich dem Produkt
der Determinanten. Damit folgt:

(det J)? = det g oder  detJ =+/detg.

Das Volumenelement fiir krummlinige Koordinaten ist also gleich der Wurzel aus
der Determinante der Metrik.
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Kapitel 7

Bewegungsgleichungen,
Symmetrien und
Erhaltungsgrofien

In diesem Kapitel werden wir uns konkret mit einigen wichtigen Bewegungs-
gleichungen der Physik beschéftigen und dabei allgemeine Methoden zu ihrer
Aufstellung und Losung behandeln. Werden physikalische Groflen mit Indizes
geschrieben, so deutet die Stellung der Indizes an, ob es sich um Vektoren oder
duale Vektoren handelt, ohne dass in allen Fillen eine Begriindung dafiir geliefert

wird. Vielfach wird die Begriindung erst aus dem Formalismus der theoretischen
Mechanik deutlich.

7.1 Die Newton’schen Gesetze

In seiner Philosophiae naturalis principia mathematica (Mathematische Grundla-
gen der Naturphilosophie), kurz , Principia®, formulierte Newton im Jahre 1686
drei Grundgesetze der Physik, die auch heute noch gelehrt und (teilweise) ihre
Giiltigkeit haben. In dieser Principia bringt Newton unter anderem seine Vorstel-
lungen von Raum und Zeit zum Ausdruck, und da diese Vorstellungen das Bild
der Physik zum Teil bis auf den heutigen Tag préagen, handelt es sich nach wie
vor um ein lesenswertes Werk.
1. Newton’sches Gesetz:

Jeder Korper wverharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der gleichformig-
geradlinigen Bewegung, sofern er nicht durch eingedrickte Krifte zur Anderung
seines Zustands gezwungen wird.

113
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Dieses Gesetz bezeichnet man manchmal als das Tragheitsgesetz. Es behélt
auch in der speziellen Relativitdtstheorie seine Giiltigkeit, und selbst in der all-
gemeinen Relativitdtstheorie gilt es noch, sofern der Begriff der ,gleichférmig-
geradlinigen® Bewegung geeignet verallgemeinert wird.

2. Newton’sches Gesetz:

Die Bewegungsdnderung ist der eingedriickten Bewegungskraft proportional und
geschieht in der Richtung der geraden Linie, in der jene Kraft eingedriickt wird.

Dieses Gesetz wird heute hiufig in der Form

—

F=m-a (7.1)

formuliert. Durch die vektorielle Form wird deutlich, dass die Beschleunigung in
dieselbe Richtung zeigt wie die Kraft, wie es in obigem Gesetz zum Ausdruck
kommt. In dieser Form gilt das Gesetz nicht mehr in der speziellen Relativitéts-
theorie. Allerdings verstand Newton unter der ,,Bewegung® nicht einfach die Ge-
schwindigkeit eines Korpers, sondern eher seinen Impuls (= m). Damit wiirde
man das 2. Newton’sche Gesetz in folgender Form schreiben:
S dp
F= e (7.2)

Die Bewegungsinderung (Anderung des Impulses) ist direkt proportional zur
Kraft. In dieser Form bleibt das Gesetz auch in der Relativitdtstheorie giiltig.

Wihrend das zweite Newton’sche Gesetz nur die Proportionalitdt von Kraft
und Bewegungsédnderung fordert, werden diese beiden Gréflen in Gl. 7.2 sogar
gleich gesetzt. Tatséchlich ist Newtons Formulierung hier genauer, denn physika-
lisch verifizieren lasst sich nur die Proportionalitdt der Groflien auf beiden Seiten
der Gleichung. Thre Gleichsetzung ist eine Konvention, die wir durch die geeignete
Wahl physikalischer Einheiten erzwungen haben und die nicht Teil des Naturge-
setzes ist.

3. Newton’sches Gesetz:
Der Einwirkung ist die Rickwirkung immer entgegengesetzt und gleich, oder: die
Finwirkungen zweier Korper aufeinander sind immer gleich und wenden sich je-
weils in die Gegenrichtung.

In Kurzform sagt man heute meist: Kraft gleich Gegenkraft:

Fro = —Fy. (7.3)

Auch dieses Gesetz bleibt in der Relativitdatstheorie giiltig, allerdings ist es nicht
vollkommen unabhéngig vom 2. Newton’schen Gesetz, da es zur operationalen
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Definition der tragen Masse m notwendig ist. Auf diese Feinheiten soll hier aber
nicht niher eingegangen werden. (Eine lesenswerte Behandlung dieses Problems
findet man beispielsweise in dem klassischen Werk , Die Mechanik in ihrer Ent-
wicklung® von Ernst Mach, urspriinglich aus dem Jahre 1883, das aber immer
wieder in Neuauflagen erschienen ist.)

Abschliefend noch eine Bemerkung zur trigen Masse m im zweiten New-
ton’schen Gesetz: In diesem Gesetz bringt m eine Korpereigenschaft zum Aus-
druck, die ein Ma$ fiir die Triagheit des Korpers ist (daher auch trdge Masse),
also fiir die ,,Kraft*, mit der sich der Korper einer von auflen einwirkenden Kraft
,widersetzt®.

Von dieser trigen Masse muss man konzeptionell die so genannte schwere
Masse unterscheiden. Sie tritt im Gravitationsgesetz auf:

F=g_2"2

|71 — 5|7

(Die Richtungsabhéngigkeit dieser Kraft soll hier nicht interessieren.) m; bzw.
ms bezeichnen die FEigenschaften von Korpern, iiber die sie gegenseitig eine Kraft
aufiiben, dhnlich wie die elektrischen Ladungen im Coulomb-Gesetz. Daher be-
zeichnet man manchmal die schwere Masse auch als die ,,Ladung der Gravitation®.
Konzeptionell konnten die schwere und die triage Masse vollkommen verschiedene
Groflen sein (dhnlich wie die Ladung und die trige Masse in der Elektrodyna-
mik). Die experimentelle Tatsache, dass trage und schwere Masse proportional
sind (und daher gleichgesetzt werden diirfen), bezeichnet man als das Aquiva-
lenzprinzip. Es bildet die Grundlage der allgemeinen Relativitétstheorie.

7.2 Die Newton’schen Bewegungsgleichungen

Im Folgenden verwenden wir das zweite Newton’sche Gesetz, ausgedriickt durch
Gl. 7.1, als Gesetz zur Bestimmung der Bahnkurve von Koérpern. Da wir uns
vorldufig nur mit Korpern beschéftigen, deren Ausdehnung vernachléssigt und
auf die Bahnkurve keinen nennenswerten Einfluss hat, sprechen wir auch oft von
Teilchen oder Punktteilchen. Die Kraft F soll dabei einer von aufien auf das
Teilchen einwirkenden Kraft entsprechen.

Die Parameterdarstellung der (zu bestimmenden) Bahnkurve des Teilchens sei
#(t), wobei wir als Parameter der Kurve die Zeit ¢ wihlen. Die Geschwindigkeit
des Teilchens ist dann durch ¥(t) = Z(t) gegeben. Damit Gl. 7.1 sinnvoll ange-
wandt werden kann, miissen wir die Kraft, die zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ auf
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das Teilchen wirkt, kennen. Ganz allgemein kann diese Kraft nicht nur vom Ort
abhingen, sondern auch von der Geschwindigkeit des Teilchens (beispielsweise
bei der Beriicksichtigung von Widerstandskréften oder bei der Bewegung gelade-
ner Teilchen in einem Magnetfeld) und sogar explizit von der Zeit (z.B. bei der
Bewegung geladener Teilchen in zeitabhéngigen elektromagnetischen Feldern):

F=F(Zt),7(t),t).

Es hat den Anschein, als ob die Kenntnis der Kraft schon die Kenntnis der Bahn-
kurve voraussetzt, die allerdings erst aus der Bewegungsgleichung bestimmt wer-
den soll. In den meisten Fillen ist die Kraft jedoch an den mdglichen Orten des
Teilchens (beispielsweise im gesamten R?) und fiir alle moglichen Geschwindig-
keiten bekannt:
F=FZut).

Gleichung 7.1 ist nun eine Bedingung an die Bahnkurve Z(t), die zu jedem Zeit-
punkt erfiillt sein muss:

F(Z(t), (1), t) = ma(t). (7.4)

In dieser Gleichung werden zu jedem Zeitpunkt der Ort der Bahnkurve sowie die
erste Ableitung nach der Zeit (die Geschwindigkeit) und die zweite Ableitung
nach der Zeit (die Beschleunigung) in Beziehung gesetzt. Eine solche Gleichung
bezeichnet man als gewdhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung. (,, Gewohnlich®,
weil nur nach einem Parameter — der Zeit t — abgeleitet wird und nur eine Funk-
tion dieses Parameters gesucht ist, ,2. Ordnung”, weil die hochste auftretende
Ableitung die zweite Ableitung nach der Zeit ist.)

Gleichung 7.4 ist eine vektorielle Gleichung, d.h., es handelt sich eigent-
lich um drei Gleichungen (fiir jede Komponente eine). Das bedeutet jedoch
nicht, dass jede dieser drei Gleichungen nur von jeweils einer Komponente
der Bahnkurve abhéngen kann. Beispielsweise konnte die Kraft vom Abstand
r = /(2')2+ (22)2 4 (2*)? des Teilchens vom Kraftzentrum abhéingen. In die-
sem Fall spricht man von einem gekoppelten System von Differentialgleichungen:

Fy(xt(t),2%(t), 2%(t), 21 (1), 2(t), #3(t),t) = mi'(t)
Fy(x (t), 22(t), 23(t), 21 (1), 2%(t), #3(t),t) = mi*(t)
Fy(z' (1), 22(8), (1), 21 (), 22(t), 33 (), 1) = mad(t).

Solche Gleichungen lassen sich im Allgemeinen nicht in geschlossener Form l6sen.
Gliicklicherweise sind viele Bewegungsgleichungen in der Physik nicht von dieser
allgemeinen Form und lassen geschlossene Losungen zu.
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Hat man es nicht mit einem sondern mit mehreren Teilchen zu tun, so ver-
allgemeinert sich die Anzahl der Komponenten entsprechend, die grundsétzliche
Struktur der Gleichung bleibt jedoch gleich:

CE) o N
a2 = Fi(&1(t), ..., Zn(t), Z1(1), ..., 2N (t);1)

Der Index 7 =1, ..., N bezieht sich nun auf eine Nummerierung der Teichen. Die
Kraft auf ein Teilchen kann allgemein eine Funktion der Orte und Geschwindig-
keiten aller Teilchen sein.

7.2.1 Anfangsbedingungen

Eine Differentialgleichung wie Gl. 7.4 legt die Losung im Allgemeinen nicht ein-
deutig fest. Es handelt sich lediglich um eine Bedingung, die zwischen der Bahn-
kurve Z(t) und ihren ersten und zweiten Ableitungen zu jedem Zeitpunkt erfiillt
sein muss. Fiir eine eindeutige Losung miissen zusétzliche Bedingungen festgelegt
werden. In den meisten Féllen handelt es sich dabei um so genannte Anfangs-
bedingungen. Im konkreten Fall bedeutet dies, dass man den Ort #(ty) und die
Geschwindigkeit Z(tp) zu einem Zeitpunkt ¢, (nahezu) beliebig vorgeben kann
und nun zu einer eindeutigen Losung der Differentialgleichung gelangt.

Das folgende Argument soll plausibel machen, weshalb die Vorgabe des Orts
und der Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt ¢ = 0 die Losung einer gewohnlichen
Differentialgleichung 2. Ordnung eindeutig festlegt. Gegeben sei eine Differenti-
algleichung der Form

f(@(t),z(t),z(t) =0. (7.5)
(Der Einfachheit halber betrachten wir nur eine Komponente. Die Verallgemeine-
rung auf mehrere Komponenten stellt keine wesentliche Schwierigkeit dar.) Will
man eine solche Gleichung nummerisch 16sen, also beispielsweise auf einem Com-
puter, so ersetzt man die erste und zweite Ableitung durch den ersten und zweiten
Differenzenquotienten:

z(t + At) — x(t) . x(t 4+ 2At) — 2x(t + At) + x(¢)
z(t) — Af und  Z(t) — A :

Damit wird aus GIl. 7.5:

flz(t+2At), x(t + At), z(t)) = 0.

(Die Funktion f héngt noch explizit von At ab, was fiir die nummerische Behand-
lung zwar wichtig ist, im Folgenden jedoch nicht weiter beriicksichtigt wird.)
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Wenn man von singulédren Fillen absieht, lasst sich diese Gleichung nach x(t+
2At) auflosen:

~

z(t + 2At) = f(x(t + At), z(t)) .

Nun handelt es sich um eine iterative Gleichung: Sind zu irgendeinem Zeitpunkt
to (beispielsweise tg = 0) die beiden Werte z(ty) und x(to + At) bekannt, so ldsst
sich x(typ + 2At) berechnen. Damit wiederum kénnen wir z(ty + 3At) bestim-
men etc. Iterativ berechnen wir somit die Folge von Werten z(ty + 2At), z(ty +
3At),...,z(ty + nAt). Diese Folge liegt eindeutig fest, sofern die beiden ersten
Werte (x(to), z(to + At)) vorgegeben sind. Fiir kleine Werte von At wird man
erwarten, dass die Folge von Punkten z(ty + nAt) die Losung der kontinuierli-
chen Kurve z(t) gut ndhert. Im konkreten Fall ist nummerisch zu iiberpriifen, ob
Anderungen in At die Form der Lésung noch wesentlich beeinflusst.

In der iterativen Form der Gleichung wird deutlich, dass die Vorgabe von
zwei Anfangswerten (z(tg) und x(to+ At)) die weiteren Punkte eindeutig festlegt.
Statt x(tg) und x(to + At) kann man dquivalent auch x(ty) und v(ty) = (z(ty +
At) — x(tg))/ At vorgeben. Die Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung
2. Ordnung ist also durch die Angabe des Orts und der Geschwindigkeit zu einem
bestimmten Zeitpunkt festgelegt.

7.2.2 Randbedingungen

Schwieriger wird die Situation, wenn man andere Bedingungen an die Losung
vorgibt, z.B. Randbedingungen. In diesem Fall werden zwei Werte der Kurve zu
verschiedenen Zeitpunkten, beispielsweise x(ty) und x(t1), vorgegeben. In solchen
Féllen ist es schwieriger zu beweisen, ob eine Losung existiert bzw. ob diese
Losung eindeutig festgelegt ist.

Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, hat die allgemeine Lésung der
Differentialgleichung des harmonischen Oszillators

i(t) = —w?z(t)
die Form
z(t) = acoswt + bsinwt .

a und b koénnen frei gewihlt, beispielsweise durch die Anfangsbedingungen z(0)
und v(0) ausgedriickt werden. T' = 27 /w bezeichnet man als die Periode des
harmonischen Oszillators.
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Gibt man nun als Randbedingungen z(0) und z(7") vor mit x(0) # z(T), so
besitzt die Gleichung {iberhaupt keine Losungen. Jede Losung der Differentialglei-
chung des harmonischen Oszillators hat ndmlich die Eigenschaft, nach einer vollen
Periode wieder an demselben Ort zu sein. Wahlt man hingegen z(0) = z(7'), so
liegt die Losung nicht eindeutig fest, sondern es gibt immer noch eine einparamet-
rige Schar von Losungen. Man erkennt an diesem Beispiel, dass die Vorgabe von
Randbedingungen (im Gegensatz zu der Vorgabe von Anfangsbedingungen) an
die Losungen der Newton’schen Bewegungsgleichungen problematisch sein kann.

7.2.3 Zustandsraum bzw. Phasenraum

Nach dem bisher Gesagten liegt die Losungskurve der Newton’schen Bewegungs-
gleichungen fiir ein Teilchen fest, wenn der Ort und die Geschwindigkeit zu einem
beliebigen Zeitpunkt bekannt sind. Daher sagt man auch, der Zustand eines Teil-
chens ist in der Newton’schen Mechanik durch Ort und Geschwindigkeit gegeben.
Der Zustandsraum eines einzelnen Teilchens ist somit ein 6-dimensionaler Raum
(drei Orts- und drei Geschwindigkeitskomponenten).

Fiir mehrere Teilchen ist der Zustandsraum entsprechend der Produktraum
der Zustandsrdume fiir die einzelnen Teilchen. Ein System aus /N Teilchen hat
einen 6/N-dimensionalen Zustandsraum. Der Zustand der Teilchen wird durch
einen Punkt in diesem Zustandsraum festgelegt. Statt der N Bahnkurven in einem
R? kann man auch die einzelne Bahnkurve im RV betrachten. Da diese Kurve
im Zustandsraum bereits durch die Angabe des Zustands zu einem bestimmten
Zeitpunkt festliegt, ldsst sich diese Kurve sogar durch eine Differentialgleichung
1. Ordnung in den Zustandsvariablen beschreiben.

Dieser letzte Punkt wird versténdlich wenn man bedenkt, dass sich jede Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung

i(t) = f(x(t), (1))

auch als gekoppeltes System von Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben
lésst:

0(t) = f(x(t),v(t)) und z(t) = v(t).

Statt von Zustandsraum spricht man in der Mechanik auch oft von Phasen-
raum. Streng genommen besteht jedoch ein Unterschied: Der Zustandsraum ist
der Raum der moglichen Anfangsbedingungen, durch die eine Losungskurve ein-
deutig festgelegt ist. Der Phasenraum hat jedoch eine zusétzliche Struktur, die
aus der speziellen Form der Newton’schen Gleichungen folgt. Besonders deutlich
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wird diese Struktur, wenn man nicht den Ort und die Geschwindigkeit, sondern
den Ort und den Impuls zur Beschreibung des Zustands eines Teilchens wihlt.
Diese Unterschiede werden im Rahmen der theoretischen Mechanik deutlicher.

7.2.4 Beispiel: Die freie Bewegungsgleichung

Wenn keine duflere Kraft vorhanden ist, lautet die Newton’sche Bewegungsglei-

chung
d27(t) 0
m =

dt?
Die Masse féllt heraus und in Komponentenschreibweise gilt:

() =0. (7.6)
Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet:
' (t) = a't + b’ (7.7)

fiir beliebige Konstanten a’ und b'. Fiir die drei Komponenten erhalten wir also
insgesamt sechs freie Konstanten, sodass die Losungen (Gl. 7.7) die Differential-
gleichung (7.6) erfiillen. Die Bedeutung der Konstanten ist leicht geklért:

7'(0) = b’ und v'(0) = #'(0) = a" .

b' sind also die drei Komponenten des Orts des Teilchens zum Zeitpunkt ¢t =
0, und @' sind die drei Komponenten der Geschwindigkeit des Teilchens zum
Zeitpunkt ¢t = 0. Als Losung erhalten wir somit:

#(t) = 7(0)t + #(0) . (7.8)

7.2.5 Beispiel: Der schiefe Wurf

Die Bewegung des schiefen Wurfs betrachten wir in der (z,y)-Ebene, wobei sich
y auf die Hohe des Teilchens iiber dem Erdboden und z auf eine horizontale
Komponente bezieht. Die Kraft auf das Teilchen ist die Gravitationskraft. Sie
wirkt nur entlang der y-Richtung (sie ist zum Erdmittelpunkt gerichtet, also
F* = 0) und auflerdem nehmen wir sie in Erdnéhe als konstant an, d.h., sie
héngt nicht von der y-Koordinate ab und ist durch FY = mg gegeben, wobei g
die Erdbeschleunigung g = 9,81 m/s? ist. Die Bewegungsgleichung wird zu:

mi(t) =0 und mi(t) =—mg. (7.9)
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(Das Minuszeichen besagt, dass die Kraft zu kleineren Werten von y gerichtet ist.)
Die beiden Gleichungen sind immer noch entkoppelt (die Komponenten mischen
nicht). Die erste Gleichung haben wir im vorherigen Abschnitt schon gelost:

x(t) = v (0)t + z(0) .

Die zweite Gleichung in (7.9) konnen wir zunéchst durch m dividieren und
erkennen, dass die Bewegung unabhéngig von der Masse ist. Man beachte jedoch,
dass dies eine unmittelbare Folgerung des Aquivalenzprinzips ist: Auf der linken
Seite der Gleichung steht die trige Masse, auf der rechten Seite die schwere Masse.
Gilte das Aquivalenzprinzip nicht, hinge die Bewegung von dem Verhéltnis von
schwerer zu trager Masse ab.

Die Gleichung
i(t) = —g

hat die allgemeine Losung:
L,
y(t) = —égt +0vY(0)t + y(0), (7.10)

wobei sich wieder leicht zeigen lasst, dass y(0) die y-Komponente des Orts des
Teilchens zum Zeitpunkt ¢ = 0 und v¥(0) die y-Komponente seiner Geschwindig-
keit zum Zeitpunkt ¢ = 0 sind.

Die allgemeinste Losung von Gl. 7.9 lautet somit:

#0) = (a(0),0(0) = (V*(0)t + 2(0), =308 + 070} 4 5(0) )

bzw.

1
Z(t) = —Ethe} + #(0)t + #(0).

Die Bewegung entlang der x- und y-Richtung sind entkoppelt. Entlang der -
Achse handelt es sich um eine gleichférmig-geradlinige Bewegung, entlang der
y-Achse um eine Parabel. Ist v¥(0) positiv, hat diese Parabel einen Scheitelpunkt
mit verschwindender Geschwindigkeit.

Eine sehr wichtige Klasse von Differentialgleichungen, die Gleichungen von
harmonischen Oszillatoren, werden wir im néchsten Kapitel behandeln.
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7.3 Symmetrien und Erhaltungsgréfien

Symmetrien und Erhaltungsgrofien spielen in der Physik eine wesentliche Rolle.
Durch sie wird die Losung vieler Bewegungsgleichungen iiberhaupt erst moglich.
Dabei gibt es einen sehr engen Zusammenhang zwischen den Symmetrien eines
physikalischen Systems und seinen Erhaltungsgréfien. Dieser Zusammenhang wird
in der Theoretischen Mechanik unter dem Stichwort , Noether’sches Theorem*
genauer behandelt. Hier konnen wir diese Beziehung nur an einfachen Beispielen
andeuten.

7.4 Erhaltungsgréflen

Eine Erhaltungsgrofie T'(#, ¥) ist eine Funktion auf dem Zustandsraum. Ausge-
wertet auf einer Bahnkurve Z(t) ist die Erhaltungsgroe T'(Z(t), v(t)) (aufgefasst
als Funktion von t) konstant. Einmal vorgegeben durch die Anfangsbedingungen
andert sie ihren Wert im Verlauf der Zeit nicht — sie bleibt erhalten. Beispie-
le fiir Erhaltungsgrofien sind die Energieerhaltung, die Drehimpulserhaltung, die
Ladungserhaltung und — je nach System — viele weitere Gréflen. Dabei ist wich-
tig zu bemerken, dass eine Erhaltungsgroe T'(Z(t), v(t)) nicht fiir jede beliebige
Kurve im Zustandsraum konstant ist (das wére eine triviale Funktion), sondern
nur fiir solche Bahnkurven, die den Bewegungsgleichungen geniigen. Umgekehrt
bedeutet dies, dass die Bahnkurve auf den Aquipotentialflichen der Erhaltungs-
grofen verlauft. Jede Erhaltungsgrofie schrinkt die Form der Bewegung ein und

erleichtert somit die Losung des Problems.

7.4.1 Die Energieerhaltung

Im Folgenden nehmen wir eine wesentliche Einschrankung an die Form der Kraft
vor, die aber in der Physik sehr haufig erfiillt ist. Wir nehmen an, die Kraft F'
lasst sich als Gradient einer skalaren Funktion U(Z) schreiben:

F(z) = -VU(Z). (7.11)

Krifte, die dieser Bedingung geniigen, bezeichnet man als konservative Krifte.
Als Bewegungsgleichung erhalten wir in diesem Fall:

d27(t) ST,
v = —VU(Z(t)), (7.12)

m



7.4. ERHALTUNGSGROSSEN 123

bzw.

mi(t) = —=VU(Z(t)). (7.13)

Als erstes Beispiel fiir eine Erhaltungsgréfie betrachten wir die Energie. Wir
bilden auf beiden Seiten von Gl. 7.13 das Skalarprodukt mit o(¢):

mi(t) - 5(t) = —VU(Z(t)) - 5(t) . (7.14)

Auf der linken Seite dieser Gleichung steht die Ableitung von (¥(¢))? nach der
Zeit:

% (%m(ﬁ(t))z) — mif(t) - (1)

Auf der rechten Seite von Gl. 7.14 erkennen wir durch Vergleich mit GIl. 5.20 in
Kapitel 5.4 ebenfalls eine Zeitableitung:

d = o
&U(x(t)) =VU(Z) - Z(t).

Wir kénnen Gl. 7.14 daher in folgender Form schreiben:
d /1 ., . B
T (§m(v(t)) + U(x(t))) =0.
Da die Zeitableitung verschwindet, ist die Gréfle in Klammern zeitlich konstant:

o %m(ﬁ(t))Q + U(#(t)) = konst. (7.15)
Diese Grofle bezeichnet man als die Energie. Der erste Term entspricht der ki-
netischen Energie, der zweite Term der potenziellen Energie. Eine wesentliche
Eigenschaft, die bei der Herleitung dieser Gleichung einging, war die explizite
Zeitunabhéngigkeit der Funktion U(Z(t)). Anderenfalls wire bei der Zeitablei-
tung von U noch ein zusétzlicher Term aufgetreten. Die Energieerhaltung ist
unter anderem eine Folge der Tatsache, dass die fundamentalen physikalischen
Gesetze nicht explizit zeitabhéngig sind, dass ein Experiment heute also diesel-
ben Ergebnisse liefert wie das gleiche Experiment vor zwei Wochen.

7.4.2 Die Drehimpulserhaltung

Wir machen nun zusétzlich die Annahme, dass das Potenzial U(Z(t)) nur eine
Funktion von r(t) = |Z(t)] ist. Das Potenzial zeigt also keine explizite Richtungs-
abhéngigkeit. Die damit verbundene Symmetrie bezeichnet man als Rotations-
symmetrie.
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In diesem Fall gilt fiir den Gradienten des Potenzials:

VU(r(t)) = U'(r(1)) VIE(t)] = U'(r(t))

Der Gradient von U zeigt also in radialer Richtung. Das Kreuzprodukt von VU
mit ¥ verschwindet daher:

Bilden wir nun auf beiden Seiten von Gleichng 7.13 das Kreuzprodukt mit Z(¢),
so erhalten wir auf der rechten Seite null, die linke Seite muss also verschwinden:

ma(t) x Z(t) = 0. (7.16)

Wir zeigen nun, dass sich der Ausdruck auf der linken Seite als totale Zeitableitung
schreiben lasst. Es gilt:

(50 x 7(0)) = #0) x 7(0) + 3(0) x ).

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet, da das Kreuzprodukt von
einem Vektor mit sich selber verschwindet. Der erste Term auf der rechten Sei-
te entspricht aber der linken Seite von GIl. 7.16. Wir finden daher aus unserer
Bewegungsgleichung eine neue Erhaltungsgrofe:

%E:o mit L= ma(t) x #(t) = #(t) x pt).
Die GréBe L bezeichnet man als Drehimpuls. Nach den Uberlegungen aus Kapitel
3.4 handelt es sich beim Drehimpuls um einen Pseudovektor. Die Drehimpulser-
haltung ist eine Folgerung aus der Rotationsinvarianz der Bewegungsgleichung.
Streng genommen haben wir weniger benutzt, als die Rotationsinvarianz: Wir
konnen die Drehimpuserhaltung direkt aus der Newton’schen Gleichung (mit
Kraft F (x,v,t)) ableiten, sofern diese Kraft in radialer Richtung zeigt, also von
der Form

F(Z,0,t) = f(Z,0,1) — (7.17)

ist, wobei f eine skalare Funktion von 7, v und ¢ ist. In diesem Fall verschwin-
det das Kreuzprodukt von F' mit #. Fiir rotationsinvariante Systeme zeigt die
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Kraft immer in radialer Richtung. Die Kraft kann sogar explizit zeitabhéingig
sein. Allerdings handelt es sich in den seltensten Fallen um konservative Krifte.
Beispielsweise sieht man sofort, dass fiir eine winkelabhéngige Funktion f(r, 0, )
das Integral fiir die Arbeit entlang geschlossener Wege nicht verschwinden muss:
Das Integral fiir Wege auf einer Kugelfldche verschwindet, da F 1 d3, anderer-
seits konnte man bei winkelabhéngigem f zwei Kugelschalen bei unterschiedlichen
Winkeln (und daher unterschiedlichen Kréften) verbinden und erhélt verschiede-
ne Anteile zur Arbeit.

Die Bahnkurve eines Teilchens, fiir das der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie
ist, verlauft in einer Ebene. Die Konstanz des Drehimpulses bedeutet nadmlich
insbesondere auch die Unverédnderlichkeit seiner Richtung. Das bedeutet aber,
dass Z(t) und ¥(¢) immer senkrecht zu dieser unveranderten Richtung stehen und
daher die Bewegung des Teilchens auf diese Ebene beschriankt ist.

7.4.3 Symmetrien

Wir haben zwar bisher oft von der ,Symmetrie* bzw. , Invarianz* eines Systems
gesprochen, aber es wurde noch nicht genau definiert, was eine Symmetrie bzw.
Invarianz ist.

Definition: Eine Symmetrie ist ein Gruppe G, die auf dem Raum der Losungen
X einer Gleichung wirkt (d.h., es gibt eine Darstellung der Gruppe G auf dem
Raum der Losungen X, bzw. es gibt eine Abbildung G x X — X mit (g, z) — 29).

Oftmals wirkt die Gruppe G auf einen grofleren Raum, von dem die Losungen
einer Gleichung nur eine Untermenge sind. Dann soll gelten: Ist z eine Losung
einer Gleichung, dann ist fiir jedes g € G auch x9 eine Losung der Gleichung.

Betrachten wir als Beispiel die Newton’schen Bewegungsgleichungen. Die mei-
sten Transformationsgruppen wirken zunéchst auf dem Raum aller moglichen
Bahnkurven z(t). Handelt es sich bei den Transformationen jedoch um eine Sym-
metrie, so gilt: Ist z(¢) Losung der Newton’schen Gleichung, dann ist auch x9(t)
Losung der Newton’schen Gleichung. Wir betrachten dazu einige Beispiele:

Die Zeittranslationssymmetrie: Wenn die Kraft nicht explizit von der Zeit
abhéngt, spielt der Anfangszeitpunkt einer Bewegung keine Rolle. Das bedeu-
tet, dass mit jeder Losung x(t) auch x(f + ty) eine Losung der Newton’schen
Gleichungen ist, wobei t5 € R beliebig ist. Die Gruppe G ist die Gruppe der
Zeittranslationen ¢t — t + ty. Sie wirkt auf dem Raum aller Bahnkurven in der
Form: z(t) — z'(t) = x(t + to).

Die Rotationssymmetrie: Hat die Kraft auf ein Teilchen ein Kraftzentrum und
héngt die Kraft nicht von der Richtung sondern nur vom Abstand von diesem
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Kraftzentum ab, so kann man das System beliebig um das Kraftzentrum rotieren,
ohne die physikalischen Gesetze zu d&ndern. Die Gruppe ist nun die Rotationsgrup-
pe G, dargestellt beispielsweise durch die 3 x 3-Rotationsmatrizen R. Zu einer
Bahnkurve #(t) erhalten wir die transformierte Bahnkurve durch die Anwendung
der Matrix auf die Komponenten der Bahnkurve: Z(t) — 29(t) = (RZ)(t). Ist ein
System rotationsinvariant so folgt, dass mit jeder Losung #(t) auch (RZ)(t) eine
Losung ist.

Zeitumkehrinvarianz: Die Gruppe G ist diesmal die diskrete Gruppe G =
T = {+1,—1}. Sie besteht nur aus zwei Elementen. Die Darstellung des Ele-
ments {—1} auf einer Bahnkurve besteht in der Umkehrung der Zeitrichtung:
Z(t) — & (t) = ¥(—t). Wenn mit jeder Losung #(t) auch ¥(—t) eine Losung der
Bewegungsgleichung ist, so bezeichnet man die Bewegungsgleichung als zeitum-
kehrinvariant. Die fundamentalen Gleichungen der Physik sind zeitumkehrinva-
riant, trotzdem beobachten wir im Alltag eine deutliche Abweichung von dieser
Symmetrie. Diese Abweichung wird durch den zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik ausgedriickt, wonach die Entropie in geschlossenen Systemen niemals
abnehmen kann und bei Nichtgleichgewichtssystemen in der Zeit zunimmt. Die
Begriindung einer ausgezeichneten Zeitrichtung bei zeitumkehrinvarianten Bewe-
gungsgleichungen ist ein schwieriges (in der Sicht mancher Physiker immer noch
ungelostes) Problem der Physik.



Kapitel 8

Oszillatoren

Die Gleichungen fiir ein oder mehrere harmonische Oszillatoren tauchen in un-
terschiedlichen Formen in nahezu allen Bereichen der Physik auf. Sie bilden oft
den Ausgangspunkt fiir eine storungstheoretische Behandlung komplexer Proble-
me, die sich nicht in geschlossener Form losen lassen. Etwas vereinfacht konnte
man sagen: Fine der haufigsten Aufgaben des theoretischen Physikers besteht
darin, ein konkretes Problem (zumindest ndherungsweise) auf den harmonischen
Oszillator bzw. ein System aus harmonischen Oszillatoren zuriickzufiihren.

8.1 Der freie harmonische Oszillator

8.1.1 Die Bewegungsgleichung und die ,geratenen*
L6sungen

Das einfachste Beispiel eines freien harmonischen Oszillators ist die Feder. Das
Federgesetz (eine spezielle Form des Hooke’schen Gesetzes) besagt, dass die Kraft
F zum Spannen einer Feder proportional zur Auslenkung x der Feder aus ihrer
Ruhelage ist, und dass die Richtung dieser Kraft zur Ruhelage (der Auslenkung
x entgegengesetzt) zeigt:

F=—kx. (8.1)

Wir behandeln zunéchst die 1-dimensionale Bewegung, eine Verallgemeinerung
auf mehrere Freiheitsgrade erfolgt spéter.
Mit der Federkraft lautet das 2. Newton’sche Gesetz:

mi(t) = —ka(t) (8.2)

127
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bzw.

i(t) = —w?z(t) mit  w? = % (8.3)
Abgesehen davon, dass es sich um eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung handelt, ist die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators eine
lineare, homogene Gleichung. ., Linear” bedeutet dabei, dass die gesuchte Funktion
x(t) nur linear, also in erster Potenz, auftritt. ,Homogen*“ bedeutet zusétzlich,
dass es keinen additiven Term in der Gleichung gibt, der die gesuchte Funktion
x(t) nicht enthilt. Ein solcher Term wiirde einer dueren Kraftquelle entsprechen.
Eine homogene Differentialgleichung enthélt somit keine dufleren Quellterme.

Die Linearitét der Differentialgleichung ist das charakteristische Merkmal des
harmonischen Oszillators. Gleichgiiltig ob wir mehrere unabhéngige oder harmo-
nisch gekoppelte Oszillatoren betrachten, immer sind die zugehorigen Bewegungs-
gleichungen linear.

Eine besondere FEigenschaft linearer, homogener Differentialgleichungen ist die
Moglichkeit der Superposition von Losungen. Das bedeutet im vorliegenden Fall:
Seien z1(t) und z5(t) zwei beliebige spezielle Losungen der Differentialgleichung,
dann ist

x(t) = a1 (t) + bra(t) (8.4)

fiir beliebige Koeffizienten a und b ebenfalls eine Losung. (Diese Eigenschaft kann
man auch als Definition einer ,linearen“ Gleichung ansehen.) Anderseits erwar-
ten wir fiir eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung pro Freiheitsgrad
zwei freie Parameter, welche die Anfangsbedingungen (beispielsweise Ort und
Geschwindigkeit) festlegen. Da a und b zwei solche Parameter sind, ist x(t) aus
Gl. 8.4 schon die allgemeinste Losung der Bewegungsgleichung, vorausgesetzt, die
beiden speziellen Losungen sind unabhéngig. Das bedeutet, die Funktion x(t) ist
nicht proportional zu z5(t), oder anders ausgedriickt, es gibt kein «, sodass :

x1(t) = axs(t) fur alle t.

Wir werden in den folgenden Abschnitten Verfahren angeben, wie man fiir die
Differentialgleichung 8.3 Lésungen finden kann. Zunéchst wollen wir die Losungen
yerraten” und ihre Eigenschaften untersuchen.

Gleichung 8.3 besagt, dass die zweite Ableitung der gesuchten Funktion xz(t)
proportional zu der Funktion selber sein soll. Aus der Kenntnis der trigonometri-
schen Funktionen ist bekannt, dass dies fiir die Sinus- und Kosinus-Funktion der

Fall ist:

d? sin wt d? cos wt
— = —w!sinwt und ——— = —w?coswt. (8.5)

dt? dt?
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Damit erhalten wir zwei unabhingig Losungen der Bewegungsgleichung 8.3:
x1(t) = coswt und To(t) = sinwt . (8.6)
Die allgemeinste Losung der Bewegungsgleichung ergibt sich zu:
z(t) = acoswt + bsinwt . (8.7)

a und b sollen nun durch die Anfangsbedingungen z(0) und v(0) ausgedriickt
werden. Zunéchst setzen wir in Gl. 8.7 die Zeit ¢ = 0 und erhalten:

z(0) =a.
Nun berechnen wir die Geschwindigkeit
v(t) = 2(t) = —aw sin wt + bw cos wt .
Fiir t = 0 folgt daher:
v(0) = bw.
Ausgedriickt durch die Anfangsbedingungen z(0) und v(0) lautet die allgemeine
Losung:
v(0) .
z(t) = x(0) coswt + —=sinwt . (8.8)
w
Manchmal gibt man die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung 8.3 auch

in folgender Form an:

x(t) = Asin(wt — ) . (8.9)

Die beiden freien Konstanten sind nun A und ¢. Man kénnte zunéchst meinen, ¢
sei eine weitere freie Konstante, unabhéngig von a und b, und wir hétten nun drei
linear unabhéngige Losungen gefunden, was fiir eine gewohnliche Differentialglei-
chung 2. Ordnung nicht der Fall sein sollte. Tatséchlich ldsst sich diese Losung
(und ebenso die Losung z(t) = B cos(wt — ¢)) in die andere Losung iiberfithren.
Dazu nutzen wir das Additionstheorem der Sinus-Funktion,

sin(a + 3) = sinacos § + cosasin 3,
aus:
x(t) = A ( sinwt cos p — cos wt sin gp) = (—Asinp) coswt + (A cos ) sinwt .
Die Beziehungen zu den urspriinglichen Koeffizienten sind daher:
a=—Asiny b= Acosy.
Ahnliche Beziehungen erhélt man fiir die Losung z(t) = B cos(wt — ).
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8.1.2 Lo6sung durch den Exponentialansatz

Der folgende Ansatz mag zunéchst willkiirlich erscheinen, er findet aber seine
Begriindung in der Tatsache, dass es sich um eine lineare Differentialgleichung
handelt, die ,,invariant unter Zeittranslationen® ist, d.h., mit x(¢) muss auch z(t+
to) fiir jedes beliebige ty eine Losung sein. Der folgende Ansatz beriicksichtigt diese
Bedingung in besonderem Mafle. Die Auswertung soll hier jedoch nicht weiter
verfolgt werden.

Die Losung einer Gleichung (insbesondere einer Differentialgleichung) durch
einen Ansatz besteht darin, ,, versuchsweise® eine allgemeine Form fiir die Losung
anzusetzen, in die Gleichung einzusetzen, und anschliefend konkrete Bedingungen
fiir die freien Parameter in diesem Ansatz zu erhalten. Der so genannte Exponen-
tialansatz besteht darin, fiir () eine Funktion der folgenden Form anzunehmen:

x(t) = et (8.10)

Es mag zunéchst erstaunen, eine komplexe Funktion als Ansatz zu wéhlen, doch
der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dass der Imaginérteil und der Realteil
unabhéingige Losungen der linearen Differentialgleichung sein miissen, wenn die
komplexe Funktion eine Losung ist. Wir bilden die erste und zweite Ableitung
von (8.10),

@(t) = e i(t) = —a’el™,

und finden, dass diese Funktion folgende Gleichungen erfiillt:
i(t) = iax(t) und i(t) = —a’x(t).
Der Vergleich der zweiten Bedingung mit Gl. 8.3 fiithrt auf die Bedingung;:
o =w bzw. a=Ztw.

Sowohl

xy(t) = e
als auch

ZL‘Q(t) — e—iwt

sind Losungen der Differentialgleichung. Eine allgemeine Losung kann also in der
Form:

x(t) = ae™ + be !
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geschrieben werden. Da wir komplexe Funktionen als Losungen zulassen, konnen
auch die Koeffizienten a und b komplex sein. Doch unabhéngig davon, wie wir die-
se Koeffizienten wéahlen, wenn wir die Funktionen in ihren Real- und Imaginérteil
aufspalten, erhalten wir immer nur Linearkombinationen von Sinus- und Kosinus-
Funktionen mit demselben Argument wt. Wir haben also nicht mehr gefunden,
als vorher auch. Der Vorteil ist aber, dass wir bereits mit der einen Funktion

r1(t) = ™' = coswt + isinwt

beide linear unabhingigen Losungen der Differentialgleichung gefunden haben,
wenn wir diese komplexe Losung in ihren Real- und Imaginérteil aufspalten und
beriicksichtigen, dass Real- und Imaginérteil getrennt Losungen der Gleichung
sind.

8.1.3 Lo6sung durch Integration der Erhaltungsgrofie

Da wir die Federkraft (Gl. 8.1) als Ableitung (die 1-dimensionale Form des Gra-
dienten) eines Potentials schreiben kénnen,

F = —d[é:(f) mit  U(x) = —ka?,
ist die Energie:
1 1
E = imv(t)2 + §kx(t)2 (8.11)

eine Erhaltungsgrofle der Bewegungsgleichung. Wir kénnen uns explizit davon
iiberzeugen, indem wir die bekannte Losung (8.8) einsetzen, und die Bedingung
w? = k/m sowie die trigonometrische Identitit sin®wt 4 cos? wt = 1 ausnutzen:

1 2 1 ?
E = —m( — 2(0)w sinwt 4 v(0) coswt) + -k <x(0) coswt + v(0) sinwt)
2 2 w
= L0y + Lka(0)?
= gmu 5 ka(0)”.

Die Anfangsbedingungen legen die Energie also fest und es gibt keine
Zeitabhéngigkeit mehr.

Doch wenn die Energie eine Konstante ist, kénnen wir dann nicht direkt aus
der Energie die Bahnkurve berechnen? Fiir die Bewegungsgleichung, die wir im 1-
dimensionalen Fall haben, ist dies tatsdchlich moglich. Bei einem 3-dimensionalen
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System miissen wir neben der Energieerhaltung noch die Erhaltung weiterer
Groflen ausnutzen.
Wir betrachten die Energie F als Konstante und 16sen Gleichung 8.11 nach

v(t) = i(t) auf:
z(t) = \/% — w?x(t)?. (8.12)

Diese Gleichung erscheint zwar zunéchst komplizierter, doch es handelt sich nun
um eine gewohnliche (allerdings nicht mehr lineare) Differentialgleichung 1. Ord-
nung, die man allgemein durch Integration l6sen kann. Dies soll nun gezeigt wer-
den. Die Umformungen folgen dabei den typischen Uberlegungen in der Physik,
wobei die mathematische Korrektheit etwas zu kurz kommt, was der Richtigkeit
des Ergebnisses jedoch keinen Abbruch tut.

Wir schreiben 4 (t) als Differentialquotient und bringen alle Terme, die x ent-
halten, auf eine Seite und den Term mit dt auf die andere Seite und bilden auf
beiden Seiten das Integral:

de 2B o0
dt m
d
—_ < — @
%—wzaﬁ

z(t) d t
— [ = [ (5.13)

A: In der Mathematik wird dieses Verfahren als Quadratur bezeichnet. Allgemein
gilt: Sei eine Differentialgleichung 1. Ordnung vom Typ

dy
—=X(x)Y
= X(@) V()
gegeben, so lasst sich die Losung in der Form:
v dy /x
— = X(z)dz +c
Y () @

schreiben, wobei ¢ eine Integrationskonstante ist. Differenziert man beide Seiten (im-
plizit) nach z, so erhilt man wieder obige Differentialgleichung.

Wiéhrend die rechte Seite von GIl. 8.13 t ergibt, entnimmt man die Losung
des Integrals auf der linken Seite am besten einer Integraltafel, wo man folgende
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Formel findet:
dx -1 . —2cx
——arcsin

\/a—cx2:\/5 m'

2

Setzen wir @ = 2F/m und ¢ = w? ein und definieren noch

(o = arcsin G%\/%(O)) |

1 —wy/ t 1
w V2E w

so erhalten wir:

oder, aufgelost nach x(t):

x(t) = \/%w sin(wt — @) -

Diese Losung gleicht zwar Gl. 8.9, allerdings sind die Integrationskonstanten un-
terschiedlich. Wir haben nun die Energie £ und (imlizit iiber die Phase ) den
Ort z(0) als Integrationskonstanten der Bewegung gewihlt, wéhrend wir frither
die Anfangsbedingungen z(0) und v(0) betrachtet haben. Unter Ausnutzung von
2k

= v(0)? + w?z(0)?

und der folgenden trigonometrischen Beziehung,
arcsinz = arccosv 1 — 2,

lasst sich jedoch nach einigen Rechenschritten zeigen, dass die obige Losung mit
Gl. 8.8 iibereinstimmt.

Es mag zunéchst als unvergleichbar grofierer Aufwand erscheinen, die Losung
iiber die Integration der Energie zu suchen und fiir die (lineare) Gleichung des
harmonischen Oszillators ist das auch sicherlich richtig, doch der Vorteil dieses
Verfahrens liegt darin, dass es auch fiir Kréfte angewandt werden kann, die nicht
linear in der Auslenkung sind.

8.2 Der gedampfte harmonische Oszillator

8.2.1 Bewegungsgleichung und Exponentialansatz

Als weitere Anwendung fiir den Exponentialansatz betrachten wir den geddmpften
harmonischen Oszillator. Neben der reinen Federkraft proportional zur Auslen-
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kung der Feder,
F(z) = —kz,

(k ist die Federkonstante) kommt nun noch eine Widerstandskraft proportional
zur Geschwindigkeit des Korpers hinzu:

Fr(v) = —pv. (8.14)
Die Bewegungsgleichung lautet nun:
mi(t) = —pi(t) — kx(t) . (8.15)

Hier besteht somit zu jedem Zeitpunkt eine Beziehung zwischen der Bahnkurve
x(t) und ihrer ersten und zweiten Ableitung nach der Zeit. In diesem Fall fallt
das ,Raten® der Losung schon schwerer, daher suchen wir die speziellen Losungen
mithilfe des Exponentialansatzes:

x(t) = e,
Dies fiihrt auf folgende Gleichung:
—ma’z(t) = —ipax(t) — kx(t).

Da wir nicht an der Losung interessiert sind, fiir die z(¢) identisch null ist, kénnen
wir durch z(t) dividieren und erhalten:

o?—ila_ K _y (8.16)
m m

Offensichtlich muss o komplex sein, um diese Gleichung 16sen zu kénnen. Aus der
allgemeinen Formel fiir quadratische Gleichungen ergibt sich:

k 2
a=it- 44/~ - L (8.17)

2m m  4m2’

Wir treffen nun eine Fallunterscheidung, je nachdem ob der Term unter der Wurzel
positiv, negativ oder null ist.

8.2.2 Die gedimpfte Schwingung: 4km > u?

Wir definieren zunachst die neuen Parameter:

M _ k ©woo 2
V=g, wmd o wshy T Ve Y
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(wo = /k/m ist die Winkelgeschwindigkeit der freien, ungeddmpften Schwin-
gung), sodass
a=iy+tw.

Eingesetzt in den Exponentialansatz erhalten wir somit zwei spezielle Losungen:
Fi(t) =e e und  Zy(t) = e e W, (8.18)

Spalten wir diese Losungen in Real- und Imaginérteil auf, so erhalten wir die
beiden linear unabhéngigen Losungen:

z1(t) =e " coswt und @y(t) =e " sinwt. (8.19)
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet somit:
z(t) = e " (acoswt + bsinwt) (8.20)
oder, dquivalent:
x(t) = Ae " cos(wt + ) .

Die Losung besteht aus einem Produkt einer abfallenden Exponentialfunktion,
welche die Dampfung der Schwingung beschreibt, und einer reinen Schwingung.
Die freien Integrationskonstanten lassen sich wieder mit den Anfangsbedingungen
in Beziehung setzen:

z(0) =a und v(0) = —ay +wb, (8.21)
was auf folgende Darstellung der Losung fiihrt:
0 0
x(t) =e " <x(0) coswt + 2(0)y +(0) sin wt) : (8.22)
w

8.2.3 Die reine Dampfung: 4km < >
In diesem Fall ist o (Gl. 8.17) imaginér,

[ w p ok : /
a:1<%i W—E>:1(7i 72—w§>, (8.23)
und wir erhalten eine reine Dampfung:
() = ae~ VIR | pe=O—VP=R)t (8.24)

Man spricht in diesem Fall auch von einer aperiodischen Bewegung.
Man beachte, dass y++/7? — w3 immer positiv ist (sofern v > 0), sodass beide
Anteile der Losung eine geddmpfte, d.h. abklingende, Bewegung beschreiben.
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8.2.4 Der aperiodische Grenzfall: 4km = 1°

Fiir den Fall 4km = p? bzw. 4? = w? verschwindet der Wurzelterm und wir
erhalten:
a=il" (8.25)

om

Die zugehorige Losung entspricht ebenfalls einer reinen Dampfung:
z(t) =e . (8.26)

Allerdings haben wir nur eine Losung gefunden. Da es sich bei der Bewegungs-
gleichung um eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung handelt wissen
wir, dass noch eine zweite unabhéngige Losung existieren muss. Der Exponenti-
alansatz liefert fiir den aperiodischen Grenzfall offensichtlich nicht alle Losungen.

Um die Zusammenhénge etwas besser zu verstehen, betrachten wir nochmals
die freie Bewegung (7 = k = 0). Der Exponentialsansatz,

x(t) = e,

eingesetzt in die Bewegungsgleichung,

fithrt auf die Bedingung
a?=0,

mit der einzigen Losung o = 0. Wir finden daher als Losung:
x(t) = x(0) = konst.

Die zweite bereits bekannte Losung,

erhalten wir nicht aus einem Exponentialansatz. Wir kénnen jedoch einen kleinen
, Irick” anwenden. Betrachten wir zunéchst die Losung des ungeddmpften har-
monischen Oszillators zu nicht-verschwindendem w als Funktin der Anfangswerte
z(0) und v(0) (vgl. Gl. 8.8):

z(t) = x(0) coswt + @ sinwt . (8.27)
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Wir nehmen nun den Grenzfall w — 0, wobei

sin wt t
lim " = L 0P = ¢,
w—0 W w

und finden die allgemeine Losung:
x(t) = x(0) + v(0)t.

Der Trick besteht darin, nicht von der Loésung mit beliebigen freien Integrati-
onskonstanten auszugehen, sondern den Grenzfall w — 0 erst zu betrachten,
nachdem die Integrationskonstanten durch physikalische Groflen, beispielsweise
die Anfangsbedingungen z(0) und v(0), ersetzt wurden.

Wir kénnen nun den gleichen Trick bei der geddmpften Schwingung anwenden.
Ausgehend von der allgemeinen Losung 8.22 finden wir im Grenzfall w — 0 die
Losung:

z(t) = e " (z(0) + (z(0)y + v(0))t) . (8.28)
Die zweite spezielle Losung neben (8.26) lautet daher:
To(t) = te .

Diese Losung hétten wir durch einen reinen Exponentialansatz nicht gefunden.

8.3 Der harmonische Oszillator mit
periodischer duflerer Kraft

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Losungen der Differenzialgleichung
mi(t) + vx(t) + Rx(t) = f(t) (8.29)

beschiftigen, wobei wir konkret an dem Fall f(¢) = F coswt fiir eine beliebige
Frequenz w interessiert sind. Dies wird auf das Phdnomen der Resonanz fiihren.
Zunachst stellen wir aber einige Ergebnisse zusammen, die ganz allgemein fiir
lineare Differentialgleichungen mit einem zusétzlichen, von x(t) unabhingigen
Term giiltig sind.
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8.3.1 Inhomogene, lineare Differentialgleichungen

Zunéchst bezeichnen wir mit D[z(t)] = 0 ganz allgemein eine lineare Gleichung
fiir z(t). Dabei kann es sich um eine lineare Differentialgleichung handeln, wie wir
sie beim geddmpften harmonischen Oszillator schon gesehen haben, es kann aber
auch eine allgemeinere Gleichung fiir z(¢) sein. ,,Linear” bedeutet in diesem Fall,
dass fiir zwei beliebige Funktionen () und x4(t) und beliebige a,b € R gelten
soll:

Dlax1(t) 4+ bxa(t)] = aD[x1(t)] + bD]x2(t)] . (8.30)

Ist diese Eigenschaft allgemein erfiillt, gilt sie natiirlich speziell auch fiir Losungen.
Nun addieren wir einen inhomogenen Term f(¢) und suchen nach Losungen
von

Dla(t)] = f(¢). (8:31)
Diese Gleichung ist nicht mehr linear. Aber wir kénnen folgende Aussage treffen:
Sei z¢(t) eine spezielle Losung dieser Gleichung und x((t) eine Losung der zu-
gehorigen homogenen Gleichung, dann ist z(t) = axo(t) + x¢(t) eine Losung der
inhomogenen Gleichung fiir beliebiges a € R:

Dlzs()] = f(t) wnd Dfzo(t)] =0 = Dlaxo + ()] = f(t). (8.32)

Wir konnen auch umgekehrt sagen: Sind xf(¢) und ys(t) zwei spezielle Losun-
gen der inhomogenen Gleichung, dann ist z(t) = x¢(t) — ys(t) eine Losung der
homogenen Gleichung.

Insbesondere erhalten wir die allgemeine Losung einer inhomogenen linea-
ren Differentialgleichung, indem wir die Summe aus der allgemeinen Losung der
homogenen Differentialgleichung und einer (beliebigen) speziellen Losung der in-
homogenen Differentialgleichung bilden.

Wir konnen dieses Ergebnis auch noch verallgemeinern: Gesucht sei die allge-
meinste Losung von

Dlz(t)] = Z a; fi(t) (8.33)

wobei f;(t) beliebige Funktionen von ¢ sind und a; beliebige (konstante) Koeffi-
zienten. Seien z;(t) spezielle Losungen von

Dlz;(1)] = fi(t), (8.34)

dann ist

2(t) = mo(t) + > awy(t) (8.35)
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die allgemeinste Losung der inhomogenen Differentialgleichung (8.33), sofern xg
die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist.

Betrachten wir als sehr einfaches Beispiel den Fall des geddmpften harmoni-
schen Oszillators im homogenen Gravitationsfeld. Die Differentialgleichung lautet
nun:

mi(t) + vi(t) + Rx(t) = —gm. (8.36)

Nach dem bisher Gesagten miissen wir nur eine spezielle Losung dieser Gleichung
finden und erhalten dann die allgemeine Losung, indem wir die schon bekannten

Losungen der homogenen Gleichung addieren. Eine spezielle Losung ist aber:
zs(t) = —% = const, (8.37)

deren zeitliche Ableitungen verschwinden. Damit lautet die allgemeine Losung
der inhomogenen Gleichung

gm
-
wobei z(t) die allgemeine Losung des homogenen Falls ist. Wir konnen der spezi-
ellen Losung auch eine einfache physikalische Interpretation geben: Die Bedingung

Rz, = —gm (8.39)

(8.38)

ist gerade die Gleichgewichtsbedingung, damit sich die Hooke’sche Federkraft
und die Gravitationskraft die Waage halten. Die Verschiebung der allgemeinen
homogenen Losung um eine Konstante bedeutet somit lediglich die Verschiebung
der homogenen Losung auf die neue Gleichgewichtslage.

Abschlieflend sollten wir noch darauf hinweisen, dass sich durch die Addi-
tion der speziellen Losung zur allgemeinen Losung der homogenen Gleichung
natiirlich die Anfangsbedingungen &ndern. Das bedeutet, seien 24(0) und #(0)
die Angangsdaten (Ort und Geschwindigkeit) der speziellen Losung, so muss man
natiirlich die Anfangsdaten der homogenen Losung um genau diese Werte kor-
rigieren, um letztendlich die gewiinschten Anfangsbedingungen zu erhalten. Die
spezielle Losung liegt meist fest und erlaubt somit keine Anpassung von Parame-
tern an die Anfangsbedingungen; eine solche Anpassung muss also entsprechend
in der homogenen Losung vorgenommen werden.

8.3.2 Der getriebene Oszillator

Wir suchen nun speziell nach Losungen von

mi(t) + vi(t) + Rx(t) = F coswt , (8.40)
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wobei wir weniger an der allgemeinen Losung als an einer speziellen Losung in-
teressiert sind. Da sdmtliche Losungen der homogenen Gleichung (zumindest fiir
~v # 0) fir grofle Zeiten asymptotisch gegen null gehen, beschreibt die gesuchte
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung gleichzeitig das asymptotische Ver-
halten des Oszillators fiir groe Zeiten, wenn die Anfangsbedingungen x(0) und
v(0) keine Rolle mehr spielen.

Ein Exponentialansatz hilft uns zunéchst nicht weiter, da sich diese Expo-
nentialfunktion nicht aus der Gleichung herauskiirzt wie im homogenen Fall. Wir
kénnen aber nun ausnutzen, dass wir die Kosinus-Funktion als Summe von Ex-
ponentialfunktionen schreiben kénnen und zunéchst nach einer Losung der Glei-
chung

mi(t) +ya(t) + Ra(t) = e (8.41)

suchen. Hier bietet sich ein Exponentialansatz an:
x(t) = Ase™! (8.42)

wobei wir die Frequenz w schon gleich der Frequenz der duleren Kraft festlegen
(andernfalls kann sich die Exponentialfunktion nicht kiirzen), allerdings suchen
wir nun nach einer Bedingung fiir die Amplituden A.. Es ergibt sich sofort:

(—mw? £iyw + R)AL =1, (8.43)

oder, mit R = wim:

m(wg — w?) — iy  om(w§ —w?) +iy
M2 (W2 — W) 1 7202 T2 — w?)? 2wl

A, = (8.44)

Nun kénnen wir unser allgemeines Resultat (Gl. 8.33-8.35) ausnutzen, wonach
die spezielle Losung zu einer Linearkombination von externen Quellen gleich der
Summe der entsprechenden speziellen Losungen ist. Die Losung zu einer externen
Kraft

F . .
Foyi = Feoswt = 3 (e“"t + e_“"t) (8.45)
lautet daher: P
x(t) = B (Aye™t + A_e™") (8.46)
oder, nach wenigen Umformungen:

F .
(2 (o — 2 %) (m(w§ — w?) coswt + ywsinwt) . (8.47)

a(t) =
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Allgemein kénnen wir eine Linearkombination der Art
x(t) = acoswt + bsinwt (8.48)

in der foldenden Form schreiben:
b
z(t) = Acos(wt — @) mit A=+vVa2+b und tangp = o (8.49)

Damit erhalten wir als spezielle (und damit gleichzeitig fiir groe Zeiten asymp-
totische) Losung des mit einer periodischen Funktion getriebenen gedampften
harmonischen Oszillators:

x(t) = Acos(wt — ) (8.50)
mit der frequenzabhéngigen Amplitude und Phase:

F Yw )
= und w) =arctan [ ———~ ] . (8.51
N e (i) - 5

Die Funktion A(w) bezeichnet man als Lorentz- Kurve.

Aw)

LA(W) A QO(W)
F
S| T
s
5T
i
R
| |
wWo w wWo w

Abbildung 8.1: Amplitude (links) und Phase (rechts) bei einem getriebenen Os-
zillator als Funktion der Frequenz der treibenden Kraft.

8.3.3 Diskussion des Verhaltens des getriebenen
Oszillators

Allgemein konnen wir folgende Eigenschaften fiir die spezielle Losung des harmo-
nisch getriebenen geddmpften Oszillators festhalten.
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1. Der harmonisch getriebene Oszillator schwingt mit der Frequenz w der trei-

benden Kraft!

. Die Amplitude A der Schwingung hingt von der Frequenz w ab! Aulerdem

ist sie proportional zur Starke F' der treibenden Kraft.

Das Maximum von A(w) erhélt man, indem man die erste Ableitung gleich
null setzt. Das fiihrt auf die Bedingung;:

~2
T om2?

(8.52)

Wmax = Wo 1

Insbesondere kann man fiir eine kleine Ddmpfungskonstante (genauer v <
\/§mw0) die Korrektur durch die Quadratwurzel vernachldssigen und die
Amplitude A wird am grofiten, wenn die Frequenz w der treibenden Kraft
(fast) gleich der Eigenfrequenz wy des ungetriebenen (und ungeddmpften)
Ostzillators ist. In diesem Fall spricht man von Resonanz. Fiir die Amplitude
gilt dann:

A = (8.53)

Wo

Insbesondere wiirde diese Amplitude ohne eine Démpfung (also fiir v = 0)
divergieren. Daran erkennt man, dass Resonanzeffekte sehr wichtig werden
kénnen, wenn die Frequenzen der externen Kréfte mit den Eigenfrequenzen
der Ostzillatoren iibereinstimmen und die Dampfung gering ist.

Fir w — 0 wird z(t) = (F/R) coswt oder Rz(t) = F coswt. Das bedeutet,
zu jedem Zeitpunkt ¢ ist die Gleichgewichtsbedingung zwischen der Hoo-
ke’schen Kraft und der (nun nahezu konstanten) treibenden Kraft erfiillt.

. Der getriebene Oszillator und die treibende Kraft sind nicht in Phase (au-

Ber fiir den Grenzfall sehr kleiner externer Frequenzen w — 0 oder aber
verschwindender Dampfung v — 0).

Bei w = wy, also im Resonanzfall, ist das Argument des Arcustangens un-
endlich, d.h., wir befinden uns an einer Nullstelle der Kosinusfunktion, also
bei ¢ = 7. In diesem Fall ist die Auslenkung des Oszillators maximal,
wenn die duflere Kraft gerade ihren Nulldurchgang hat. Umgekehrt hat der
Ostzillator seinen Nulldurchgang, wenn die treibende Kraft ihre maximalen
Amplitude annimmt.
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Fiir sehr grofie Frequenzen w — oo erhalten wir die Bedingung tan ¢ = 0,
wir befinden uns also bei einer Nullstelle der Sinusfunktion. Aus Stetig-
keitsgriinden (die Phasenverschiebung nimmt von ¢ = 0 bei w = 0 fiir
wachsendes w steig zu) handelt es sich dabei um den Winkel ¢ = 7. Bei
sehr groflen Frequenzen schwingen der Oszillator und die treibende Kraft
gerade entgegengesetzt: Hat die treibende Kraft ihre maximale positive Aus-
lenkung, dann hat der Oszillator seine maximale negative Auslenkung und
umgekehrt. Allerdings ist in diesem Fall die Amplitude sehr klein.

Gibt es mehrere harmonisch treibende duflere Krafte mit unterschiedlichen Fi-
genfrequenzen und Amplituden, dann ist, wie schon im allgemeinen Teil erwéhnt,
die spezielle Losung eine Summe der speziellen Losungen zu den einzelnen trei-
benden Kriften. Betrachtet man die Gesamtauslenkung des Oszillators, so wird
diese meist durch den Beitrag der Amplitude zu der Frequenz, die der Eigenfre-
quenz des Oszillators am néchsten ist, dominiert. Ist man insbesondere in der
Lage (beispielsweise durch eine variable , Federkonstante“, die Eigenfrequenz zu
verdndern, so erhélt man immer dann Resonanzen, wenn die Eigenfrequenz gleich
einer der treibenden Frequenzen ist.

8.4 Gekoppelte Oszillatoren

8.4.1 Zwei eindimensionale, harmonische, gekoppelte Os-
zillatoren

Wir betrachten nun zwei (eindimensionale ) Oszillatoren, zwischen denen eine
harmonische Kopplung besteht. Die Bewegungsgleichungen fiir die beiden Oszil-
latoren lauten:

mil = —Dl‘l - k(l’l - $2) (854)
miy = —Dxgy—k(xe —11). (8.55)

Der Einfachheit halber haben wir angenommen, dass die beiden Massen m und
die beiden Federkonstanten D gleich sind. Bilden wir die Summe und die Differenz
der beiden Gleichungen finden wir:

m(E, + Z2) = —D(xy+ z2) (8.56)
m(iy, —&2) = —D(x1 —x9) — 2k(z1 — x2) (8.57)
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oder
mij = —Dy (8.58)
mis = —(D+2k)ys, (8.59)
mit
Yy = %(ml +13) und oy = %(xl — T3) . (8.60)

(Die Faktoren 1/ V/2 sind eine Konvention, deren Sinn spiter deutlich wird; wegen
der Linearitdt der Gleichungen spielt ein gemeinsamer Faktor natiirlich keine
Rolle.) Die beiden Gleichungen sind nun entkoppelt und wir konnen die allgemeine
Losung sofort hinschreiben:

yi1(t) = Ajcoswit+ Bysinwt (8.61)
y2(t) = Ascoswst + Bysinwst, (8.62)

wobei wir die Schwingungsfrequenzuen

D D + 2k
W =+\— , W=+
m m

(8.63)

eingefiihrt haben. Die freien Konstanten A;, As, By, By lassen sich durch die An-
fangsbedingungen

y1(0) = %(ml(()) + x2(0)> und y»(0) = % (xl(O) - x2(0)> (8.64)
(0 = —(51(0)+ 2200)) wnd 5a0) = 2= (#2(0) = (0))  (5.65
ausdriicken.

Wir betrachten die folgende spezielle Losung zu den Anfangsbedingungen:

8
-
—~
(e
~
Il
=
V)
—~
=)
~—
I
e}

2(0)=L , a:(0)=0. (8.66)

Beide Pendel sind also zu Beginn in Ruhe, Pendel 1 befinde sich bei seiner maxi-
malen Auslenkung L, Pendel 2 befindet sich in Ruhelage 0. Die spezielle Losung
lautet

L L
yi1(t) = —=coswit ,  ya(t) = —=coswat (8.67)

V2 V2
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bzw.
L
1 (t) = 5 (cos wit + cos w2t> (8.68)
L
To(t) = 3 (cos wit — cos w2t> . (8.69)

Unter Ausnutzung der Additionstheoreme fiir die Winkelfunktionen kann man
dies auch in der Form

i (t) = L(cos e ;—Mt cos 2L ;w2t> (8.70)
wo(t) = L(sin 1 ‘2“}275 sin 2L “’Zt) (8.71)

schreiben. Besonders interessant wird dieser Fall, wenn die Kopplung k zwischen
den beiden Oszillatoren sehr klein ist, sodass (we—wy)/wy; < 1. Nun ist 45
wahrend Aw = 2292 wesentlich kleiner ist. Wir erhalten also eine Schwingung
von beiden Pendeln mit einer Periode von ungefahr w;, wobei jedoch die Am-
plituden dieser Schwingungen mit der kleinen Frequenz Aw ,schweben®. Diese
Schwebung ist um 7/2 phasenverschoben, sodass zunéchst nur Pendel 1 schwingt,
anschlieflend geht die Energie langsam auf Pendel 2 iiber bis nur Pendel 2 schwingt

USw.

w2 %wl

8.4.2 Normalmoden und Diagonalisierung

Wir betrachten nun nochmals dasselbe System gekoppelter Oszillatoren wie im
letzten Abschnitt, allerdings aus einem anderen Blickwinkel.
Zunéachst schreiben wir die Bewegungsgleichung formal als Vektorgleichung

mz = — A% (8.72)

. T o D+kf —k’
x—($2> und A—( i D—i—k)’ (8.73)

Das gekoppelte System an Differentialgleichungen lédsst sich nun dadurch ent-
koppeln, dass man die Matrix A diagonalisiert. Die Eigenwerte von A sollten
dann den Eigenfrequenzen des Systems entsprechen und die Eigenvektoren den
Figenmoden bzw. Normalmoden, also den entkoppelten Freiheitsgraden.

Die charakteristische Gleichung fiir die Matrix A

N =2D+kA+(D+k)?-k=0 (8.74)
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fithrt auf die Eigenwerte
M=D+k—k=D und \o=D+k+k=D+2k, (8.75)

die nach der Division durch die Masse m den Quadraten der Eigenfrequenzen
entsprechen.
Die zugehorigen Eigenvektoren von A sind

ﬁ:%xﬁ) mdﬁzéé(i). (8.76)

(Die Normierung wurde so gew#hlt, dass die FEigenvektoren die Lénge 1 haben;
so stimmen die Koordinaten mit denen im letzten Abschnitt tiberein.) Sie ent-
sprechen den neuen Koordinaten 1, = \%(a:l + x9) und yo = \/ii(acl — x9). Man

erhélt diese dadurch, dass man den Vektor & nach den neuen ,,Basisvektoren* ﬁ
und fo entwickelt:

(2) ::m(é)+m($> (8.77)

_ @H4@%(1>+urﬂ@%(fl) (8.78)

 (mtw) » (11— 20)
= ) fi+ NG f2. (8.79)

8.4.3 Allgemeine gekoppelte Oszillatoren

Gegeben sei folgendes gekoppeltes System von NV linearen Differentialgleichungen:

MI(t) = —AZ(t). (8.80)
Hierbeli ist
m; 0 0 0
M=] 0 0 mg ... O (8.81)
0 0 0 ... my

die (diagonale) Massenmatrix, wobei die Massen durchaus verschieden sein
konnen, und die Matrix A beschreibt die (Feder-)Konstanten der auf die Mas-
sen wirkenden riicktreibenden Kréfte einschlieflich der Kopplungen zwischen den
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verschiedenen Oszillatoren. In den meisten Féllen ist A symmetrisch (aufgrund
des 3. Newton’schen Gesetzes), aber die folgenden Uberlegungen erfordern das
nicht. Ohnehin ist fiir das Folgende die Matrix

A =MT1A (8.82)

relevant, und diese Matrix ist im Allgemeinen nicht symmetrisch, wenn die Mas-
sen m; der beteiligten Teilchen verschieden sind. Wir betrachten also die Diffe-
rentialgleichung

Z(t) = —A'Z. (8.83)

Angenommen, die Eigenwerte {\; } und die zugehérigen Eigenvektoren { ﬁ } von A’
seien bestimmt worden, dann kénnen wir den Vektor & nach diesen Eigenvektoren
entwickeln:

= Z yifi (8.84)

und diese Entwicklung in obige Differentialgleichung einsetzen (und ausnutzen,
dass A'f; = \; f; ist):

Z i) fi = —A Z yi(t)fi = — Z Nyi(t) i - (8.85)

Wir nutzen nun aus, dass die Eigenvektoren { ﬁ } ein vollstandiges System linear
unabhéngiger Vektoren bildet (fiir symmetrische Matrizen ist das immer der Fall
und fiir nicht symmetrische Matrizen zumindest im Allgemeinen, d.h., nur im
Fall von bestimmten singuldren Matrizen, bei denen die Eigenwerte im charakte-
ristischen Polynom zwar entartet sind, aber die zugehorigen Eigenvektoren einen
niedriger-dimensionalen Vektorraum aufspannen, gilt dies nicht). Damit miissen
die Koeffizienten zu gleichen Eigenvektoren auf beiden Seiten gleich sein, und wir
erhalten die entkoppelten Differentialgleichungen:

Ui (t) = = Nyi(t) . (8.86)

Diese Gleichungen kénnen wir 16sen und die freien Konstanten durch die An-
fangsbedingungen y;(0) und ¢;(0) ausdriicken (diese wiederum sind Linearkombi-
nationen der Anfangsbedingungen z;(0) und z;(0)).

Falls einer der Eigenwerte \; gleich 0 sein sollte, erhalten wir die Differenti-
algleichung einer freien Bewegung 7;(t) = 0, die wir ebenfalls durch die Anfangs-
bedingungen ausdriicken kénnen. Dies ist oft der Fall, wenn auf das System von
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Oszillatoren insgesamt keine dufleren Kréfte wirken und die Schwerpunktbewe-
gung abgekoppelt ist.

Sind Eigenwerte \; negativ, ist die zugekorige Kraft nicht ,riicktreibend®.
Die Losungen sind Exponentialfunktionen, und eine davon beschreibt ein , ex-
plodierendes” (d.h., exponentiell rasch auseinanderfliegendes) System. Negative
Eigenwerte bei solchen Differentialgleichungen deuten meist auf eine Instabilitét
des Systems hin.

8.5 Einige ,,Tricks* zur Diagonalisierung von
Matrizen

Ganz allgemein ldsst sich ein charakteristisches Polynom nur bis zur fiinften
Ordnung exakt 16sen, und nur bis zur vierten Ordnung handelt es sich bei den
Losungen um Radikale, d.h. Ausdriicke, die sich aus den Grundrechenarten sowie
dem Ziehen von Wurzeln ausdriicken lassen. Auch wenn der Physiker es oftmals
mit Matrizen héherer Ordnung zu tun hat, kommt es sehr selten vor, dass man
tatsdchlich mehr als eine 2 x 2-Matrix diagonalisieren muss. Der Grund ist, dass
bei komplexeren Systemen oft Symmetrien ins Spiel kommen, durch welche die
Diagonalisierung vereinfacht wird.

8.5.1 Das ,,Haupt“—Theorem

Der folgende Satz spielt eine Schliisselrolle bei der Ausnutzung solcher Symme-
trien:

Es seien A und B zwei Matrizen die kommutieren, d.h.
AB=BA bzw. [A B]:=AB—-BA=0. (8.87)

Dann gilt:

- A und B besitzen einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren {Z;} mit zugehiri-
gen Eigenwerten {o;} und {5;}

- die Eigenwerte von C' = A+ B sind v; = o; + ;.

Beweis:
Sei ¥ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert a, also A¥ = o, dann gilt

ABZ = BAT = Bai = aB#7. (8.88)
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Offenbar ist in diesem Fall auch B ein Eigenvektor von A zum Eigenwert o. Wir
unterscheiden nun zwei Félle:

1. « ist nicht entartet, d.h., der Vektorraum aller Eigenvektoren zu « ist ein-
dimensional. In diesem Fall muss BX proportional zu Z sein, d.h.

Br = (% . (8.89)
Also ist in diesem Fall ¥ auch ein Eigenvektor von B mit Eigenwert (.

2. « ist entartet, d.h., der Raum der Eigenvektoren von A zum Eigenwert «
ist mehrdimensional. Fiir alle Eigenvektoren {Z;} von A zum Eigenwert «
muss dann auch BZ; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert « sein, also

BT; = B, (8.90)
j

wobei sich die Summe ) ; lber einen linear unabhéngigen Satz von Ei-
genvektoren von A zum FEigenwert « bezieht. Offenbar bildet die Matrix
B diesen Eigenvektorraum auf sich selbst ab (die Matrixdarstellung von B
auf diesem Eigenvektorraum ist f3;;), d.h. es gibt Eigenvektoren von B auf
diesem Unterraum (mit Eigenwerten (3;), und diese sind gleichzeitig Eigen-
vektoren von A zum Eigenwert a.

Damit ist gezeigt, dass man immer einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren
zu A und B finden kann. Sei nun C' = A + B, so gilt fiir ¥ als gemeinsamer
Eigenvektor von A (Eigenwert o) und B (Eigenwert [3):

CF = A7 + B¥ = af + i = (a + ). (8.91)

Damit ist auch der zweite Teil des obigen Satzes bewiesen.

8.5.2 Beispiel 1: Reflektionssymmetrie

Wir betrachten drei gekoppelte Oszillatoren, wobei Oszillator 1 und Oszillator 3
nur an Ostzillator 2 koppeln:

mi(t) = —Dai(t) — k(z1(t) — 2a(t)) (8.92)

mig(t) = —Dua(t) — k(za(t) — 21(t)) — k(wa(t) — 23()  (8.93)
mis(t) = —Das(t) — k(zs(t) — 22(t)), (8.94)
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wofiir wir auch schreiben konnen:

mE(t) = —AZ(t) (8.95)
mit
D+k —k 0
A=| -k D+2k -k |. (8.96)
0 —k  D+k

Der charakteristischen Gleichung
N — (3D +4k))\* + (3D + 8Dk + 3k*)\ — (D* +4D*k +3k*) =0 (8.97)

sieht man die Losungen nicht unmittelbar an.

Aber das System hat eine Symmetrie, d.h., es gibt eine Transformation, welche
die Gleichung nicht dndert: Diese Transformation besteht in einer Vertauschung
der Oszillatoren 1 und 3. Wenn man in der Differentialgleichung iiberall x; durch
x3 ersetzt und umgekehrt, bleibt die Differentialgleichung unveréndert.

Formal kénnen wir eine solche Permutation von 1 und 3 durch die Matrix

00 1
100

ausdriicken, welche die erste und die dritte Komponente eines Vektors vertauscht.
(Offenbar gilt P4 = 1 und somit Pj;' = Pj3.) Die Symmetrie des Systems driickt
sich darin aus, dass

P13AP13 =A oder AP13 = P13A . (899)

Die Bedingungen des vorherigen Absatzes sind somit erfiillt.

Einen Eigenvektor von P;3 sieht man sofort: Z5 = (0, 1,0) zum Eigenwert v, =
1. Die anderen beiden Eigenvektoren miissen senkrecht auf diesem Eigenvektor
stehen (P;3 ist symmetrisch) und man findet sofort:

1

7 = 0 Eigenwert ~; = 1 (8.100)
1
0

Ty = 1 Eigenwert ~o = 1 (8.101)
0
1

Ty = 0 Eigenwert 3 = —1 (8.102)
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Da ~3 = —1 ein nicht entarteter Eigenwert ist, muss der zugehorige Eigenvektor
(1,0, —1) gleichzeitig ein Eigenvektor von A sein, was sich auch leicht nachpriifen
lasst. Die anderen beiden Eigenvektoren von A miissen Linearkombinationen von
(1,0,1) und (0,1,0) sein, und mit dieser Information findet man leicht:

1

fi = |1 Eigenwert A\, = D (8.103)
1
1

. 2

fo = 1 Eigenwert Ay = D + 3k (8.104)
-}

. 1

fs = 0 Eigenwert A3 = D + k (8.105)
—1

Zwei dieser Eigenvektoren hétte man aus physikalischer Intuition auch erraten
kénnen: f{ ist ein ,,Schwerpunktsmod“, bei dem alle drei Pendel im Gleichtakt
schwingen. Diesen Mod hatten wir auch schon bei den zwei gekoppelten Pendeln
gefunden. ﬁ, entspricht einem Mod, bei dem das mittlere Pendel in Ruhe bleibt
und die beiden dufleren Pendel gegeneinander schwingen.

8.5.3 Zyklische Matrizen

Bei einer zyklischen Matrix sind die Eintrage auf allen Diagonalen von oben links
nach unten rechts (plus periodische Erweiterung) gleich. Eine solche Matrix hat
die Form:

Qo a1 Gz -+ GN-2 QN-1
anN—1 Qo a -+ AaAN-3 GN-2
ayN—2 an-1 Qo -°° AN—4 OGN-3
Z = : : o . . (8.106)
0/2 ag IR IR aO al
a‘l a2 “ .. “ . a‘N_l ao

(Auch wenn in praktischen Anwendungen die Matrizen meist symmetrisch sind,
wird das hier nicht gefordert.)

Etwas deutlicher wird die Struktur dieser Matrix, wenn wir die Translations-
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matrix T definieren:

01 0 O 0
00 1 O 0
oo o 1 -+ 0
T={. . . . . . (8.107)
00 -+ -~ 0 1
10 ««- --- 0 0

Diese Matrix hat auf der ersten Nebendiagonalen eine 1 stehen, ebenso (die pe-
riodische Fortsetzung) in der unteren linken Ecke, ansonsten steht iiberall eine
0.

Die Bezeichnung ,, Translationsmatrix“ zusammen mit der Eigenschaft der Pe-
riodizitéit wird deutlich, wenn wir 7" auf einen beliebigen Vektor anwenden:

X T2
T9 T3
€3 Ly
T , = (8.108)
TN-1 TN
TN T

Die Matrix hat also die Eigenschaft, alle Eintrége in einem Vektor um eine Zeile
nach oben zu verschieben, und der erste Eintrag verschiebt sich (periodisch) in
die letzte Zeile.

Wenden wir T’ zweimal an, also die Matrix 7?2, so erhalten wir eine periodi-
sche Verschiebung um zwei Zeilen und allgemein beschreibt T* eine periodische
Verschiebung um k Zeilen. Offenbar gilt TV = 1.

Nun sehen wir, dass wir eine allgemeine zyklische Matrix in der Form

N-1
Z =agl+aT+aT? +dT° + . +ay 2TV +ay TV =Y o, T" (8.109)
k=0

schreiben kénnen. Da T mit allen T* kommutiert, sind die Bedingungen des Satzes
aus Abschnitt 8.5.1 erfiillt. Wir miissen nur die Eigenvektoren und Eigenwerte
von T finden und haben damit auch die Eigenwerte und Eigenvektoren von Z.
Aus TV = 1 folgt, dass auch alle Eigenwerte \; von T dieser Gleichung
geniigen, d.h., die charakteristische Gleichung lautet
2mi

M =1 mit den Lésungen A, = exp (Wn) (n=0,1,..,N—1). (8.110)
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Die Eigenwerte von 7' sind also gerade die N-ten Einheitswurzeln. Damit erhalten
wir auch die Eigenwerte (,, von Z

N-1 N-1 :
2
Eigenwerte von Z: (, = g_o ap\l = g ay exp (%nk‘) ) (8.111)

k=0

Keiner der Eigenwerte von T ist entartet, damit sind sdmtliche Eigenvektoren
von T auch Eigenvektoren von Z. Die Eigenvektoren erhélt man sofort, indem
man beispielsweise zy = 1 setzt und die Eigenwertgleichung

i
Tk = ApTh_1 = €Xp (lln) Th_1 (8.112)
N
sukzessive ausnutzt:
I = )\;11']\[ , L9 = )\;11'1 ce (8113)

Auf diese Weise findet man fiir die k-te Komponente des n-ten Eigenvektors:

(fa)s = exp (—%nk) : (8.114)

Die Komponenten der Eigenvektoren sind selbst Einheitswurzeln, d.h., Exponen-
tialfunktionen mit imagindren Komponenten. Dies ist einer der Griinde, weshalb
bei translationsinvarianten Systemen der Exponentialansatz meist zum Ziel fiihrt.

8.5.4 Beispiel: Die harmonische Kette

Bei der harmonischen Kette ist jede Masse durch eine harmonische Kopplung
mit seinen unmittelbaren beiden Nachbarn (zur Rechten und zur Linken) ver-
bunden. Ein weiteres Feld (&dufieres Gravitationsfeld) wird nicht beriicksichtigt.
Die Bewegungsgleichung fiir das i-te Teilchen lautet somit:

mxl = —k<£IZ',L - 371;1) — k(.%'z — xl'Jrl) = —k(2:cl — Ti—1 — xi+1) . (8115)

Die Randbedingungen werden periodisch gewéhlt, d.h., die Nachbarn des N-ten
Teilchen sind das Teilchen N — 1 und das Teilchen 1, bzw. anders ausgediickt:

To=TN TNyl =T (8.116)
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In Vektorform lautet das System von Bewegungsgleichungen:

k

r=_——" A% (8.117)
m
mit
2 -1 0 0 -1
-1 2 -1 0 0
A= o -1 2 -1 0 =2.1-T-T71, (8.118)
-1 0 0o -1 2

wobel T wieder die Translationsmatrix aus dem letzten Abschnitt ist. Da deren
Eigenwerte bekannt sind, erhalten wir fiir die Figenwerte von A sofort:

Ap = 2 — /NI _ o =(mi/NIn — 4 i % . (n=0,1,..,N—1) (8.119)
Ist N ungerade, ist nur die Schwerpunktsbewegung zu Ay = 0 nicht entartet, in
allen anderen Fillen gibt es eine Entartung zwischen n und N —n. Ist N gerade
ist neben n = 0 auch n = N — 1 nicht entartet.

Damit sind die moglichen Schwingungsfrequenzen der linearen, periodischen,

harmonischen Kette:
k ™
= 2,/—" ™ 8.120
wp =+ —|sin ( )

Nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts kann man nun auch die Ei-
genvektoren finden. An dieser Stelle wird die zweifache Entartung der meisten
Eigenwerte wichtig, denn die Eigenvektoren der Matrix 7' sind komplex, doch
wegen der Entartung kann man reelle Linearkombinationen finden, sodass die
Eigenvektoren zu A reelle Komponenten haben. (Da A symmetrisch ist, muss es
diese reellen Eigenvektoren geben.)

Zum Eigenwert A = 0 ist der Eigenvektor fo = (1,1,1,...,1), was den
gleichméfligen Ausschlag sdmtlicher Oszillatoren beschreibt. Da die Oszillato-
ren nun keinem &dufleren Feld unterliegen, kann sich der Schwerpunkt der har-
monischen Kette frei bewegen. Alle anderen Moden entsprechen Schwingungs-
zustinden der Kette. Langsame (kleine Frequenz) Schwingungen gehoren bei-
spielsweise zu den Grundmoden (fi1), = cos 2L und sin 22k, (Hier bietet es
sich an, die Vektoren nicht von n = 0 bis N — 1 durchzunummerieren, sondern in
der Form n = 0,+1,+2,..., + 81,



