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Vorwort

Die seit dem Wintersemester 2015/16 bestehende Priifungsordnung fiir den Bachelorstudien-
gang Physik an der Universitéit Freiburg sieht vor, dass im ersten Semester eine Vorlesung
»Analysis fiir Physiker und Physikerinnen“ angeboten wird. Diese Vorlesung soll im Rah-
men der Theorievorlesungen der Physik gehalten werden und ersetzt die fritheren Vorlesun-
gen ,, Analysis I und ,, Analysis II“, die Exportveranstaltungen der Mathematik waren. Der
Grund fiir die Anderungen war, dass viele fiir die Physik wichtigen Themen der Analysis,
beispielsweise die Integralsidtze von Gaufl und Stokes, in den beiden genannten Mathema-
tikvorlesungen nicht behandelt werden (sie sind Thema der Analysis III, deren Besuch im
Rahmen des Physikstudiums nie verpflichtend war).

Natiirlich ist es unmoglich, eine dreisemestrige Vorlesung zur Analysis in einem Seme-
ster zu unterrichten, ohne dass wesentliche Kiirzungen vorgenommen werden. Hinzu kommt
noch die Problematik, dass viele Konzepte der lineraen Algebra, beispielsweise das Thema
,, Vektorrdume*, nun vergleichsweise frith in der Analysis benttigt werden, obgleich diese in
der Vorlesung zur linearen Algebra in der Mathematik erst spéter behandelt werden. Das
machte eine (sehr gekiirzte) Behandlung dieser Themen der linearen Algebra in dieser Vor-
lesung notwendig. Ich habe mich bemiiht, diese Kiirzungen auf Bereiche zu beschrinken,
die fiir das Physikstudium von untergeordneter Bedeutung sind. Zwei Kriterien standen bei
der Themenauswahl im Vordergrund: Zum Einen sollten grundlegende Begriffe der Analysis,
die zum Verstédndnis der meisten Mathematiklehrbiicher notwendig sind und dort vorausge-
setzt werden, auch behandelt werden — ein Physiker bzw. eine Physikerin sollten in der Lage
sein, sich ohne allzu groflen Mehraufwand in jedes Lehrbuch der Mathematik einarbeiten zu
konnen. Zum Anderen sollte der Schwerpunkt auf Themen liegen, die in der Physik beson-
ders wichtig sind. Inwieweit dies gelungen ist, wird sich erst noch erweisen. Entsprechende
Riickmeldungen sind daher willkommen.

Es gibt einige Kapitel bzw. Abschnitte, deren Uberschriften durch ein  * markiert
sind. Diese Abschnitte wurden aus Zeitgriinden nicht oder nur kurz in den Vorlesungen
behandelt und dienen in erster Linie als Zusatzinformation. Die entsprechenden Themen
(z.B. die Theorie komplexer Funktionen oder die Fourier-Analyse in Kap. 11) werden in
anderen Vorlesungen nochmals aufgegriffen.

Niemand wird bezweifeln, dass man ein Musikinstrument (Klavier, Geige, Gitarre,
Querflote, etc.) nur durch intensives Uben erlernen und beherrschen kann. Weder eine Vor-
lesung iiber die theoretischen Hintergriinde der Noten- und Harmonielehre noch das Lesen

von Biichern iiber diese Themen kann die praktischen Ubungen ersetzen. Ahnlich ist es auch
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mit der Mathematik. Die Vorlesung, das Skript und auch Biicher geben eine Einfithrung in
die Methoden und Grundlagen, doch eine mehr oder weniger souverine Anwendung wird nur
durch ausgiebige Praxis und Erfahrung moglich. Den ,,Riecher”, wann bestimmte Beweisver-
fahren oder schon bewiesene Sétze ein guter Ausgangspunkt fiir ein konkretes Problem sind,
oder wann welche Naherungen sinnvoll und zielfithrend sind, wie man qualitative Aussagen
iiber nicht exakt bekannte Losungen erhilt etc., diesen Riecher wird man erst durch Ubung
und Erfahrung erhalten. Dies gilt natiirlich nicht nur fiir die Mathematik sondern auch
fiir die Physik (und vermutlich fiir fast alle wissenschaftlichen Disziplinen). Die ausgiebige
Beschiftigung mit den begleitenden Ubungsaufgaben sowie der Besuch der Ubungsgruppen
sind ein Mindesmafl an Praxis, das diese Vorlesung begleiten sollte.

Da es im Verlauf der Studiums unvermeidbar sein wird, sich das notwendige Grund-
vokabular der Physik und Mathematik auch in englischer Sprache anzueignen, wurden die
wichtigsten Begriffe bei ihrem ersten Auftauchen in diesem Skript auch in ihrer englischen
Ubersetzung angegeben. Dies soll die Studierenden dazu ermuntern, gleich von Beginn des
Studiums an auch englischsprachige Biicher als Begleittexte heranzuziehen.

Auch wenn die Vorlesung mittlerweile mehrfach angeboten und dieses Skript ange-
passt und iiberarbeitet wurde, enthélt es vermutlich noch einige Fehler und/oder missver-
stdndliche Formulierungen. Riickmeldungen sind daher willkommen. Das Skript ist etwas
ausfiihrlicher als die Vorlesung. Insbesondere enthilt es mehr Beispiele, als in der kurzen
Zeit einer Vorlesung behandelt werden kénnen. Trotzdem kann es weder den Besuch der
Vorlesung (und schon gar nicht den Besuch der Ubungen) noch ein gutes Mathematikbuch
zu diesem Thema ersetzen.

Freiburg, Herbst 2019 Thomas Filk
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

1.1 Elementare Mengenlehre und logische

Operationen

Wir beginnen dieses Kapitel mit einer kurzen Einfithrung in die Grundbegriffe der
Mengenlehre [set theory]. In diesem Zusammenhang erfolgt auch eine Definition der
wichtigsten logischen Konzepte wie UND, ODER und NICHT. Im Grunde genommen
handelt es sich um ein ,Lexikon mathematischer Symbole und ihrer Bedeutungen®.
Dieses Lexikon ist bei weitem nicht vollstindig, aber die hier verwendeten Bezeich-
nungen werden sowohl in der Mathematik als auch der Physik immer wieder benotigt.

Sie bilden eine Art ,,elementarer Grundwortschatz* der Mathematik.

1.1.1 Schwierigkeiten bei der Definition von ,,Menge*

Die Mengenlehre geht auf den Mathematiker Georg Cantor (1845-1918) zuriick, der
sie gegen Ende des 19. Jahrhunderts begriindete. Erst dadurch konnten viele Konzepte
der Mathematik exakt gefasst werden (insbesondere auch der Umgang mit unendlichen
Mengen). Der bekannte Mathematiker David Hilbert (1862-1943) meinte in diesem
Zusammenhang: ,Aus dem Paradies, das Cantor uns gegeben hat, soll uns niemand
mehr vertreiben® [9].

Eine mathematische Definition von Menge [set] ist nicht einfach. Georg Cantor
schrieb [2]:

Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die

sElemente“ von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Diese sehr allgemeine Definition, die insbesondere nicht festlegt, was alles ,,Objekte

unserer Anschauung oder unseres Denkens® sein konnen, erwies sich spéter als zu un-

13
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prézise. Der Philosoph und Mathematiker Bertrand Russell (1872-1970) zeigte, dass
im Rahmen der genannten Definition auch Objekte wie ,die Menge aller Mengen, die
sich nicht selbst enthalten® moglich sind, und dass solche Konstruktionen zu mathe-
matischen Widerspriichen fithren [16]. In der Folgezeit wurde der Begriff der Menge
axiomatischer gefasst (bekannt sind in diesem Zusammenhang die Axiome von Zermelo
und Fraenkel), sodass Paradoxien wie die von Russell vermieden werden konnten.

Um im Folgenden einen nicht zu abstrakten Einstieg in die Mengenlehre zu
ermoglichen, bleiben wir im Wesentlichen bei der Definition Cantors, wobei die ,,Ob-
jekte der Anschauung oder des Denkens® meist Zahlenmengen (z.B. die Menge der
reellen Zahlen), Punktmengen in einem Raum (z.B. die Menge der Punkte in einer
Ebene), Mengen von Symbolfolgen (z.B. die Menge aller endlichen Aneinanderrei-
hungen von Buchstaben unseres Alphabets) oder Mengen von Funktionen sind. Der
Zusammenhang wird deutlich machen, von welchen Mengen die Rede ist. Vermeiden
sollte man aber Konstruktionen wie ,,die Menge aller Mengen* (solche Zusammenfas-
sungen bezeichnet der Mathematiker heute nicht als ,,Menge“ sondern als , Klasse®).
Falls M eine sinnvolle Menge ist, kann man jedoch von der ,Menge aller Teilmen-
gen von M*“ sprechen. Wir werden noch weitere Verfahren kennenlernen, wie man aus
gegebenen Mengen neue Mengen konstruieren kann.

Eine besondere Menge ist die leere Menge [empty set], die man mit () bzeichnet.
Diese Menge enthélt kein Element. Die leere Menge ist Teilmenge [subset] von jeder

beliebigen Menge M. Es ist die einzige Teilmenge, die 0 Elemente enthélt.

1.1.2 Elemente einer Menge

Eine Menge wird durch die Festlegung ihrer Elemente [elements| charakterisiert. Dabei
setzten wir zunéchst gewisse Mengen als bekannt voraus, beispielsweise die Menge der
natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,...},! die Menge der ganzen Zahlen [integers] Z =
{0,4+1,—-1,42,-2,...}, die Menge der rationalen Zahlen [rational numbers] Q oder
auch die Menge der reellen Zahlen R, wobei wir diese Zahlenmengen noch genauer
definieren werden.

Will man andeuten, dass ein Objekt x ein Element einer Menge M ist, so
schreibt man = € M. Moéchte man zum Ausdruck bringen, dass ein Element y nicht
Element von M ist, schreibt man auch y & M.

Bei einfachen endlichen Mengen kann man die Elemente aufzéhlen. Dazu ver-

1Ob man die Zahl 0 zur Menge der natiirlichen Zahlen hinzuziihlt ist eine Frage der Definition.
Manchmal verwendet man in der Literatur das Symbol N* zur Kennzeichnung der natiirlichen Zahlen
ohne 0. Eine axiomatische Definition der natiirlichen Zahlen erfolgt meist durch die sogenannten

Peano-Axiome.
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wendet man die Klammern { und }, beispielsweise
Mp ={2,3,5,7} oder My ={a,e,i,o,u} (1.1)

fiir die Menge Mp der Primzahlen [prime numbers] kleiner als 10 oder die Menge My
der Vokale im Alphabet. Bei komplexeren Mengen oder Mengen mit unendliche vielen
Elementen versucht man, die Elemente durch ihre Eigenschaften zu charakerisieren,
beispielsweise ist

M = {z|z = 2n fir n € Z} (1.2)

die Menge aller geraden Zahlen [even numbers], also aller Zahlen z, die sich als das
Doppelte einer ganzen Zahl n schreiben lassen. Vor dem senkrechten Strich ,,|* steht
meist ein typisches Element mit seiner Bezeichnung und hinter dem Strich steht eine
mathematische Charakterisierung der Elemente. Diese Schreibweise ist nicht eindeutig,
man koénnte auch schreiben:

M = {2n|n € Z} oder M = {x € Z|x gerade} . (1.3)

Wichtiger als die eindeutige Schreibweise ist, dass die Menge M eindeutig charakte-
risiert ist. So sind folgende Bezeichnungen fiir die Menge der ungeraden Zahlen [odd
numbers| durchaus gebrauchlich:

M={z|lx=2n+1,neZ}, M={2n+1ne€Z}, M = {x € Z|x ungerade}. (1.4)

Fiir die Mathematik sind die Elemente einer Menge immer in irgendeiner Form
unterscheidbar und damit identifizierbar. Insbesondere kann eine Menge nicht zweimal
dasselbe Element enthalten. Wenn man also sagt ,, Wir betrachten das Element x der
Menge M*, so wird immer angenommen, dass das Element z eindeutig charakterisiert
ist. In einer groflen Stadt von der ,,Person Hans Miiller zu sprechen, ist dagegen nicht
immer eindeutig. In der Physik muss man manchmal angeben, in welcher Form ein Ob-
jekt oder einen Gegenstand eindeutig charakterisiert werden kann, in der Mathematik
gilt dies immer als gegeben.

Sei M eine endliche Menge und N die Anzahl der Elemente von M, so schreibt
man oft | M| = N. Die Betragsstriche kennzeichnen bei Mengen somit die Anzahl ihrer
Elemente (oder auch ihre Méchtigkeit, siche Abschnitt 1.7).

1.1.3 Logische Symbole

Im Folgenden lernen wir die Bedeutung der Symbole -, V, A, =, <, 4,V kennen.
Eine Symbolfolge wie ,x € M*“ bzw. die Aussage ,x ist Element der Menge
M* ist eine mathematische Aussage oder Proposition [proposition]. Ein Proposition

(eine Aussage) kann wahr [true] oder falsch [false| sein; eine dritte Moglichkeit gibt es
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nicht (,,tertium non datur®). Es gibt in der Mathematik eine Moglichkeit, Aussagen
bzw. Propositionen axiomatisch zu charakterisieren (man definiert dazu ein Alphabet
von Symbolen sowie Regeln, wie man zu sinnvollen Symbolfolgen gelangt, die Ausagen
entsprechen), was wir hier der Einfachheit halber umgehen. Im Einzelfall sollte uns
der gesunde Menschenverstand sagen, ob eine mathematische Aussage sinnvoll ist oder
nicht. (Eine gute Einfithrung in die Grundlagen der Logik findet man in [4].)

Ausgehend von sinnvollen Aussagen, die wir im Folgenden einfach durch Buch-
staben a, b, ¢, etc. bezeichnen, konnen wir durch logische Operationen zu neuen Aus-
sagen gelangen. Die einfachste dieser Operationen ist = mit der Bedeutung NICHT
[NOT], die eine Aussage in ihr Gegenteil umwandelt: Zu einer Aussage a ist —a
(NICHT a) das Gegenteil dieser Aussage. Ist a beispielsweise die Aussage ,x € M, so
ist —a die Aussage ,,x € M*“. Es gibt klare Regeln, wie man aus einer Symbolfolge, die
einer mathematischen Aussage entspricht, die Symbolfolge zu der gegenteiligen Aus-
sage erhélt, aber auch hier werden wir uns eher auf den gesunden Menschenverstand
verlassen.

Mit den folgenden zwei Symbolen kénnen wir Aussagen verkniipfen: A mit der
Bedeutung UND [AND] und V mit der Bedeutung ODER [OR]. Sind @ und b zwei
mathematische Aussagen, so ist a A b die Aussage ,a UND b“. Damit diese Aussage
wahr ist, miissen sowohl a als auch b wahr sein. In allen anderen Fillen ist diese Aussage
falsch. Entsprechend bezeichnet a Vb die Aussage ,,a ODER b“. Diese Aussage ist wahr,
wenn entweder a oder b wahr ist (oder aber beide wahr sind). Wichtig ist, dass a A b
und a V b selbst wieder mathematische Aussagen sind, die entweder wahr oder falsch
sein konnen.

Mit sogenannten Wahrheitstabellen [truth tables| kann man die Verkniipfung
von Aussagen charakterisieren. Tabelle 1.1 enthélt die wichtigsten Verkniipfungen, die
auch in diesem Abschnitt erwéhnt werden.

a b aANb | aVb |la=bla<b|asb

wahr wahr || wahr | wahr | wahr | wahr | wahr
wahr falsch || falsch | wahr | falsch | wahr | falsch
falsch  wahr || falsch | wahr | wahr | falsch | falsch

falsch falsch || falsch | falsch | wahr | wahr | wahr

Tabelle 1.1: Wahrheitstabelle einiger wichtiger logischer Verkniipfungsregeln.

Wir werden die beiden Symbole V und A sehr oft zur Kennzeichnung von Men-
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gen verwenden. Beispiele sind:

M, = {zeN|(x<10

( ) A (z gerade)}
M, = {z e N|(zx < 10)

( )

( )

M; = {zeN|x <10
M, = {zeN|(xz<10

x>5)}

(

(x gerade)}
(

(x>5)}.

A
V
A
Vv

M enthélt alle geraden natiirlichen Zahlen kleiner als 10, also M; = {0,2,4,6,8}. M,
enthélt alle natiirlichen Zahlen kleiner als 10 sowie alle geraden natiirlichen Zahlen
(egal wie grof}). M3 enthilt alle Zahlen kleiner als 10 und gofler als 5, also M3 =
{6,7,8,9}, wohingegen M, alle natiirlichen Zahlen kleiner als 10 und alle natiirlichen
Zahlen grofler als 5 enthélt, und somit ist M; = N (man beachte, dass die Elemente
zwischen 6 und 9 nicht doppelt auftreten, entsprechend unserer Forderung, dass eine
Menge keine Elemente doppelt enthalten kann).

Im néchsten Abschnitt werden wir mit Hilfe dieser Symbole die Vereinigung, den
Durchschnitt und das Komplement von Mengen definieren. Vorher wollen wir jedoch
noch einige logische Symbole definieren, die spéter in der Formulierung mathematischer
Aussagen wichtig sind.

Das Symbol = bedeutet, dass aus der Aussage auf der linken Seite dieses Sym-
bols die Aussage rechts davon folgt ([... émplies ...]). Man bezeichnet diese Art der
Verkniipfung als Implikation [implication] oder auch als ,wenn ..., dann ...“-Beziehung.
Beispielsweise bedeutet (a A b) = ¢, dass aus der Richtigkeit von Aussage a und der
Richtigkeit von Aussage b die Richtigkeit von Aussage c¢ folgt. Anders ausgedriickt:
Wenn a und b wahre Aussagen sind, dann ist auch ¢ eine wahre Aussage, bzw., a und

¢ wahr impliziert, dass auch ¢ wahr ist. Ein Beispiel wére:
( prim A = gerade) = x = 2. (1.5)

Entsprechend bedeutet <, dass die Aussage rechts von diesem Symbol die Aussage
links davon impliziert. Das Symbol < bezeichnet die Aquivalenz [equivalence] von
zwei Aussagen. Die Aussage auf der einen Seite ist also dquivalent (,,gleich-wertig“) zu
der Aussage auf der anderen Seite. Oder aber: Immer, wenn die Aussage auf einer der
beiden Seiten wahr ist, ist auch die Aussage auf der anderen Seite wahr. Ein Beispiel
wire: z/2 € N < x gerade.

Man kann sich leicht tiberlegen, dass es insgesamt 16 solcher binérer (also zwei
Aussagen verkniipfender) Moglichkeiten gibt (jede der vier Kombinationen von a und
b kann wahr oder falsch sein). Viele davon sind ,trivial“: Die Tautologie [tautolo-
gy] ist immer wahr, die Kontradiction [contradiction] ist immer falsch, die Negati-
on von a ist, unabhingig von b, immer —a etc. Es lassen sich jedoch all diese Ver-

kniipfungsmoglichkeiten aus den genannten Verkniipfungen zusammensetzen.
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Abschlieflend betrachten wir noch die beiden Quantoren [essential quantifier| 3
und V:

- Der so genannte Existenzquantor 3 (ein auf den Kopf gedrehtes bzw. an einer
Vertikalen gespiegeltes E) liest sich meist als ,,Es gibt ein ... in der Menge ..., so-
dass ... “ [there exists an element ... in ... such that ...]. Er bringt zum Ausdruck,
dass es in einer durch den Zusammenhang spezifizierten Menge M (mindestens)
ein Element gibt, fiir das eine bestimmte Eigenschaft erfiillt ist.

- Entsprechend deutet der Allquantor V (ein auf dem Kopf stehendes A) an, dass
eine Eigenschaft fiir alle Elemente einer Menge erfiillt ist. Er liest sich meist als
,Fir alle ... in der Menge ... gilt die Aussage ...“[for all ... in ... holds ...].

Dementsprechend folgen hinter dem Existenz- bzw. Allquantor zwei Ausdriicke: Der
erste Ausdruck gibt einfach ein spezielles oder allgemeines Element der Menge an,
iiber das bzw. iiber die eine Aussage gemacht wird, und der zweite Ausdruck spezifi-
ziert diese Aussage. Um diese beiden Ausdriicke zu trennen, kann man sie auch durch
Klammern trennen oder hinter den ersten Ausdruck einen Doppelpunkt setzen (was
aber nicht immer gemacht wird, insbesondere wenn mehrere Quantoren zusammen-

kommen). Sehr oft treten beide Quantoren in demselben Ausdruck auf. Beispiele:
3x€N(Vy€N(x+y:y)> bow. e eNVyeN:z+y=y
Vo € N(Zx c N) bzw. V(z €N):2z€N.

Die erste Aussage liest sich in ausfiihrlicher Form etwa so: Es gibt (mindestens) ein
x in den natiirlichen Zahlen N, sodass fiir dieses x folgende Aussage gilt: Fiir alle y
in den natiirlichen Zahlen N gilt die Aussage = + y = y. Etwas umgangssprachlicher
heifit dies: Es gibt ein x in den natiirlichen Zahlen, sodass fiir jede natiirliche Zahl y
die Gleichung = + y = y erfiillt ist. Dieses = bezeichnen wir mit 0. Die zweite Aussage
lautet einfach: Fiir jede natiirliche Zahl x ist auch 2z eine natiirliche Zahl.

Man beachte den Unterschied zwischen den folgenden beiden Ausdriicken:

JreMVyeN:... und VyeNIxeM:... (1.6)

wobei ... eine Bedingung bezeichnet. Der linke Fall liest sich: ,,Es gibt ein x € M, sodass
fiir alle y € N die Bedingung ... erfiillt ist“. Der rechte Fall: Fiir alle (bzw. jedes)
y € N gibt esein x € M, sodass . .. erfiillt ist“. Der Unterschied ist, dass im linken Fall
x fiir alle y dasselbe Element ist, wohingegen im rechten Fall das Element x fiir jedes
y ein anderes sein kann. Ein Beispiel, das im nichsten Kapitel im Zusammenhang mit
der Definition einer mathematischen Gruppe von Bedeutung ist, soll hier schon mal

fiir die ganzen Zahlen vorweggenommen werden:

JeeZVxeZ:e+x=x und VeeZyeZ:x+y=0. (1.7)
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Die erste Aussage bedeutet: Es gibt ein Element e in den ganzen Zahlen Z, sodass
fiir alle x € Z die Gleichung e + x = x erfiillt ist. Dieses e ist die Zahl 0. Die zweite
Aussage bedeutet, dass es zu jeder ganzen Zahl x eine andere ganze Zahl y gibt, sodass
x + 1y = 0. Offensichtlich ist y = —x.

Wir werden diese logischen Symbole haufig verwenden. Zu Beginn werde ich
ihre Bedeutung meist ,iibersetzen®, mit der Zeit sollte man aber eine gewisse Ubung

darin bekommen, Aussagen mit diesen Symbolen zu lesen und zu verstehen.

1.2 Operationen mit Mengen

1.2.1 Vereinigung, Durchschnitt, Differenz

Zwei sehr einfache Verkniipfungen von Mengen sind ihre Vereinigung [union| und ihr
Durchschnitt [intersection]. Fiir zwei beliebige Mengen A und B gilt

(1) AnB = {z|(x€ A) AN (x € B)}
(2) AUuB = {z|(x€ AV (ze B)}.

Das bedeutet: (1) AN B ist die Menge aller Elemente x, die sowohl in A als auch in
B enthalten sind, fiir die also die Aussagen x € A und x € B beide wahr sind. AN B
bezeichnet man als den Durchschnitt oder die Durchschnittsmenge der Mengen A und
B. Ist die Durchschnittsmenge von A und B leer, gilt also A N B = (), so bezeichnet
man die beiden Mengen als disjunkt [disjoint].

(2) AU B ist Menge aller Elemente x, die entweder in A oder in B sind (oder
in beiden), fiir die also entweder die Aussage x € A oder die Aussage * € B wahr
ist (oder beide Aussagen wahr sind). Diese Menge bezeichnet man als die Vereinigung
oder Vereinigungsmenge von A und B. Hier wird auch nochmals deutlich, dass eine
Menge durch die Menge ihrer Elemente charakterisiert wird: Bei der Vereinigung zweier
Mengen geht es nicht darum, die Elemente beider Mengen ,,zusammenzuwerfen“ wie
die Kugeln aus zwei verschiedenen Murmelsicken. Elemente, die in beiden Mengen
enthalten sind, treten in der Vereinigung nicht doppelt auf. Die ,,Menge aller Personen
unter 20 Jahre“ vereinigt mit der ,Menge aller Frauen“ enthélt Frauen unter 20 nicht
doppelt. Entsprechend ist {a,b} U {a,c} = {a,b,c}.

Weiterhin ist

A\B={z|(x € A)A(z &€ B)} (1.8)

gleich der Menge aller Elemente in A, die nicht in B liegen. Manchmal spricht man auch
von der Differenz der Menge A minus B oder auch der Menge A ohne die Elemente
der Menge B.
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1.2.2 Teilmengen
Ist A eine Teilmenge [subset] von B, so schreibt man

ACB <= (r€A)=(reB). (1.9)

Diese Aussage bedeutet, dass A C B gleichbedeutend ist mit der Aussage, dass jedes
Element aus A auch ein Element aus B ist. Manchmal unterscheidet man eine echte
Teilmenge [proper subset] von einer allgemeinen Teilmenge: Bei einer echten Teilmenge
gibt es mindestens ein Element in B, das nicht in A ist. Mchte man betonen, dass A
eine Teilmenge von B, moglicherweise aber auch gleich der Menge B ist, so schreibt
man auch A C B. Manche Autoren verwenden das Symbol C nur, wenn eine echte
Teilmengenbeziehung ausgedriickt werden soll.

Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn A und B dieselben Elemente enthalten.
Das lésst sich auch so ausdriicken, dass A Teilmenge von B und B Teilmenge von A

sein muss:

A=B < (ACB)AN(BCA). (1.10)

Die Gleichheit von zwei Mengen lésst sich daher auch in zwei Schritten beweisen: Man
zeigt zunéichst, dass A Teilmenge von B ist, und in einem zweiten Schritt zeigt man,
dass B auch Teilmenge von A ist.

Ist A eine Teilmenge von B, so kann man auch das Komplement von B in A
[complement] bilden: Formal ist es gleich B\ A, doch in diesem Fall schreibt man auch
CsA. Gemeint ist, dass dies die Komplementmenge von A aufgefasst als Teilmenge
von B ist. Ist aus dem Zusammenhang ersichtlich, beziiglich welcher grofleren Menge
das Komplement von A gebildet wird, ldsst man B auch weg und schreibt einfach CA
oder auch A®. In diesem Fall (wo die Menge B aus dem Zusammenhang offensichtlich
ist) bezeichnet man B auch schon mal als ein Universum [universe].

Unter einer Partition [partition] einer Menge M versteht man eine Menge {A;}
von paarweise disjunkten Teilmengen A; C M, deren Vereinigung die Menge M erge-
ben. Es gilt somit:

M= A4 mit A;NA; =0 fiiri#j. (1.11)

Der Index ¢ muss hierbei keine diskrete Menge durchlaufen (fiir ein Beispiel siche
Abschnitt 1.5.5.)

1.2.3 Potenzmenge — Menge aller Teilmengen

Zu jeder Menge M kann man die Menge aller Teilmengen von M [set of all subsets]
oder auch Potenzmenge von M [power set] betrachten. Die formale Definition lautet

P(M) = {U|U C M}. (1.12)
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Die Elemente von P(M) sind somit selbst Mengen. Fiir eine Teilmenge U C M gilt
also U € P(M). Wie schon erwéhnt wurde, ist die leere Menge eine Teilmenge von
jeder Menge, also ) € P(M). AuBerdem ist auch die Menge M selbst eine (nicht echte)
Teilmenge ihrer selbst: M C M oder M € P(M).

Beispiel: Eine Menge mit drei Elementen, M = {a,b, ¢} hat folgende Potenz-

menge:
P{a,b,c}) ={0,{a},{b},{c}, {a,b}, {a,c}, {b,c},{a,b,c}}. (1.13)

Diese Potenzmenge enthéalt somit 8 Elemente. Allgemein hat die Potenzmenge einer
Menge mit N Elementen insgesamt 2V Elemente, oder anders ausgedriickt: |M| =
N = |P(M)| = 2". Beweis: Jede Teilmenge U C M ist eindeutig dadurch charak-
terisiert, dass man von jedem Element z € M angibt, ob es in U enthalten ist oder
nicht. Das ergibt fiir jedes Element x in M zwei Moglichkeiten: = in der Teilmenge
oder x nicht in der Teilmenge. Enthilt M insgesamt N Elemente, so gibt es also 2V
Moglichkeiten, Teilmengen von M zu konstruieren.

Aus diesem Grund schreibt man statt (M) auch manchmal 2. Diese Notation
zur Bezeichnung der Menge aller Teilmengen verwendet man auch, wenn M unendlich
viele Elemente besitzt. Einen weiteren Grund fiir diese Schreibweise lernen wir in
Abschnitt 1.6.5 kennen.

Ein interessanter Fall ergibt sich fiir M = (). Die leere Menge enthilt zwar kein
Element, aber sie enthélt eine Teilmenge (ndmlich sich selbst). Insofern ist P(0) =
{0}. Die Potenzmenge der leeren Menge enthélt also ein Element (entsprechend der
allgemeinen Formel 2° = 1). Betrachtet man nun die Potenzmenge der Potenzmenge
der leeren Menge, so enthélt diese schon zwei Elemente:

P(P©@)) = {0,{0}}.

Verschiedentlich wurde die Menge der natiirlichen Zahlen axiomatisch durch die Ite-
ration dieses Verfahrens , aus dem Nichts“ konstruiert (z.B. durch den Mathematiker

Johann von Neumann).

1.3 Beweisverfahren

Der Beweis [proof] ist in der Mathematik die hochste Wahrheitsinstanz. Wurde eine
mathematische Aussage bewiesen, gilt diese Aussage als wahr. Die Regeln, nach denen
ein Beweis zu erfolgen hat, sind in der mathematischen Logik bzw. dem sogenannten
Préadikatenkalkiil festgelegt. Wiederum werden wir hier nicht in die axiomatischen
und symbolischen Grundlagen eindringen. Im Allgemeinen wird von einem Beweis
verlangt, dass die Beweisannahmen klar formuliert sind (d.h., in der Formulierung

des mathematischen Satzes, den man beweisen mochte, sollten sémtliche Annahmen,
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die fiir den Beweis notwendig sind, aufgezéhlt werden), und dass die Argumente, die
von den Annahmen zu den Schlussfolgerungen (und damit dem Beweis des Satzes)
fithren, fiir jeden nachvollziehbar und einsichtig sind. Ist das der Fall, kann man bei
Bedarf jedes der Argumente in feinere Schritte unterteilen, bis man schliellich bei den
symbolischen Manipulationen landet, die ein strenger Formalismus vorschreibt.

Es gibt mehrere hiufig verwendete Beweismethoden, die zunéchst vielleicht
nicht ganz selbstverstdndlich sind. Neben einer direkten, rein deduktiven Ableitung
sind das besonders der ,Beweis durch Widerspruch* und das Induktionsverfahren.

1.3.1 Direkter Beweis

Hierbei werden aus den Annahmen [assumptions] direkt weitere Schliisse gezogen, die
schlieBlich zum Ziel fiithren. In der Mathematik bezeichnet man diese Schlussweise auch
als Deduktion [deduction]. Ein typisches Beispiel ist der Beweis in der Geometrie, dass
die Winkelsumme in einem Dreieck 180° betragt.

Die wesentlichen Voraussetzungen (bzw. Beweisannahmen) sind: (1) Zu jeder
Geraden und jedem Punkt auflerhalb dieser Geraden gibt es genau eine Parallele zu
dieser Geraden durch diesen Punkt (dies legt mehr oder weniger die Euklidische Geo-
metrie fest), (2) die Wechselwinkel, wenn eine Gerade zwei Parallelen schneidet, sind
gleich. Diese Aussage muss vorher in der Geometrie bewiesen worden sein.

Der Beweis erfolgt nun folgendermafien. Aus (1) folgt, dass wir durch jeden
Eckpunkt eines Dreiecks eine (eindeutige) Parallele zu der diesem Punkt gegeniiber-
liegenden Seite zichen kénnen. Aus (2) folgt, dass die beiden Innenwinkel des Dreiecks
an dieser gegeniiberliegenden Seite einen zugehorigen Wechselwinkel bei der Parallelen
durch den dritten Punkt haben. Nun zeigt ein Bild (Abb. 1.1) sofort, dass die Summe
der drei Winkel an dem Eckpunkt gleich 180° ist.

CY*}/ 5

Abbildung 1.1: Die Winkelsumme in einem Dreieck der euklidischen Geometrie betréigt
immer180 Grad.

Man kann nun jeden Schritt des Beweises in weitere Unterschritte unterteilen,

doch irgendwann wird auch ein Skeptiker sagen: ,,Jetzt bin ich zufrieden®.?

2Einige ,,triviale® Annahmen habe ich nicht erwiihnt, beispielsweise dass sich jede Strecke eindeutig
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Als zweites Beispiel fiir einen direkten Beweis wihle ich die erste binomische
Formel (a + b)? = a® + 2ab + b*. Wir werden sehen, dass in diesen Beweis neben
der Definition des Quadratzeichens einige Eigenschaften der Multiplikation und der
Addition eingehen. Wenn man sich dieser Eigenschaften bewusst ist, sicht man sofort
ein, dass diese Formel in jeder mathematischen Struktur gilt, in der eine Addition
und eine Multiplikation definiert ist und diese Eigenschaften gelten. Die Eigenschaften
sind:

Distributivgesetze: z-(a+b)=x-a+z-b
(a+b)-z=a-z+b-x

Kommutativgesetz: T-yYy=1y-a

Gilt die das Kommutativgesetz fiir die Multiplikation, reicht natiirlich eine Version
der beiden Distributivgesetze. Es gibt aber Mengen (z.B. Matrizen), in denen die
Kommutativitat nicht gilt, aber beide Distributivgesetze. In diesen Mengen kann man
zumindest eine leicht abgewandelte Form der binomischen Formel ableiten.

Mit diesen Gesetzen kann man den linken Term der binomischen Formel schritt-

weise umformen:

(a+b)? = (a+0b)-(a+D)
= (a+b)-a+(a+b)-b

(Definition von , Quadrat®)
(
= a-at+b-ata-b+b-a (zweites Distributivgesetz)
(
(

erstes Distributivgesetz)

= a*+b-ata-b+b?
= a*+2(a-b)+ b

Definition von ,,Quadrat*)

Kommutativgesetz) .

(Beim letzten Schritt konnte man noch einige Feinheiten unterscheiden, auf die ich
hier aber nicht eingehen mochte.) Ohne die Kommutativitdt der Multiplikation gilt
immer noch die vorletzte Gleichung, sofern die beiden Distributivgesetze gelten.

1.3.2 Beweis durch Widerspruch

Beim Beweis durch Widerspruch (nach dem Lateinischen auch als ,reductio ad ab-
surdum® bezeichnet) [proof by contradiction] nimmt man zunichst das Gegenteil der
zu beweisenden Behauptung an. Aus der Annahme dieses Gegenteils leitet man nun
nach den herkémmlichen Methoden eine Aussage ab, die zu den Annahmen im Wider-
spruch steht. Also fiihrt die Annahme des Gegenteils der zu beweisenden Behauptung
zu einem Widerspruch. Somit muss dieses Gegenteil falsch sein, und damit ist die zu
beweisende Behauptung richtig.

zu einer Geraden verldngern liasst oder dass der Winkel, den eine Gerade an einem Punkt auf dieser
Geraden definiert, gleich 180° ist.
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Beim Beweis durch Widerspruch wird das ,,tertium non datur® verwendet, denn
hier wird argumentiert: Wenn die Aussage —a falsch ist, muss die Aussage a richtig sein.
Es gibt Logiker der Mathematik, die das tertium non datur ablehnen und daher einen
Beweis durch Widerspruch nicht gelten lassen. Mit den Konsequenzen einer solchen
Logik wollen wir uns hier aber nicht beschéftigen.

Wir betrachten dazu zwei bekannte Beispiele.

V2 ist irrational

Ein bekanntes Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch ist der Beweis, dass v/2
keine rationale Zahl ist. Im ersten Schritt nehmen wir an, V/2 sei eine rationale Zahl
und lieBe sich dementsprechend als 2 = ™ schreiben, wobei m und n natiirliche
Zahlen sind. Auflerdem sollen m und n teilerfremd sein, sodass sich der Bruch
nicht mehr weiter kiirzen lédsst. Dies ist keine zusétzliche Annahme, sondern beruht
auf einem (vorher schon bewiesenen) Satz, wonach man jede rationale Zahl durch das
Verhiltnis zweier teilerfremder natiirlicher Zahlen ausdriicken kann.

Nun quadriert man die Beziehung und erhélt 2 = m?/n? oder 2n* = m?. Da
auf der linken Seite eine gerade Zahl steht, muss dies auch fiir die rechte Seite gelten.

Doch wenn m?

eine gerade Zahl ist, muss auch m eine gerade Zahl sein, sodass wir
m = 2k schreiben kénnen. Eingesetzt in obige Beziehung bedeutet dies 2n? = 4k?. Wir
kénnen durch 2 dividieren und erhalten n? = 2k?. Damit muss auch n eine gerade Zahl
sein und wir erhalten einen Widerspruch: m und n miissen beide gerade sein; doch wir
hatten angenommen, m und n seien teilerfremd. Also sind wir zu einem Widerspruch

gelangt und damit muss unsere Annahme — /2 sei eine rationale Zahl — falsch sein.

Es gibt unendlich viele Primzahlen

Ein weiteres berithmtes Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch ist der Beweis von
Euklid fiir die Tatsache, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Wir nehmen zunéchst
an, es gebe nur endlich viele Primzahlen, z.B. py, po, ..., px. Nun bilden wir das Produkt
dieser Primzahlen (das fiir endlich viele Primzahlen endlich ist) und addieren 1:

E=pi-pps-.opp+1.

Die Zahl E kann nicht durch eine der Primzahlen p; teilbar sein, da immer ein Rest
1 bleibt. Also muss E entweder selbst eine Primzahl sein, oder aber das Produkt aus
Primzahlen, die in obiger Liste nicht auftreten. In beiden Fillen fithrt die Annahme,
die Anzahl der Primzahlen sei endlich und kénne hingeschrieben werden, zu einem
Widerspruch. Hier wurde vorausgesetzt, dass sich jede Zahl E eindeutig als Produkt
von Primzahlen schreiben ldsst (oder selbst eine Primzahl ist). Dies bezeichnet man

als den Fundamentalsatz der Arithmetik und wurde bei dem Beweis vorausgesetzt.
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Manchmal liest man in vereinfachenden Darstellungen, dass E selbst eine Prim-
zahl sein miisse. Diese Aussage ist falsch. Ein Beispiel erhalten wir, wenn wir als Prim-
zahlen die Folge {2,3,5,7,11,13} betrachten. Die zugehorige Zahl E ist:

E=2-3-5-7-11-13+1=30.031 =59 - 509.

Beide Primzahlen 59 und 509 waren in der urspriinglichen Liste nicht enthalten.

1.3.3 Beweis durch vollstindige Induktion

Das Beweisverfahren der vollsténdigen Induktion [proof by induction] bereitet zunéchst
oft konzeptuelle Schwierigkeiten, da man den Eindruck hat, man setzt das zu Bewei-
sende schon voraus. Es eignet sich besonders fiir den Beweis von Behauptungen, die
fiir alle natiirlichen Zahlen richtig sein sollen. (In der antiken Philosophie versteht
man unter einer Induktion das Schliefen auf eine allgemein giiltige Aussage aus einer
Verallgemeinerung spezieller Beispiele.)

Die allgemeine Struktur dieses Beweises ldsst sich folgendermaflen skizzieren:
Die zu beweisende Behauptung sei a(n). Hierbei sei a(n) eine Proposition, die von
einer natiirlichen Zahl n abhéngt, und die Behauptung ist, dass diese Proposition a(n)
fiir alle natiirlichen Zahlen n wahr sein soll. (In manchen Féllen soll die Aussage auch
nur fiir alle natiirlichen Zahlen gréfler als eine kleinste Zahl ng gelten.)

1. Induktionsanfang: Wir beweisen, dass die Aussage fiir n = 0 (oder, je nachdem
wie trivial diese Aussage wird, fiir n = 1) richtig ist. Wir miissen also zeigen:
a(0) (oder a(1)) ist wahr. Soll die Aussage nur fiir die natiirlichen Zahlen gleich

und grofer als ein ng gelten, muss a(ng) bewiesen werden.

2. Induktionsschritt: Es wird angenommen, die Aussage a(n) sei richtig fiir alle
m < n, insbesondere gelte also a(n) selbst. Nun ist zu zeigen, dass aus dieser
Annahme auch a(n + 1) folgt. Bei diesem Schritt darf a(n) angenommen werden
(oder auch a(n—1)), die neue Aussage a(n+1) muss aber dann beweisen werden.

Der Induktionsschluss ist immer derselbe und muss nicht explizit durchgefiihrt werden.
Da a(0) bewiesen wurde (im 1. Schritt), folgt nach dem 2. Schritt auch a(1). Damit
folgt aber auch a(2) usw. fiir alle natiirlichen Zahlen n. Es folgen drei Beispiele.

Die Summenformel fiir ganze Zahlen

Beispiel: Es wird behauptet:

n(n+1) |

> (1.14)

1+2+3+...—|—n52k:
k=1
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(Das Zeichen = driickt eine Identitdt [identity] aus — hier bedeutet es einfach, dass
der Ausdruck > 7_, k identisch zu dem Ausdruck 1+ 2+ ... + n ist. Zu beweisen ist
das rechte Gleichheitszeichen.) Der Induktionsanfang (den wir hier fiir n = 1 machen)

bedeutet:

1-(1+1)
5 .

Diese Aussage ist offensichtlich richtig. Nun nehmen wir an, obige Aussage sei fiir n

1= (1.15)

richtig. Dann folgt daraus:

n(n+1)
2

F(nt1) = n(n+1)+2(n+1) _ (n+2)2(n—|—1).

2 2
(1.16)
Dies ist aber das, was zu zeigen war. Aus der Annahme, a(n) sei richtig, folgt offenbar

14243+, +n+(n+1) =

auch a(n 4 1). Damit ist die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n bewiesen.

Winkelsumme in einem n-Eck

Es soll bewiesen werden, dass in einem konvexen n-Eck (bei einem konvexen n-Eck
sind alle Innenwinkel kleiner oder gleich 180°) die Summe der Innenwinkel (n—2)-180°
betragt. In diesem Fall beginnt der Induktionsschritt bei einem Dreieck, also fiir ny = 3.
Dafiir ist diese Aussage offensichtlich richtig. Nun kann man ein beliebiges (konvexes)
(n + 1)-Eck durch eine Diagonale in ein n-Eck und ein 3-Eck unterteilen und damit
auch den Induktionsschritt durchfiihren.

Die Ungleichung von Bernoulli

Benannt ist diese Ungleichung nach Jakob Bernoulli (1654-1705). Fiir jedes x > —1
und jede natiirliche Zahl n > 0 gilt:

(1+2)">1+nz. (1.17)

Wir priifen zunéchst, dass die Ungleichung fiir n = 0 (oder auch n = 1) erfiillt ist. In
diesem Fall gilt sogar die Gleichheit. Fiir n > 2 konnen wir eine echte Ungleichung
ansetzen.

Nun setzen wir die Gleichung als Induktionsannahme fiir alle ganzen Zahlen

kleiner gleich n voraus und zeigen:
(I+z)"=0+2)"-(1+2)>0+nz)- (1+2)>1+(Mn+1)z. (1.18)

Beim letzten Schritt haben wir den (nie negativen) Term nz? weggelassen. Fiir x > —1,
x # 0 und n > 2 gilt sogar:
(I1+2)">14nz. (1.19)
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1.3.4 Weitere Beweisverfahren
Beweis durch Aufzihlung aller Moglichkeiten [proof by exhaustion)|

Besteht die Behauptung aus endlich vielen Teilaussagen, kann man alle Teilaussagen
einzeln durchgehen und die Richtigkeit der Behauptung in jedem Einzelfall zeigen.
Das kann manchmal sehr miihselig sein und wird daher auch als ,,proof by brute force“
bezeichnet. (,,Proof by exhaustion“ kann sowohl ,Beweis durch Ausschopfung aller
Moglichkeiten® bedeuten als auch ,,Beweis durch Erschopfung*.)

Konstruktiver Beweis [proof by construction)|

Behauptet eine mathematische Aussage die Existenz eines bestimmten Objekts, so
kann man den Beweis dadurch fiithren, dass dieses Objekt explizit konstruiert wird.
Beispielsweise kann man die Aussage ,,Die Gleichung 22 — ax + b = 0 hat fiir b < a?
zwei reelle Losungen® dadurch beweisen, dass man die Losungen (z15 = a & v/a2? — b)
explizit angibt.

Ein typisches Beispiel fiir einen konstruktiven Beweis finden wir in Abschnitt
4.3. Dort wird behauptet, dass es keine grofite rationale Zahl p gibt, sodass p? < 2.
Der Beweis erfolgt dadurch, dass man zu jeder Zahl p, die p?> < 2 erfiillt, eine neue
Zahl ¢ konstruiert (explizit angibt), die grofer ist als p, fiir die aber ebenfalls ¢* < 2
gilt.

Schubfach- oder Taubenschlagprinzip [pigeonhole principle]

Dieses Beweisverfahren ist zwar sehr einfach, fithrt aber manchmal zu tiberraschenden
Aussagen. Es besagt im Wesentlichen Folgendes: Wenn es mehr Tauben als Tauben-
schldge gibt, muss es mindestens einen Taubenschlag mit mehr als einer Taube geben.
Oder allgemeiner: Méchte man n Objekte auf m Moglichkeiten verteilen und n > m,
muss es zu mindestens einer Moglichkeit mehr als ein Objekt geben.

Ein triviales Beispiel wére die Aussage: In einer Schule mit 400 Schiilern haben
mindestens zwei Schiiler am selben Tag Geburtstag. Da das Jahr nur 365 Tage (oder
366 Tage, falls man Schaltjahre hinzuzéhlt) hat, miissen offensichtlich mehrere Schiiler
am selben Tag Geburtstag haben.

Ein etwas weniger triviales Beispiel ist das folgende: Verteilt man 51 Punkte
beliebig in einem Quadrat der Kantenlénge 1, so findet man immer drei Punkte, die von
einer Kreisscheibe mit Radius 1/7 iiberdeckt werden konnen. Beweis: Man unterteile
das Quadrat in 25 Quadrate der Kantenlinge 1/5. Nach dem Taubenschlagprinzip
muss es mindestens ein Teilquadrat geben, das drei Punkte enthélt. Doch ein Quadrat

mit der Kantenlange 1/5 ldsst sich durch einen Kreis vom Radius 1/7 iiberdecken.
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1.4 Die Binomialkoeflizienten

Als erste Anwendung mancher Beweisverfahren sowie auch als Einstieg in kombinato-
rische Uberlegungen beschiftigen wir uns in diesem Abschnitt mit den Binomialkoef-
fizienten [binomial coefficients].

Bekannt sind die binomischen Formeln und ihre Verallgemeinerungen:

(z+y)? = 2 +2ay+y’
(x+y)? = 2°+32% + 30y +¢°
(x+1y)* = z*+42%y + 622 + day® + o,

und allgemein:

(z+y)" =) (:) AT (1.20)

k=0

wobei der Binomialkoeffizient folgendermafien definiert ist:

n n!
<k> RN (121)

nl=1-2-3-...-n.

mit der Fakultatsfunktion:

Es wird definiert:
ol=1.

Der Binomialkoeffizient gibt gleichzeitig die Anzahl der Mdoglichkeiten an, aus
einer Menge mit n Elementen eine Teilmenge mit k£ Elementen auszuwéhlen. Anders

n
ausgedriickt: Eine Menge mit n Elementen hat (k) Teilmengen mit £ Elementen.

Ein direkter Beweis erfolgt in drei Schritten:

1. Es gibt k! Moglichkeiten, k£ Elemente in eine Folge anzuordnen. Beweis: (iterativ)
Es gibt k& Elemente, von denen man eines an die erste Stelle setzen kann (also k
Méglichkeiten). Es verbleiben & — 1 Elemente, von denen man wieder eines an
die zweite Stelle setzen kann (also & — 1 Moglichkeiten), usw.

2. Esgibtn!/(n—k)! =n-(n—1)-(n—2)-...(n—k+1) Moglichkeiten, eine bestimmte
Folge von k Elementen aus einer Menge von n Elementen zu erzeugen. Beweis:
(hnlich wie vorher) Fiir das erste Element der Folge gibt es n Moglichkeiten,
fiir das zweite Element verbleiben noch n — 1 Moglichkeiten, bis schlieilich noch
n — k 4+ 1 Moglichkeiten fiir das k.te Element verbleiben.
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3. Da bei der Auswahl von k Elementen aus einer n-elementigen Menge die Rei-
henfolge, in der die k£ Elemente ausgewéhlt werden, keine Rolle spielt und es
nach (1.) genau k! Moglichkeiten gibt, diese k Elemente in einer bestimmten
Reihenfolge anzuordnen, hat man den kombinatorischen Faktor aus (2.) noch
durch k! zu dividieren. Anders ausgedriickt: Es gibt k! verschiedene Félle aus
Punkt (2.), die alle derselben Teilmenge von k Elementen entsprechen, also zu
derselben Teilmenge fithren.

Mit diesem Beweis erhalten wir gleichzeitig einen Beweis fiir G1. 1.20. Zu zeigen
ist ja, dass die Binomialkoeffizienten aus Gl. 1.21 tatséchlich die Koeffizienten sind,

die in einer Entwicklung von (z + y)™ auftregen. Schreiben wir diesen Ausdruck aus:

(z4+y)" =@+ (c+y)(z+y).(z+y)), (1.22)

so erhalten wir n Klammern auf der rechten Seite. Fiir den Term y* miissen wir
abzéhlen, auf wie viele Moglichkeiten wir die n Klammern in eine Gruppe mit & Klam-
mern (aus denen das y kommt) und eine Gruppe mit n — k Klammern (aus denen das
x kommt) unterteilen konnen. Das ist genau das kombinatorische Problem der Anzahl
der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Setzen wir in Gl. 1.20 z = y = 1, erhalten wir:
=3 (") . (1.23)
o \F

Das beweist nochmals, dass eine n-elementige Menge insgesamt 2" Teilmengen hat.

Es gilt:
n n—1 n—1

Der Beweis kann direkt iiber die Definition erfolgen:

n! (=1 k+n—k)

W E (= k) (1.25)
m—D% (n—1ln—-k

T m—%%!) (1.26)

_ (n—1)! N (n—1)! (1.27)

-k -1 (n—k— 1)kl

Dies entspricht der obigen Identiét. Als kombinatorischer Faktor fiir die Anzahl von k-
elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge lésst sich diese Gleichung einfach
interpretieren: Die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Elementen eine k-elementige Teil-

menge zu wahlen, ist gleich der Anzahl der Moglichkeiten, aus einer Menge mit n — 1
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Elementen k — 1-elementige Teilmengen auszusuchen (und dann jede dieser Teilmen-
gen um das fehlende n. Element zu ergénzen, so dass diese Teilmenge nun k Elemente
enthélt) plus der Anzahl der Moglichkeiten, aus n — 1 Elementen k-elementige Teil-
mengen auszuwéahlen, und das verbliebene n.te Element bildet einfach eine zusétzliche
ein-elementige Teilmenge.

Das Pascal’sche Dreieck erlaubt die sukzessive Berechnung der Binomialkoeffi-

zienten:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1

Bildungsgesetz: Am duflersten Rand steht eine 1 und man erhélt die Zahlen im Inneren
als Summe der beiden Zahlen dariiber. Das entspricht genau der oben bewiesenen
Identitat (Gl. 1.24).

1.5 Relationen

1.5.1 Das kartesische Produkt

Sind zwei Mengen M und N gegeben, so kann man eine neue Menge bilden, die man

als das kartesische Produkt [cartesian product] von M und N bezeichnet:
M x N ={(m,n)|((me M)AN(neN)}. (1.28)

Das bedeutet, M x N besteht aus allen geordneten Paaren (m,n) von Elementen, bei
denen das erste Element aus M und das zweite aus N ist. Hier ist die Reihenfolge
(also ,,geordnet*) wichtig, d.h. (m,n) ist nicht dasselbe wie (n,m). Insbesondere ist
das kartesische Produkt M x N nicht dasselbe wie N x M.
Natiirlich kann man auch das kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst
bilden:
M x M ={(m,n)lm,ne M}. (1.29)

Das kartesische Produkt kann man auch von beliebig vielen Mengen bilden (sogar von

unendlich vielen Mengen):

My X My X ... x My, = {(ml,mg, ,mk)|mz S Mz} . (130)
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1.5.2 Zweistellige homogene Relationen

Wir betrachten im Folgenden Relationen [relations| zwischen den Elementen einer
Menge M. Man kann auch Relationen zwischen den Elementen verschiedener Mengen
betrachten (dann nennt man die Relation nicht mehr homogen) oder auch Relatio-
nen zwischen mehr als zwei Elementen von Mengen (dann erhélt man entsprechend
mehrstellige Relationen).

Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge von M x M, also R C
M x M. Die Elemente einer Relation sind also Paare von Elementen aus M. Gilt
fiir zwei Elemente x,y € M, dass (z,y) € R, dann sagt man auch, dass x und y
die Relation erfiillen und schreibt manchmal dafiir  ~ y (oder man verwendet ein
anderes, der Relation angemessenes Symbol fiir ~) oder auch zRy.

Bei Relationen kann man sehr viele verschiedene Eigenschaften studieren. Wir

wollen hier nur die wichtigsten aufzéhlen:

e Eine Relation heit symmetrisch [symmetric], wenn aus (m,n) € R auch folgt
(n,m) € R. In logischen Symbolen kénnen wir schreiben:

symmetrisch VYm,n € M :(m,n) € R= (n,m) € R. (1.31)

o Antisymmetrisch [anti-symmetric] bedeutet, dass aus (m,n) € Rund (n,m) € R

folgt, dass m = n sein muss:

antisymmetrisch Vm,ne M :(m,n) € RA(n,m) e R=m=mn. (1.32)

o Asymmetrisch [asymmetric] heifit eine Relation, wenn aus (m,n) € R folgt, dass
(n,m) ¢ R. Wiahrend bei einer antisymmetrischen Relation also die Diagonalele-
mente (m,m) durchaus in der Relation sein diirfen, besitzt eine asymmetrische

Relation keine Diagonalelemente.

asymmetrisch Vm,n € M :(m,n) € R= (n,m) € R. (1.33)

e Eine Relation heifit reflexiv [reflexive], wenn jedes Diagonalelement in der Rela-
tion liegt, oder Ym € M : (m,m) € R.

e Eine Relation heiit transitiv [transitive], wenn aus (m,n) € R und (n,p) € R
folgt (m,p) € R, oder formal

(m,n) € RA(n,p) € R= (m,p) € R.

e Schliefllich bezeichnen wir eine Relation als wollstindig [complete], wenn zu je
zwei Elementen m € M und n € M entweder (m,n) € R oder (n,m) € R gilt.
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Viele dieser Relationen kann man sich an verwandtschaftlichen Beziehungen
verdeutlichen.

e _verwandt sein mit“ ist eine symmetrische Relation: Wenn Person a mit Person
b verwandt ist, ist auch Person b mit Person a verwandt. ,verliebt sein in“ ist

nicht immer symmetrisch, , verheiratet sein mit* schon.

e Eine Vater-Sohn-Beziehung ist asymmetrisch: Wenn a der Vater von b ist, kann

b nicht der Vater von a sein.

e Die schon genannte Relation ,,ist verwandt mit* ist reflexiv, denn jede Person ist
mit sich selbst verwandt. Die Relation ,,ist verliebt in“ ist nicht reflexiv, obwohl
es reflexive Elemente geben kann (diese bezeichnet man dann als Narzifiten).

e Die Relation ,,ist ein Vorfahre von“ ist transitiv: Wenn Person a ein Vorfahre

von b ist, und b ein Vorfahre von ¢, dann ist auch a ein Vorfahre von c.

e Schliefflich ist die Relation ,,ist gleich alt oder &lter als“ eine vollsténdige Rela-
tion: Fiir je zwei Personen gilt, dass die eine Person gleich alt oder &lter als die
andere Person ist. Im strengen Sinne ist diese Relation nicht antisymmetrisch,
da aus ,a gleich alt oder élter als b* und b gleich alt oder élter als a‘* nicht folgt,
dass die beiden Personen identisch sind, sondern nur, dass sie gleich alt sind.

1.5.3 Darstellung einer Relation als Graph — die Adjazenz-

matrix

Relationen in endlichen Mengen lassen sich sehr schon als Graphen (Punkte mit Ver-
bindungslinien) darstellen und diese Graphen besitzen eine algebraische Darstellung

durch eine Matrix.

Sei M = {vq,vy,...,ux} eine endliche Menge mit N Elementen. Die Elemente
der Menge stellen wir als Punkte (Vertizes) in einer Ebene dar. Falls (v;,v;) € R, also
das geordnete Paar (v;,v;) Element der Relation ist (man sagt auch: ,fiir v; und v;
gilt die Relation“), zeichnet man eine gerichtete Linie von v; nach v;. Bei einer sym-
metrischen Relation kann man auf die Gerichtetheit der Linien auch verzichten: Eine
Linie représentiert dann beide Elemente (v;,v;) und (vj,v;). Fiir diagonale Elemente
(v, v;) kann man einen Selbst-Loop zeichnen, also eine Linie, die einen Vertex mit sich

selbst verbindet. Es folgen zwei Beispiele:
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a < d
M, = {a,b,cd} 1
Ry = {(@b),(be)(c.d), (d,a)} ‘

b > C
My, = Ha,b,c} Y,
Ry = {(ab),(ba).(a,c),(c.a), (b ) (c.b), (a,0)}

b c

Man kann eine Relation (bzw. einen Graphen) auch durch eine Tabelle darstel-
len, die man Adjazenzmatrix [adjacency matriz] nennt. Die Adjazenzmatrix A;; ist
folgendermaflen definiert:

(1.34)

ij

4 :{ 1 falls (vj,v;) € R

0 sonst

(Man beachte, dass die Reihenfolge der Indizes an der Adjazenzmatrix umgekehrt ist,
als bei der Relation. Dies ist fiir manche Berechnungen sinnvoll.) Die beiden obigen
Beispiele haben folgende Adjazenzmatrizen:

01 00
0010 b
A = Ay=11 0 1 (1.35)
00 01
1 10
1 000

1.5.4 Ordnungsrelation

Eine wichtige Relation ist die Ordnungsrelation [order relation], die eine Formalisie-
rung der Bezichung . ist kleiner oder gleich grofi“ darstellt und dementsprechend oft-
mals mit dem Symbol < ausgedriickt wird. Statt also zu schreiben (m,n) € R mit der
Bedeutung ,,m ist kleiner als oder gleich groff wie n* schreibt man einfacher m < n.
Formal ist eine Ordnungsrelation definiert als eine antisymmetrische, reflexive,

transitive Relation, d.h., es gilt (jeweils fiir alle x,y, 2z der betrachteten Menge):

r<zx (Reflexivitét) (1.36)
(<y)AN(y<z)=>z=y (Antisymmetrie) (1.37)
(<yYANy<z)=zr<z2 (Transitivitét). (1.38)
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Manche Autoren oder Biicher fordern fiir eine Ordnungsrelation noch die Vollstandigkeit
oder Totalitat [totality]:

Vo,y: (x<y)V(y <) (Totalitéit) (1.39)

Dies bedeutet, dass fiir zwei beliebige Elemente auch entweder x < y oder die um-
gekehrte Beziehung gilt. Zur Betonung, dass diese Bedingung erfiillt ist, spricht man
in diesem Fall auch von einer Totalordnung oder vollstindigen Ordnung. Méchte man
betonen, dass die Bedingung nicht notwendigerweise erfiillt ist, spricht man von einer
Partialordnung oder Teilordnung [partial ordering).

Ist auf einer Menge eine Ordnungsrelation definiert, kénen wir auch die Relation
< (,echt kleiner als“) definieren:

r<y <= (@<yA(#y). (1.40)

Die natiirlichen Zahlen N, die ganzen Zahlen Z und die reellen Zahlen R erlau-
ben die Definition einer natiirlichen (totalen) Ordnungsrelation. Fiir die Menge der
Punkte in einer Ebene, charakterisiert durch die Koordinaten (z,y), gibt es zwar
eine Ordnungsrelation, aber keine ,natiirliche“. Die Ordnungsrelation konnte bei-
spielsweise lauten: (z,y) < (X,Y) < (r < X) V (falls z = X)y < Y. Das heifit,
(z,y) < (X,Y) ist immer richtig, wenn = < X gilt. Falls jedoch = = X gilt, ist
die Aussage richtig, wenn y < Y gilt. Dies definiert zwar eine Ordnungsrelation,
aber sie ist nicht mehr ,natiirlich“ in folgendem Sinne: Fiir drei Punkte kann gelten
(x1,91) < (x2,92) < (x3,y3), und obwohl (x1,y;) und (x3,y3) sehr nahe beieinander
liegen (z.B. y; = y3 und x3 ein klein wenig grofler als z;), liegt der Punkt (x9,ys)
beliebig weit weg von den anderen beiden Punkten (z.B. weil z; = x5 aber y; und y,
sehr verschieden sind).

Ein Beispiel fiir eine Teilordnung (das spéter in der speziellen Relativitatstheorie
wichtig wird) ist folgendes: Es seien {(z,y)} die Punkte in einer Ebene. Wir definieren
(x1,11) < (22,92) wenn (y2 — y1) > (29 — x1). Der Abstand in y-Richtung ist also
grofer als der Abstand in z-Richtung. Die Axiome der Ordnungsrelation lassen sich
leicht nachpriifen. Da jedoch nicht fiir je zwei Punkte in der Ebene entweder (yo—11) >
(9 — x1) oder (y; — ya) > (1 — x9) erfiillt ist, gibt es Punkte, fiir die diese Relation
weder in der einen noch der umgekehrten Form gilt (daher , Teilordnung*).

Auf der Potenzmenge P (M) einer Menge M kann man durch folgende Vorschrift
eine Teilordnung definieren: Fiir alle U;, U; C M gilt:

Diese (Teil-)Ordnungsrelation ist also immer dann erfiillt, wenn U; eine Teilmenge von
U; ist. Man iiberzeugt sich leicht, dass die Axiome der Teilordnung erfiillt sind. Diese
Definition ist natiirlich auch sinnvoll, wenn die Menge M unendlich viele Elemente
hat.
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1.5.5 Aquivalenzrelationen, Aquivalenzklassen und Quotien-

tenmengen

Eine besonders wichtige Relation ist die Aquivalenzrelation lequivalence relation], fiir
die man oft das Symbol x ~ y statt (z,y) € R verwendet. Ihre Bedeutung beruht dar-
auf, dass sie eine Unterteilung einer Menge in Aquivalenzklassen [equivalence classes]
ermoglicht. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnet man auch als Quotienten-

menge [quotient set].

Aquivalenzrelation

Eine Aquivalenzrelation ist eine symmetrische, reflexive, transitive Relation. Es gelten
also folgende Axiome:

T~ (reflexiv) (1.42)
(x~y)= (y~ux) (symmetrisch) (1.43)
(x~y) AN(y~z)=(z~2) (transitiv). (1.44)

Ein Beispiel bei den Verwandtschaftsbeziehungen wére ,,x ist verwandt mit y* oder ,x
ist Bruder oder Schwester von y*“. Die erste Relation (,,ist verwandt mit*) ist schwierig
zu handhaben, da nahezu jeder Mensch mit jedem verwandt ist und wir den Grad
der Verwandtschaft nicht einschrinken diirfen (andernfalls gilt die Transitivitiat nicht
immer). Wir kénnen aber definieren: x ~ y bedeutet ,,x hat denselben Familiennamen
wie y“.

Ein etwas mathematischeres Beispiel wire eine Aquivalenzrelation auf den Punk-
ten (x,y) der Ebene, definiert durch: (z1,41) ~, (z2,92) (oder ((x1,y1), (x2,y2)) € R)
sofern x? +y? = 2+ y3. Zwei Punkte der Ebene sind also dquivalent, wenn sie densel-
ben Abstand vom Ursprung haben. Die drei Axiome sind leicht iiberpriift. Alle Punkte

auf einem Kreis um den Ursprung sind im angegebenen Sinne dquivalent.

Aquivalenzklassen

Die Bedeutung der Aquivalenzrelationen beruht darauf, dass wir eine Menge mit einer
Aquivalenzrelation in disjunkte Teilmengen aufteilen kénnen, die man als A quivalenz-
klassen bezeichnet. Verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt (enthalten also keine
gemeinsamen Elemente) und die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist die gesamte
Menge selbst.

Man sagt, = gehort zur selben Aquivalenzklasse wie y, wenn z ~ y. Eine
Aquivalenzklasse ist also definiert durch die Menge aller Elemente, die untereinan-

der dquivalent sind. In den obigen Beispielen bilden die Geschwister einer Familie eine
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Aquivalenzklasse, die Personen mit demselben Nachnamen bilden eine Aquivalenz-
klasse, oder auch die Punkte mit demselben Abstand vom Ursprung (die Punkte auf
einem Kreis mit festem Radius) bilden eine Aquivalenzklasse.

Sei M die Menge mit der Aquivalenzrelation ~ und A; seien die Aquivalenz-

klassen, dann gilt somit

M= A mit A;NA; =0 fiiri#j. (1.45)

Die Aquivalenzklassen bilden also eine Partition der Menge M.
Fiir das oben angegebene Beispiel der Aquivalenzklassen von Punkten (x,y) €
R? auf Kreisen mit gleichem Radius gilt:

R = J K, mit K, = {(z,y)|z® + y* = r?}. (1.46)

Hier ist der ,Index“ zur Bezeichnung einer Aquivalenzklasse der Radius r, und in-
nerhalb einer Aquivalenzklasse K, liegen alle Punkte, die vom Ursprung denselben
Abstand r haben.

Umgekehrt definiert eine Partition, also eine Unterteilung einer Menge in paar-
weise disjunkte Teilmengen, deren Vereinigung die gesamte Menge ergeben, eine Aqui-
valenzrelation. Wir bezeichnen einfach zwei Elemente x und y als dquivalent, wenn
sie zur selben Teilmenge gehéren. Die Axiome der Aquivalenzrelation sind wiederum

leicht gezeigt.

Quotientenmengen

Zu einer Menge M und einer Aquivalenzrelation ~ bezeichnet man die Menge der
Aquivalenzklassen als Quotientenmenge M/~ (man spricht auch von der ,Menge M
modulo der Aquivalenzrelation ~*). In vielen Féllen wihlt man aus jeder Aquivalenz-
klasse einen Vertreter [representative], allerdings sollte man die Aquivalenzklasse (als
eine Menge) nicht mit ihren Vertretern verwechseln.

Fiir das obige Beispiel der Unterteilung der Ebene in Kreise erhalten wir:

R?/~, ~ RTU{0}. (1.47)

Die Quotientenmenge besteht also aus der Menge der nicht-negativen reellen Zahlen,
d.h. aus der Menge der méglichen Radien. Ich habe in obiger Gleichung das Symbol ~
benutzt (und nicht =) um anzudeuten, dass die beiden Mengen dqiuvalent sind (es gibt
zwischen ihnen eine bijektive Abbildung; darauf kommen wir im néchsten Abschnitt
zu sprechen), dass es sich aber nicht unbedingt um dieselben Mengen handelt (links
steht eine Quotientenmenge, rechts eine Teilmenge der reellen Zahlen). In vielen Féllen

findet man an dieser Stelle aber auch ein Gleichheitszeichen.
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Ein weiteres prominentes Beispiel fiir eine Quotientenmenge ergibt sich aus der
Aquivalenzrelation ,,modulo“ auf der Menge der ganzen Zahlen. Seien z und y zwei
ganze Zahlen, dann definieren wir eine Aquivalenzrelation ,,z = y mod N¢ durch die
Vorschrift:

r=ymod N & (z—y) ist durch N ohne Rest teilbar. (1.48)

Man kann auch sagen, x = y mod N, wenn x und y denselben Rest bei einer Division
durch N haben. Sehr oft sagt man in diesem Fall |z ist gleich (oder dquivalent zu)
y modulo N¥. Die Aquivalenzklassen sind Mengen von Zahlen, die bei einer Teilung
durch N denselben Rest haben. Wir kénnen diese Aquivalenzklassen auch durch diesen
Rest kennzeichnen. Die Quotientenmenge (dafiir schreibt man in diesem Fall meist
Z/NZ, was man als ,Z modulo N-fache Vielfache von ganzen Zahlen®“ lesen kann)
entspricht dann der Menge der Zahlen {0, 1,2, ..., N—1}. Das Element 0 steht eigentlich
fiir die Menge aller ganzen Zahlen, die durch N teilbar sind. Entsprechend steht 1 fiir
die Menge aller ganzen Zahlen, die bei einer Division durch N den Rest 1 ergeben,

USwW.

1.6 Abbildungen

Der Begriff ,,Funktion“ [function]| wird oft synonym fiir ,,Abbildung® [mapping] ver-
wendet. In manchen Féllen schrankt man den Begriff der Funktion auch auf Abbildun-
gen iiber den und/oder in die reellen bzw. komplexen Zahlen oder htherdimensionale
Verallgemeinerungen ein.

Definition: Eine Abbildung f von einer Menge U (dem Definitionsbereich [do-
main] von f) in eine Menge V' (der Zielmenge [codomain] von f) ordnet jedem Element

x € U genau ein Element y € V' zu. Man schreibt:
f:U=V zw— flz)=y. (1.49)

Oft schreibt der Physiker fiir eine Funktion f auch einfach f(x), wobei streng genom-
men jedoch zwischen der Abbildungsvorschrift f und dem Wert der Funktion f(z) an
einer bestimmten Stelle z zu unterscheiden ist.

Man unterscheidet meist die Zielmenge einer Funktion von der Bildmenge [image
set] der Funktion. Die Bildmenge B C V ist eine Teilmenge der Zielmenge, und sie
besteht aus allen Elementen y € V, fiir die es (mindestens) ein = € U gibt, sodass
y = [(z):

B={yeV|Fz €U mity= f(x)}.

Zu einer gegebenen Teilmenge W C V der Zielmenge (oder auch Bildmenge)
ist die Urbildmenge [inverse image] f~1 (W) die Menge der Elemente in U, die auf W
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abgebildet werden:
fTW) ={z € U|f(z) e W}. (1.50)

Beispiele von Funktionen sind die Potenzfunktionen, die auf den gesamten re-
ellen Zahlen definiert sind (n € N,a € R):

flz)=a-z".

Weitere Beispiele sind die Exponentialfunktion und die Sinus- und Kosinusfunktionen
(ebenfalls auf R definiert):

flz)=A-e* g(x)=B-coswr.

Rationale Funktionen (bei denen im Zahler und Nenner Polynome auftreten) sind oft
an bestimmten Punkten (den Singularitdten) nicht definiert. Beispielsweise ist

_$—|—1
Cr—1

/()

am Punkt z = 1 nicht definiert. Man schreibt in diesem Fall auch, dass der Definiti-
onsbereich von f die Menge R \ {1} ist.

Wichtig fiir den Begriff der Abbildung (oder der Funktion) ist, dass zu jedem
Punkt im Definitionsbereich sein Bild eindeutig definiert ist. Diese Vorschrift muss
nicht durch eine Funktion im herkémmlichen Sinne (beispielsweise Sinus-, Potenz-
oder Exponentialfunktion) gegeben sein. Beispiele fiir Funktionen iiber den reellen
Zahlen sind:

1 S
D(z) = { reQ (Dirichlet-Funktion) (1.51)

0 sonst

0 <0
O(r) = ! (Heaviside-Funktion) (1.52)
1 sonst

-1 <0
sign (x) = 0 2=0 (Vorzeichenfunktion) (1.53)
1 >0

flz) = (, Kastenpotential“) (1.54)

0 |z| > L/2
-V |z| < L/J2
1.6.1 Injektive, surjektive und bijektive Abbildungen

Eine Abbildung (oder Funktion) f : U — V heiBt injektiv [injective], wenn aus f(z,) =

f(xs) folgt x1 = xo. Sie heifit surjektiv [surjective], wenn es zu jedem Element y € V
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auch tatséichlich ein Element z € U gibt, sodass f(z) = y. Sind beide Bedingungen
erfiillt, heiflit die Abbildung bijektiv [bijective|. In etwas formalerer Schreibweise gilt:

f:U —= Vinjektiv & Va,zo€U: f(xy) = f(22) = 21 =29  (1.55)
f:U—V surjektiv < VyeV: (EIxEU:f(x)zy). (1.56)

Abbildung 1.2 illustriert diese Begriffe an Diagrammen.

(a) (b) . (c)
b-/-y b-><-y he oy b-><-y

ae L4 ae L4 ae

or ae

o

Abbildung 1.2: (a) Diese Abbildung ist weder injektiv noch surjektiv; die Elemente
a und b werden auf dasselbe Element abgebildet und das Element y hat kein Urbild.
(b) Diese Abbildung ist injektiv aber nicht surjektiv; das Element u hat kein Urbild.
(c) Diese Abbildung ist surjektiv aber nicht injektiv, da a und d auf dasselbe Element
abgebildet werden. (d) Diese Abbildung ist bijektiv.

Zu einer bijektiven Abbildung f : U — V existiert die Umkehrabbildung [in-
verse mapping| f~1:V — U, sodass

@) =2 uwd f(f(y)=y. (1.57)

(Achtung: f~! ist natiirlich nicht dasselbe wie 1/f, also die Funktion, die jedem z den
Kehrwert 1/f(z) zuordnet.)

Ist eine Abbildung injektiv (aber nicht surjektiv), kann man die Umkehrabbil-
dung auf der Bildmenge von f definieren. Ist eine Abbildung nicht injektiv, muss man
zur Definition der Umkehrabbildung die Urbildmenge derart einschréinken, dass es zu
jedem Bildelement y € V nur genau ein Urbildelement z € U mit f(z) = y gibt.
Ein Beispiel ist die Wurzelabbildung (innerhalb der Menge der reellen Zahlen), die
Umkehrabbildung zur Quadratfunktion:

fl@)=2" = [H(z)=+Var.

Der Definitionsbereich von f~! muss auf das Bild von f eingeschréinkt werden (die
nicht negativen reellen Zahlen), und man muss zu jedem Element x € R ein Urbild

auswahlen (z.B. das mit positivem Vorzeichen).
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Etwas vereinfacht ausgedriickt erhélt man die Umkehrabbildung zu einer Funk-
tion f(z), indem man die Gleichung

y = f(x)
nach z auflost zu
z=f"(y)
Beispiele:
1 -1
yzlii — y(l—xz)=1+4+2 oder x:%.
Also ist: L+ .
x B Yy —
— d o) =2 ——
fla) =1 and ) = L

1.6.2 Graphische Darstellung

Der Graph [graph] G(f) einer Abbildung f : U — V besteht aus der Menge aller
Punktepaare (x,y) € U x V mit der Eigenschaft, dass y ein Bildpunkt von f ist:

G(f) = {(z, f(z))|x € U}.

Meist trégt man die Punkte in einem zweidimensionalen Koordinatensystem mit den
Achsen fiir # € U (horizontal) und y € V' (vertikal) auf.

Die graphische Darstellung der Umkehrfunktion erhalten wir, indem wir den
Graph an der y = z-Achse (der Diagonalen) spiegeln, bzw. die Rollen von z- und
y-Achse vertauschen. Nach der Definition der Umkehrfunktion gilt ndmlich

G ={w.fW)lyeV}.

Dies ist aber eine Punktmenge in V' x U, die man einfach aus der Punktmenge des
Graphen zu f in U x V durch Vertauschen der beiden Argumente erhélt. Es werden
also lediglich die Rollen der beiden Achsen vertauscht.

1.6.3 Abbildungen als spezielle Relationen

Das Konzept des Graphen einer Funktion verdeutlicht, dass es sich bei Funktionen um
spezielle Relationen handelt. Wahrend allgemein eine Relation (zwischen einer Menge
U und einer Menge V') eine Teilmenge von U x V' ist, handelt es sich bei Funktionen
um Relationen mit bestimmten einschrinkenden Bedingungen:

Eine Relation R C U x V bezeichnet man als Abbildung f : U — V, wenn
R linksvollstindig [left complete] und rechtseindeutig [right unique] ist. Eine Relation
heifit dabei linksvollstindig, wenn es zu jedem Element x € U mindestens ein y € V

gibt, sodass (z,y) € R. Jedes Element x aus U tritt also mindestens einmal bei der
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Relation auf. Eine Relation heifit rechtseindeutig, wenn fiir alle x € U und alle y € V
und z € V gilt:

(x,y) e RA(z,2) E R=>y==2. (1.58)

Mit anderen Worten, das Element in V', welches dem Element = € U zugeordnet wird
(bzw. mit x in Relation steht) ist eindeutig.

Ein surjektive Abbildung ist zusétzlich rechtsvollstindig, eine injektive Abbil-
dung ist linkseindeutig.

1.6.4 Hintereinanderschaltung von Abbildungen

Liegt der Definitionsbereich V' einer Abbildung ¢ : V' — W innerhalb der Bildmenge
V einer Abbildung f: U — V, gilt also V' C V', konnen wir die beiden Abbildungen
auch hintereinanderschalten. Dadurch erhalten wir eine Abbildung go f : U — W, die
ein Element € U auf das Element g(f(x)) abbildet. Man beachte, dass eine solche
Hintereinanderschaltung ¢ o f nach Konvention von rechts nach links gelesen wird:
zunéchst wird die Abbildung f angewendet, anschlieend die Abbildung g.

Beispielsweise kann man die Abbildungen
fR=R w2 (1.59)

und
g:R—>R 2z exp(—x) (1.60)

hintereinanderschalten und erhélt:

gof:R—=R z+ exp(—2?). (1.61)

1.6.5 Folgen und nochmals Potenzmengen

Wir betrachten zwei besondere Abbildungen. Die erste Abbildung erlaubt die Defini-

tion von Folgen, die zweite ist eine Ergénzung zur Potenzmenge.

Definition: Fine Abbildung von der Menge der natirlichen Zahlen N in eine Menge M
bezeichnet man als Folge [sequence] von Elementen aus M.

Meist wahlt man in diesem Fall die Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0. Eine Folge
ist somit eine Liste von Elementen aus M, die durch die natiirlichen Zahlen durch-

nummeriert wird:

1, o, T3, Tg, T5, Tg ... = {l‘i}iEN- (162)
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Der Begrift der Folge ldsst sich auch verallgemeinern, indem man die Menge der
natiirlichen Zahlen durch eine beliebige Indexmenge [ ersetzt. Man schreibt in die-
sem Fall {z;}icr.?

AbschlieBend soll noch die Notation 2 fiir die Potenzmenge einer Menge M
begriindet werden:

Satz: Eine Teilmenge A C M ldsst sich eindeutig durch eine Abbildung xa : M —
{0, 1} beschreiben.

Eine Teilmenge A einer Menge M ist dadurch definiert, dass wir angeben, welche
Elemente aus M in A liegen und welche nicht. Definieren wir nun unsere Abbildung
Xa : M — {0,1} durch die Vorschrift: x4(z) = 0, falls + ¢ A und xa(z) = 1 falls
x € A, so erkennt man, dass diese Abbildung y 4 die Teilmenge A eindeutig beschreibt.
Umgekehrt definiert nach dieser Vorschrift auch jede beliebige Abbildung von M in
{0,1} eindeutig eine Teilmenge von M. Die Abbildung x4 bezeichnet man als die
charakteristische Abbildung [characteristic mapping] zu der Teilmenge A.

Da es offensichtlich eine eineindeutige Beziehung zwischen der Menge der Abbil-
dungen x4 : M — {0, 1} und der Menge der Teilmengen von M (also der Potenzmenge
P(M)) gibt, konnen wir die Potenzmenge P(M) auch mit der Menge solcher Abbil-
dungen identifizieren. Da die Bildmenge zwei Elemente hat, erklart dies die manchmal
verwendete Notation 2M fiir die Potenzmenge von M.

Sei allgemeiner V' eine (endliche) Menge mit v = |V| Elementen, dann gibt es
v Abbildungen von M in die Menge V.

1.7 Die Méachtigkeit von Mengen

Bei endlichen Mengen [finite sets] ist es leicht, ein Maf fiir ihre Gréfe anzugeben: die
Anzahl der Elemente in dieser Menge. Die Michtigkeit [cardinality] einer endlichen
Menge M, oft durch | M| gekennzeichnet, ist somit gleich der Anzahl der Elemente in
dieser Menge: |M| = n (falls M genau n Elemente hat).

Manchmal muss man jedoch gar nicht wissen, wie viele Elemente eine Menge
hat, sondern mochte lediglich zwei Mengen vergleichen. Méchte man beispielsweise
wissen, ob es mehr Stiihle in einem Zimmer gibt als Personen, muss man beide Men-
gen nicht abzihlen. Man bittet lediglich jede Person, sich auf einen Stuhl zu setzen

3Eine Anmerkung zur Notation: In vielen Mathematikbiichern findet man auch die Schreibwei-
se (z;)ien, also runde Klammern. Man mdchte damit andeuten, dass bei einer Folge die Elemente
geordnet sind. Ich verwende die geschweiften Klammern, da es weniger um die Reihenfolge des Auf-
schreibens geht als dass deutlich ist, welches Element aus M das Bild von ¢ = 1 ist, welches das Bild
von ¢ = 2, etc. Letztendlich spielt die Notation hier aber keine Rolle.
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(und natiirlich diirfen keine zwei Personen auf demselben Stuhl sitzen). Wenn es zum
Schluss weder Personen ohne einen Stuhl noch leere Stiihle gibt, hatten die beiden
Mengen offensichtlich gleich viele Elemente. Die mathematische Formulierung dieser
Beobachtung ist: Wenn es eine bijektive Abbildung zwischen zwei endlichen Mengen
gibt, haben die beiden Mengen dieselbe Anzahl an Elementen.

Bei unendlichen Mengen kann man die Anzahl ihrer Elemente nicht mehr durch
eine natiirliche Zahl ausdriicken. Daher ist es bei unendlichen Mengen schwieriger, ein
Ma$ fiir die Anzahl der Elemente in dieser Menge zu finden. Enthalten die natiirlichen
Zahlen mehr Elemente als die Menge der geraden natiirlichen Zahlen oder die Menge
der Primzahlen? Es lassen sich jedoch auch unendliche Mengen vergleichen. Auf Georg
Cantor geht die folgende Definition zuriick:

Definition: Zwei Mengen A und B heiflen gleich mdchtig, wenn es eine bijektive Ab-
bildung f : A — B gibt.

Die folgenden Abschnitte zeigen einige Konsequenzen dieser Definition.

1.7.1 Abzihlbar unendliche Mengen

Die einfachste unendliche Menge ist die Menge der natiirlichen Zahlen N.

Definition: Fine Menge A heifst abzahlbar unendlich [countably infinite/, wenn es eine
bijektive Abbildung von der Menge der natiirlichen Zahlen N in die Menge A gibt.

Mit dieser Definition hat die Menge der nicht negativen geraden Zahlen (manch-
mal schreibt man dafiir 2N)?* dieselbe Méchtigkeit, wie die Menge der natiirlichen Zah-
len und ist somit abzéhlbar unendlich. Als bijektive Abbildung kénnen wir f : N — 2N
mit f(n) = 2n wihlen. Auch die Menge der Primzahlen ist abzahlbar unendlich. Diese
Aussage gilt fiir jede beliebige, nicht endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Bei
einer abzéhlbar unendlichen Menge konnen wir die Elemente durchnummerieren, d.h.,
wir konnen A in der Form

A={ay,a9,as,....}. (1.63)

schreiben.

4Diese Notation ist eigentlich gebriuchlicher fiir die ganzen Zahlen. Allgemein ist kZ die Menge
aller ganzen Zahlen, die Vielfache von k sind.
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by by b3 by bs
aq (ah 51) (CL1, b2) (ab bs) (CLl, b4) (ab bs)
7 e 7 e
(05} (a27 bl) ((12, b2) (CLQ, b3) (a‘27 b4)
7 e 7
as (a37 bl) (a37 b2) (a37 b3)
7 P
Qy (a4, b1) (Cl4, b2)
7
as | (as,br)

Abbildung 1.3: Zum Beweis, dass das kartesische Produkt zweier abzéhlbar unendlicher
Mengen wieder abzédhlbar unendlich ist.

Satz: Seien A und B abzdihlbar unendliche Mengen, dann ist auch AU B abzdhlbar
unendlich.

Zum Beweis betrachten wir die durchnummerierten Elemente der Mengen A
und B:
A= {al,ag,ag,...} B = {bhbg,bg,...} (164)

und wahlen fiir A U B die Elemente abwechselnd:
AUB = {al,bl,ag,bg,ag,b:;,...} (165)

Dieses Argument zeigt, dass z.B. die Menge der ganzen Zahlen Z ebenfalls abzéhlbar
unendlich ist.

Satz: Seien A und B abzdhlbar unendliche Mengen, dann ist auch A x B abzihlbar
unendlich.

Zum Beweis schreiben wir A x B in Form einer Tabelle (vgl. Abb. 1.3). Nun
beginnen wir oben links und nummerieren die Elemente immer entlang der Diagonalen

von links-unten nach rechts-oben:

Ax B= {(al, b1), (az,b1), (a1,bs), (as, by), (az, ba), (ay,bs), - - } (1.66)

Das Element (ay,, b,,,) steht in der n4+m—1. Diagonalen und innerhalb einer Diagonalen

werden die Elemente in der Reihenfolge des zweiten Eintrags b, aufgelistet. Auf diese
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Weise erhahlt man eine bijektive Abbildung von der Menge der natiirlichen Zahlen in
die Menge der Paare des kartesischen Produkts.

Da sich jede rationale Zahl als Quotient einer ganzen Zahl dividiert durch eine
natiirliche Zahl (ungleich 0) schreiben ldsst, ist auch die Menge der rationalen Zahlen
abzéhlbar unendlich. Manche Zahlenpaare gehoren zu gleichen rationalen Zahlen (wir
konnen eine Aquivalenzrelation definieren und zwei Zahlenpaare (my,n1) und (ms, ny)
mit n; # 0 als dquivalent definieren, wenn m;/ny; = msy/ny). Diese wiirde man in
der Liste nur einmal auftreten lassen. Da jede unendliche Teilmenge einer abzéhlbar
unendlichen Menge wieder abzéhlbar unendlich ist, sind auch die rationalen Zahlen
abzéhlbar unendlich.

Das Ergebnis ist zunéchst {iberraschend, denn die rationalen Zahlen liegen dicht
auf der Zahlengeraden, d.h., zwischen je zwei rationalen Zahlen liegen (unendlich viele)
weitere rationale Zahlen. Auflerdem lassen sich die rationalen Zahlen nicht entspre-
chend ihrer Grofie anordnen (es gibt keine kleinste positive rationale Zahl). Fiir die
Existenz einer bijektiven Abbildung ist das aber auch nicht notwendig.

1.7.2 Reelle Zahlen — iiberabzihlbar unendlich

Georg Cantor konnte auch beweisen, dass die Menge der reellen Zahlen nicht abzéhlbar
unendlich ist. Der Beweis ist nicht nur ein schones Beispiel fiir einen Beweis durch
Widerspruch, sondern sein ,,Diagonalisierungsargument® diente gleichzeitig als Vorlage
fiir sehr viele weitere Beweise in der Mathematik.

Wir werden die Menge der reellen Zahlen axiomatisch erst in Kapitel 4 ein-
fithren. Hier betrachten wir nur die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (wenn wir fiir
diese schon gezeigt haben, dass sie nicht mehr abzéhlbar sind, gilt das natiirlich auch
fiir die Menge aller reellen Zahlen) und identifizieren diese einfach mit der Menge aller
moglichen Dezimalentwicklungen, also mit Folgen von Ziffern 0,1, ...9. Jede (eventuell
unendliche oder auch nicht periodisch werdende) Folge der Form

0,@1 a2 A3 A4 Q5 ... (167)

mit a; € {0,1,...,9} beschreibt somit eine reelle Zahl. Ausschliefen miissen wir aller-
dings Folgen, die ab einer bestimmten Stelle nur noch aus der Ziffer 9 bestehen (es
gilt 0,99999... = 1,0). Dies ist ein technisches Detail, das den eigentlichen Beweis zwar
etwas schwieriger macht, am Ergebnis aber nichts &ndert. Daher lassen wir es im Fol-
genden unberiicksichtigt.

Satz: Die Menge R der reellen Zahlen besitzt eine griffere Mdchtigkeit als die Menge
N der natiirlichen Zahlen.
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Wie schon erwéihnt beschrinken wir uns auf das Intervall [0, 1] und fiihren einen
Widerspruchsbeweis. Wir nehmen also an, es gébe eine bijektive Abbildung von der
Menge der natiirlichen Zahlen in die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1.
Das wiirde bedeuten, wir konnten die reellen Zahlen in einer bestimmten Reihenfolge

anordnen:

0,a1 as az a4 as ...

0,b1 by b3 by b5 ...

0,c1 ¢2 3 ¢4 05 ... (1.68)
0,dy do ds dy ds ...

0,e1 e9e3€eq4e€5 ...

0,f1 fa fs fa fs -

A~~~ I/~ N —~ —~
[\

D
v ~— ~— ~— ~— ~—

Wir konnen nun eine Zahl

0, L1 Lo X3 Tyq Ty ... (169)

konstruieren, die mit Sicherheit nicht in dieser Liste auftaucht. Diese Zahl hat an der
ersten Stelle eine Ziffer, die von a; verschieden ist (beispielsweise 1 = a; + 1 mod
10, also fiir a; = 9 wéhlen wir fiir die neue Zahl z; = 0). x5 soll von by verschieden
sein, entsprechend x3 von c3 und so weiter. Wir wihlen also die Elemente entlang
der Diagonalen und dndern sie ab. Diese so konstruierte Zahl kann nirgendwo in der
Liste auftauchen, da sie sich an mindestens einer Stelle von jeder Zahl in der Liste
unterscheidet. Es handelt sich aber um eine wohl definierte reelle Zahl. Also haben wir
eine reelle Zahl gefunden, die nicht in der bisherigen Aufzdhlung war.

Wie man sich leicht iiberlegen kann, gilt dies fiir jede beliebige Liste reeller Zah-
len. Es nutzt also nichts, die neue Zahl irgendwo in die vorhandene Liste einzufiigen.
Nach dem Cantor’schen Diagonalisierungsargument kénnen wir dann eine neue reelle
Zahl konstruieren, die nicht in der Liste ist.

Die Annahme, es gibe eine vollsténdige Liste der reellen Zahlen, fiihrt also auf
einen Widerspruch. Damit muss die urspriingliche Annahme (dass die reellen Zahlen
sich in einer solchen Liste anordnen lassen) falsch sein. Es gibt also keine bijektive
Abbildung zwischen der Menge der reellen Zahlen und der Menge der natiirlichen
Zahlen. Da die Menge der reellen Zahlen die natiirlichen Zahlen als Teilmenge enthélt,
muss sie von einer grofferen Mdchtigkeit sein als die Menge der natiirlichen Zahlen. Man
bezeichnet die Michtigkeit von R (sowie alle hoheren Méchtigkeiten, siehe néchsten
Abschnitt) als dberabzihlbar (unendlich) [uncountably infinite].

Man kann leicht zeigen, dass die Menge der reellen Zahlen bijektiv zur Potenz-

menge der natiirlichen Zahlen ist, sodass die Potenzmenge von N {iberabzahlbar ist.
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Dazu stellt man die reellen Zahlen (wiederum zwischen 0 und 1) als binére Zahlenfolgen
dar:
0, ay 9o ag ag Aas ... a; € {O, ].} . (170)

Jede reelle Zahl ist in dieser Form darstellbar. Die Folge {a; }ien beschreibt aber eine
Abbildung von N in die Menge {0, 1} und legt somit eineindeutig eine Teilmenge der
natiirlichen Zahlen fest. Umgekehrt entspricht jeder Teilmenge der natiirlichen Zahlen
in diesem Sinne eine reelle Zahl. Also sind die reellen Zahlen gleichméchtig wie die

Potenzmenge von N.

1.7.3 *Die Kontinuumshypothese und ein unendlicher

Turm von Michtigkeiten

Georg Cantor stellte die Vermutung auf, dass es zwischen der Méchtigkeit der natiir-
lichen Zahlen (die er mit Ry — gelesen ,,aleph null“ — bezeichnete) und der Méachtigkeit
der reellen Zahlen (also der Potenzmenge der natiirlichen Zahlen) keine weitere Méachtig-
keit gibt. Das bedeutet, die reellen Zahlen enthalten keine Teilmenge, die méchtiger
ist als die Menge der natiirlichen Zahlen, aber nicht so méchtig ist wie die Menge der
reellen Zahlen selbst. Diese Vermutung bezeichnet man als Kontinuumshypothese oder
Kontinuumsvermutung [continuum hypothesis).

Mittlerweile konnte bewiesen werden, dass die Kontinuumshypothese inner-
halb des Axiomensystems von Zermelo-Fraenkel nicht entscheidbar ist, also zu den
,beriichtigten® Aussagen gehort, von denen Kurt Godel (1906-1978) 1931 gezeigt hat,
dass es sie in jedem widerspruchsfreien Axiomensystem, das die natiirlichen Zahlen
beschreiben kann, geben muss [7]. Godel selbst hatte 1938 bewiesen, dass die Kon-
tinuumshypothese im Zermelo-Frenkel-Axiomensystem nicht widerlegbar ist [8], und
Paul Cohen (1934-2007) konnte 1960 beweisen, dass die Kontinuumshypothese im
Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem auch nicht beweisbar ist [3].

Setzen wir die Kontinuumshypothese voraus, so ist die Méchtigkeit der reellen
Zahlen ¥; und es gilt

N, = 2% (1.71)

Mit einem &hnlichen Argument wie das Diagonalisierungsargument konnte Cantor
auch beweisen, dass die Machtigkeit der Potenzmenge einer beliebigen Menge M immer
grofier ist, als die Méchtigkeit der Menge M selbst. Das bedeutet, die Potenzmenge
der reellen Zahlen P(R) hat eine groBere Méchtigkeit als die reellen Zahlen selbst,
und die Potenzmenge dieser Menge hat ebenfalls wieder eine gréflere Méchtigkeit. Das
fithrt auf einen unendlichen Turm von Méachtigkeiten und nach der verallgemeinerten

Kontinuumshypothese sollte immer gelten:

N, = 2%, (1.72)
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Kapitel 2
Elementare Algebra

Die Algebra, und speziell die lineare Algebra, sind eigentlich Gegenstand einer ande-
ren Vorlesung. Wir werden jedoch gelegentlich algebraische Begriffe und Strukturen
verwenden, dazu zéhlen die Strukturen der Gruppe, des Kérpers und insbesondere die
des Vektorraums. Daher dient dieses Kapitel als elementare Einfiihrung in diese Kon-
zepte. Meist werden die Sétze nicht bewiesen, sondern auf die Vorlesung zur linearen
Algebra verwiesen.

2.1 Gruppen

Definition: Eine Gruppe [group] ist eine Menge G mit einer Verkniipfung o : G x G —
G, sodass folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Assoziativitit [associativity]: Fir je drei Elemente gy, g2, g3 € G gilt:
g3 (g2091) = (930 92) 2 91 (2.1)

2. Existenz eines neutralen Elements [neutral element/: Es gibt ein Element e € G,

sodass fiir alle Elemente g € G gilt:

goe=eog=yg. (2.2)

Manchmal bezeichnet man das neutrale Element auch als ,Identitdt [identity
element] oder auch als ,Fins-Element*.

3. Ezistenz eines inversen Elements [inverse element]: Zu jedem Element g € G

qibt es ein Element ¢, sodass

gog_lzg_logze. (2.3)

Anmerkungen:
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. In manchen Lehrbiichern findet man noch zusétzlich das Axiom, dass fiir je zwei

Elemente ¢;,gs € G die Verkniipfung g; o g; ebenfalls wieder in G liegen soll.
Unsere Definition der Verkniipfung als Abbildung o : G x G — G enthélt diese

Forderung.

. Axiom 2 und 3 sind schone Beispiele fiir die Bedeutung der Reihenfolge von

Quantoren (vgl. Seite 18). In formaler Schreibweise lauten sie:

2. dJeeG Vge (G : goe=eog=gyg (2.4)
3. VgeG Jg'eCG i gogl=glog=e. (2.5)

. Gilt neben den genannten Axiomen noch fiir zwei beliebige Elemente ¢, g» € G

die Kommutativitat [commautativity,

920091 = G102, (2.6)

so spricht man von einer kommutativen Gruppe oder auch abelschen Gruppe
[abelian group|. Bei kommutativen Gruppen schreibt man fiir die Verkniipfung

oft + und das neutrale Element wird mit 0 bezeichnet.

. Fiir Gruppen lassen sich sehr viele Beziehungen beweisen. Als Beispiel sei nur

die Eindeutigkeit des neutralen Elements e genannt. Angenommen, ein zweites

Element ¢’ erfiille ebenfalls Axiom 2, dann folgt:

doe=¢ und eoe=e, (2.7)

daraus folgt aber e = ¢€’. In dhnlicher Weise lisst sich auch beweisen, dass das

inverse Element zu einem Element ¢ eindeutig ist.

. Die Menge der ganzen Zahlen 7Z bildet eine Gruppe unter der Addition, wenn

wir das zu n € Z inverse Element mit (—n) bezeichnen. Die Subtraktion ist also
keine gesonderte Verkniipfung sondern bezeichnet die Addition mit dem inversen
Element.

Die natiirlichen Zahlen (selbst unter Einbezichung der 0) bilden keine Gruppe
unter der gewohnlichen Addition, da die inversen Elemente nicht in N enthalten
sind. Man kann die ganzen Zahlen als die Erweiterung der natiirlichen Zahlen
um die zur Addition inversen Elemente auffassen.

Die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen jeweils ohne das Element 0 bilden
eine Gruppe unter der Multiplikation, wobei das inverse Element zu einer Zahl
r mit 71 = % bezeichnet wird. Wiederum ist die Division keine eigensténdige

Verkniipfung sondern bezeichnet die Multiplikation mit einem inversen Element.
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6. Eine weitere wichtige Gruppe ist die Gruppe der Permutationen [permutations]
auf einer (meist endlichen) Menge. Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung
einer endlichen Menge in sich selbst. Denkt man sich die Elemente in einer Reihe
geordnet, so verdndert eine Permutation nur die Reihenfolge der Elemente. Das
Einselement ist die Permutation, die alle Elemente an ihrer Stelle beldsst. Das

inverse Element zu einer Permutation macht die Permutation riickgéngig.

Eine Teilmenge H C G heifit Untergruppe [subgroup] von G, wenn zu jedem
g € H auch ¢g~! € H und fiir alle g1, g, € H auch g, 0 g; € H gilt.

Eine Abbildung f : G; — G, von einer Gruppe G in eine Gruppe G5 heifit
Gruppenhomomorphismus [group homomorphism], wenn f(g~') = f(g)~' und fiir alle
9,9 € Gy gilt: f(¢')o f(g) = f(¢' og). Man kann damit sofort zeigen, dass f(e;) = ey
(wobei e; und ey die jeweiligen Einselemente in GG; und G5 sind). Handelt es sich bei
f um eine bijektive Abbildung, bezeichnet man f als Gruppenisomorphismus [group
isomorphism] und die Gruppen G; und G4 heiflen isomorph [isomorphic].

Ganz allgemein spricht man von einem Homomorphismus, wenn eine Abbil-
dung die wesentlichen Strukturen auf einer Menge invariant ldsst. Man bezeichnet
zwei Mengen mit einer gleichen Struktur als isomorph, wenn es eine bijektive struk-
turerhaltende Abbildung zwischen ihnen gibt. Natiirlich muss man immer angeben,
um welche Strukturen es sich jeweils handelt.

2.2 Korper

Die rationalen Zahlen, reellen Zahlen und komplexen Zahlen sind Beispiele fiir einen
Kérper [field]. (Manchmal spricht man auch konkreter von einem Zahlenkérper [num-
ber field].) Grob gesagt kann man in einem Korper Elemente addieren und multipli-
zieren und man kann insbesondere Gleichungen der Form a - = b nach z auflosen
(sofern a # 0).

Definition: Ein Kérper ist eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen + : K x
K — K (Addition) und - : K* x K* — K* (Multiplikation; wobei K* = K\ {0}, also
die Menge K ohne das neutrale Element zur Addition), sodass K eine abelsche Gruppe
beziiglich der Verkniipfung + und K* eine abelsche Gruppe beziiglich der Verkniipfung
- sind. AufSerdem sollen folgende Beziehungen gelten:
O-z=2-0=0 fir alle z in K (2.8)
r-(y+z2)=z-y+zx-z fir alle z,y,z in K. (2.9)
Das Fins-Element zur Multiplikation wird mit 1 bezeichnet. Es soll 0 # 1 gelten.

Das zweite Gesetz (Gl. 2.9) heifit Distributivgesetz. Es verbindet die Addition
und die Multiplikation.
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Beispiele:

. Wie schon erwéhnt, sind die rationalen Zahlen @Q, die reellen Zahlen R und

die komplexen Zahlen C Korper. Die ganzen Zahlen sind kein Korper, da es
zur Multiplikation im Allgemeinen keine inversen Elemente gibt. Die rationalen
Zahlen kann man formal als die Erweiterung der ganzen Zahlen um die inversen
Elemente zur Multiplikation definieren. ,Erweiterung“ bedeutet hierbei nicht
nur die Hinzunahme der inversen Elemente sondern auch die Hinzunahme aller

Elemente, die man durch Verkniipfungen mit inversen Elementen erhélt.

. Ist p eine Primzahl, so bilden die Zahlen Z, = {0,1,2,...,p — 1} einen Korper,

wenn man die Addition und die Multiplikation jeweils modulo p betrachtet. Man
beachte, dass das inverse Element zu einer Zahl in Z,, tatsichlich wieder in dieser
Menge liegt und ein ganz anderes Element bezeichnet, als beispielsweise das
inverse Element zu dieser Zahl in Q. Sei beispielsweise p =5, so gilt 2-3 =6 =1
modulo 5, und somit ist 2 das inverse Element zu 3 und umgekehrt. Und da

4-4 =16 =1 modulo 5, ist 4 sein eigenes inverses Element.

. Speziell fiir p = 2 bildet die Menge F, = {0,1} einen Korper beziiglich der

Addition und Multiplikation modulo 2, d.h. es gilt:
0+0=1+1=0 0+1=140=1 0-0=0-1=1-0=0 1-1=1. (2.10)

Viele Satze zu mathematischen Strukturen, die mit einem Ko&rper zusammen-
h&ngen, gelten nicht, wenn der beteiligte Korper F5 ist, sodass man diesen Fall
oft explizit ausschliefit. Der Grund ist folgender: Aus der Gleichung x = —x folgt
2x = 0. In allen Korpern aufler 5, kann man daraus z = 0 folgern. In F; gilt aber
2 =0 mod 2 und somit gilt in F, die Gleichung x = —z fiir alle = (insbesondere

auch fir z = 1).

. Die Menge aller Zahlen der Form a + v/2b mit a,b € Q bildet einen Korper

beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation. Beispielsweise ist

a—/2b a —-b

2b) 7" = = 22— — 2.11
(a +v2b) a? — 2b? a2—262+\/_a2—262’ (2.11)
was wieder die angegebene Form hat. Auflerdem sieht man, dass lediglich 0 kein
inverses Element besitzt, denn es gibt keine rationalen Zahlen a und b, sodass
a? = 2b% (sonst wire /2 rational). Statt /2 kann man beispielsweise auch jede

andere Quadratwurzel einer Nicht-Quadratzahl nehmen.

. Wir werden in Kapitel 4.1 die reellen Zahlen noch genauer behandeln. Sie sind

unter den vielen Kérpern dadurch ausgezeichnet, dass sie die natiirlichen Zahlen
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enthalten (was die Beispiele 2 und 3 ausschliet), vollstédndig sind (alle Grenzwer-
te von Folgen reeller Zahlen sind wieder reelle Zahlen; das schliefit die rationalen
Zahlen sowie Beispiel 4 aus) und eine natiirliche Ordnungsrelation besitzen (das
schlieit die komplexen Zahlen aus).

2.3 Vektorriaume

Definition: FEin Vektorraum [vector space] iber einem Korper K ist eine Menge V
zusammen mit zwei Abbildungen, + :V xV — V und - : K xV — V, sodass folgende
Bedingungen erfillt sind:

1. 'V ist beziiglich + eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element bezeichnen wir
mit 0, das zu einem Element x € V' inverse Element mit —x.

2. FEs gelten die folgenden vier Beziehungen:

fir allea,be Kundz eV a-(b-z)=(ab) -z
firallea e Kundz,y €V  a-(z+y)=a-xz+a-y
fir allea,be Kundz eV (a+b)-z2=a-z+b-x

firallexz e V l-z=2x

Die Elemente eines Vektorraums bezeichnet man als Vektoren.

Anmerkungen:

1. Die zweite Beziehung (Gl. 2.13) bezeichnet man wieder als Distributivgesetz [di-
stibutive law]. Diesmal verbindet dieses Gesetz jedoch die Addition innerhalb
von V' mit der Multiplikation mit Korperelementen.

2. Der Punkt - bei der Multiplikation von Elementen des Korpers mit Elementen
des Vektorraums wird meist weggelassen und man schreibt statt a - & einfach
azx. Manchmal, insbesondere bei Vektoren im R3, betone ich die Vektoreigen-
schaft durch den ,, Vektorpfeil“ ¥, meist werde ich diesen Vektorpfleil aber nicht
verwenden; der Zusammenhang sollte deutlich machen, wann es sich bei einem
Objekt um einen Vektor handelt. In diesem Kapitel kennzeichne ich Vektoren
meist durch die dickere boldface-Schreibweise.

3. Jeder Korper ist gleichzeitig auch ein Vektorraum iiber sich selbst, wobei die
Abbildung + die Addition innerhalb des Korpers ist.
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4. Die bekanntesten Beispiele fiir Vektorrdume sind n-Tupel von Koérperelementen:
V ={(z1, 29, ....,x,)|x; € K}, wobei die Addition von Vektoren und die Multipli-
kation eines Vektors mit einem Element des Kérpers komponentenweise definiert
sind:

(X1, T2y ooy T) + (Y1, Y2y ooy Yn) = (21 F Y1, T2+ Y2, ooy Ty + Yn) (2.16)

a-(r1,x9,....xy) = (az1,axs,....,az,) (a €K). (2.17)

Definitionen: Ein Satz von Vektoren {z;}, (x; € V,&; # 0 — insbesondere bezeichnet der
Index hier nicht die Komponenten des Vektors sondern verschiedene Vektoren) heifit

linear unabhdngig [linearly independent/, wenn aus der Bedingung

a1y + s + ... + apx, = Z a;r; = 0 (218)

folgt, dass a; = 0 fir alle i. Andernfalls heiffen die Vektoren linear abhingig [linearly
dependent] und es gibt (mindestens) einen Vektor, der sich als Linearkombination
[linear combination] der anderen Vektoren darstellen lisst. Die mazimale Anzahl von
linear unabhdngigen, nicht verschwindenden Vektoren, die sich in einem Vektorraum
finden ldsst, bezeichnet man als die Dimension [dimension] des Vektorraums. Eine
Basis [basis] ist ein solcher mazimaler Satz von linear unabhingigen Vektoren; die

Elemente der Basis bezeichnet man als Basisvektoren [basis vectors].

Jeder Vektor lédsst sich eindeutig als Linearkombination solcher Basisvektoren
darstellen.

2.3.1 Skalarprodukt und Norm

Aus den bisherigen Axiomen ergibt sich noch keine Moglichkeit, Winkel zwischen Vek-
toren zu bestimmen oder Langen von Vektoren. Dazu definiert man gewohnlich ein
sogenanntes Skalarprodukt [scalar product]. Im Folgenden betrachten wir nur Vek-
torrdume iiber den reellen oder komplexen Zahlen.

Ein Skalarprodukt g auf einem Vektorraum V mit Korper R st ein positives
[positive], nicht entartetes [non-degenerate], symmetrisches [symmetric/, bilineares [bi-
linear| Produkt:

g:VxV >R (z,y) — g(z,y) . (2.19)
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Daber bedeutet:

x,x) >
z,x)=0cz=0
z,y) =9(y,z)

x, 0y + fz) = ag(x,y) + Bg(x, 2)
Va,B € R und Vz,y,z € V.

POsitiv

Q

(

nicht entartet : g(
symmetrisch : g(
9(

bilinear

Wegen der Symmetrie folgt aus der Linearitéit im zweiten Argument auch die
Linearitdt im ersten Argument (daher ,bilinear*):

glax + Py, 2) = ag(z,z) + Bg(y,2) Va,f € Rund Vz,y,z € V. (2.24)

Manchmal bezeichnet man das Skalarprodukt auch als inneres Produkt [inner product].

Anmerkung: Ohne die Eigenschaft der Positivitdt spricht man auch von einer
symmetrischen Bilinearform. Allgemein bezeichnet man eine symmetrische Bilinear-
form als nicht entartet, wenn gilt:

gxz,y) =0 Vz eV = y=0. (2.25)

Die oben angegebene Definition impliziert, dass ein Skalarprodukt nie entartet ist.

In der linearen Algebra untersucht man allgemeine Skalarprodukte. Im Folgen-
den verwenden wir fiir den Vektorraum der n-Tupel von Korperelementen meist das
kartesische Skalarprodukt [cartesian scalar product]:

gl@y)=z-y=> vy (2.26)

Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dass dieses Produkt alle angegebenen Eigen-
schaften erfiillt. Das kartesische Skalarprodukt wird meist durch den Punkt - gekenn-
zeichnet. In diesem Fall wird der Punkt immer explizit geschrieben.

Handelt es sich bei dem Korper um den Korper C der komplexen Zahlen,
definiert man g(z,y) = >, z;y;, wobei z} das komplex konjugierte Element zu z;
ist. Man spricht dann von einem hermiteschen [hermitian] oder unitiren [unitary]
Skalarprodukt. (Manchmal spricht man auch von einem sesquilinearen inneren Pro-
dukt.) Hierbei &ndern sich lediglich die letzten beiden Bedingungen: Statt ,,symme-
trisch® fordert man nun hermitesch [hermitian], d.h.: g(z,y) = g(y,2)*, und das Ska-
larprodukt ist linear im zweiten Argument aber anti-linear im ersten (d.h., es gilt
glax + By, z) = a*g(x,2) + B*g(y, 2) fiir alle z,y,2 € V und o, € C).! Man be-
achte, dass auch bei einem komplexen Vektorraum wegen der Hermitizitdtsbedingung
g(z,x) € R fiir allex € V. Daher ist die Forderung der Positivitdt immer noch sinnvoll.

In der Informatik und der Mathematik fordert man oft die Linearitit im ersten Argument und

die Anti-Linearitéit im zweiten Argument.
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Fiir einen gegebenen Vektor & € V' definiert
Izl = v/o(@2) (2.27)
eine Norm [norm] (anschaulich eine Lange des Vektors z) und

_ y(z.y)
1[Iyl

einen Winkel o zwischen zwei (nicht verschwindenden) Vektoren. Im néchsten Ab-

oS (v (2.28)

schnitt zeigen wir, dass diese Definition sinnvoll ist, weil der Ausdruck auf der rechten
Seite niemals grofer als 1 wird. Insbesondere bezeichnen wir zwei nicht verschwindende
Vektoren  und y als orthogonal [orthogonal], wenn g(z,y) = 0. Wir bezeichnen zwei
orthogonale Vektoren z und y als orthonormal [orthonormal], wenn neben g(z,y) =0
noch |z|| = |ly|| = 1 gilt. Sind die Basisvektoren in einem Vektorraum paarweise
orthonormal, spricht man von einer Orthonormalbasis.

Allgemein ist eine Norm eine Abbildung || - || : V' — R, die den folgenden
Bedingungen geniigt:

(1)  Jz||>0 und |z|]|=0<2=0
2) o] = laf - [l
B) e +yll < llzll + llyll-
Nicht jede Norm folgt aus einem Skalarprodukt. Beispielsweise definiert die Vorschrift
Izll = (|21 [P + |zolP + ... 4 [ [P) P (2.29)

eine Norm (die so genannte /,-Norm), doch nur fiir p = 2 ergibt sich diese Norm
aus einem Skalarprodukt. Einen Vektorraum mit einer Norm bezeichnet man auch
als normierten Vektorraum. Einen normierten Vektorraum, der beziiglich der Norm
,vollstéandig* ist (diesen Begriff fiihren wir in Abschnitt 4.1.1 ein), bezeichnet man als

Banach-Raum [Banach space].

2.4 Zwei Ungleichungen

Es gibt in Vektorrdumen mit einem Skalarprodukt oder einer Norm mehrere Unglei-
chungen, von denen einige sehr oft in Beweisen verwendet werden. Wir betrachten zwei

besonders wichtige Ungleichungen.

2.4.1 Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung besagt, dass fiir zwei beliebige Vektoren x,y € V
gilt

l9(2,y)| < Vg(z,x)9(y,y) oder |g(z,y)| < ]/l (2.30)
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Y z z,
—([|l[| cos ) y_ gl y)’!l Abbildung 2.1: Beziehungen
Iyl 9(y.y) . .
zwischen den Vektoren im
¢ Beweis der Ungleichung von
z

Cauchy-Schwarz.

Beweis: Wir nehmen an, dass g(y,y) # 0, da die Ungleichung ansonsten trivialerweise
giiltig ist. Dann bilden wir den Vektor (vgl. Abb. 2.1)

9(z,y)
2= ——=Y, 2.31
9(y,y) (2:31)
fiir den offensichtlich gilt:
9(z,y) > 9(z,y)
9(z,y) =gl x — v,y | =9y — 9y,y)=0. 2.32
(=) ( 9(y,y) (@.9) 9(y,y) 2 (2:32)
z ist also orthogonal zu y. Damit folgt
9(z,y)
= Yy+z 2.33
9(¥,y) (2.33)
un 9@, y)? 9@, y)? 9@, )]
g l‘,y 2 2 g LE?y 2 g m7y
|z|* = ===yl + 2] = ——=5— + ||z)* > 25— (2.34)
lg(y,y)|? lyll? llyl|?

Multiplizierten wir diese Ungleichung mit |jy[|?, erhalten wir die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung. Offensichtlich gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn z = 0, d.h.,
wenn £ und y linear abhéngig (also Vielfache von einander) sind.

2.4.2 Dreiecksungleichung

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung kénnen wir auch die sogenannte Dreiecksunglei-

chung fiir die aus dem Skalarprodukt definierte Norm ableiten:
[z +yll < ]l + [y (2.35)
Beweis (hier fiir einen reellen Vektorraum):
lz+yll* = gl@+yz+y) =)+ lyl* +29(z.y)
<zl + [yl + 2lg(@.y)| < ll2l” + lyl* + 2l |]lyll
= (=l + [ly])*.
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Abbildung 2.2: In einem Drei-
eck ist die Summe der Léngen
zweier Seiten immer grofer als

die Lénge der dritten Seite. Y

2.4.3 Zusammenfassung der Vektorraumstrukturen

Abschlielend sollen nochmals kurz die Beziechungen zwischen den definierten Vektor-
raumstrukturen und die damit verbundenen Konzepte zusammengefasst werden.

Den Begriff der Topologie und die damit zusammenhédngenden Begriffe des
Grenzwerts und der Vollstdndigkeit lernen wir im néchsten Kapitel kennen. Wie schon
erwihnt, bezeichnet man einen vollstdndigen normierten Vektorraum als Banach-
Raum. Einen beziiglich der durch das Skalarprodukt definierten Norm vollstdndigen
Vektorraum nennt man Hilbert- Raum.

Struktur Bezeichnung mogliche Konzepte

Vektorraum Linearkombination von Vektoren,
lineare Unabhéngigkeit,

Dimension, Basis

Vektorraum normierter Vektorraum Linge eines Vektors,

+ Norm (falls vollstandig: Topologie (Grenzwerte von
Banach-Raum) Folgen, Vollstandigkeit)

Vektorraum (falls vollstandig: Norm, Orthogonalitéit, Winkel

+ Skalarprodukt Hilbert-Raum)

Tabelle 2.1: Strukturen und Konzepte in einem Vektorraum.

2.5 Vektorprodukt, Spatprodukt und

Determinante

Neben dem Skalarprodukt (das sich in obiger Form allgemein fiir Vektorrdume be-

liebiger Dimension formulieren ldsst) definieren wir noch das Vektorprodukt [vector
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product] zweier Vektoren im R3.2 Zu zwei Vektoren Z und ¥ (da es sich um Vektoren
im R? handelt, verwende ich hier die Notation mit Vektorpfeilen) definieren wir:

ToYs — T3Y2
TXY= T3Y1 — T1Y3 (2.36)

T1Y2 — T2l

An dieser Stelle bietet es sich an, zwei Symbole einzufiihren, die das Rechnen
mit Vektoren (und spéter auch Ableitungen von Vektoren) sehr vereinfachen: Das
sogenannte Kronecker-Delta und das Levi-Civita-Symbol.

Das Kronecker-Delta [Kronecker-(Delta-) symbol] ist definiert als:

1 fliri=y
8 = ) 2.37
! { 0 sonst ( )

Hier wird keine Einschrinkung an den Indexbereich fiir ¢ und j vorgenommen. Beide
Indizes kénnen sich auf beliebige Dimensionen beziehen. Fiir das kartesische Skalar-

produkt von zwei Vektoren kann man damit auch schreiben:
i ij
Vielfach ldsst man in der Physik das Summenzeichen auch weg und schreibt einfach

Die Konvention lautet: Wenn zwei Indizes auf einer Seite einer Gleichung doppelt
auftreten, ist {iber sie zu summieren. Dies bezeichnet man auch als Einstein’sche Sum-
menkonvention. (Eine etwas prézisere Definition dieser Summenkonvention wird in
Abschnitt 10.1 angegeben.)

Das zweite Symbol ist das Levi-Civita-Symbol oder auch e-Symbol:

1 wenn (i, 7, k) eine zyklische Permutation von (1,2,3) ist
€ijr = —1 wenn (4,7, k) eine anti-zyklische Permutation von (1,2,3) ist  (2.40)

0 sonst

Die zyklischen Permutationen von (1,2,3) sind: (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2). Die anti-
zyklischen Permutationen sind (2,1,3),(1,3,2),(3,2,1). Wann immer zwei Indizes
gleich sind, ist der Wert des e-Symbols 0. Das Levi-Civita-Symbol ist zunéchst nur

2Auch das Vektorprodukt lisst sich auf Vektorriume beliebiger Dimension verallgemeinern, was
hier aber nicht geschehen soll, da es einen gewissen formalen Aufwand erfordert.
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fiir Indizes definiert, deren Werte 1,2 oder 3 sein konnen. (Verallgemeinerungen die-
ses Symbols auf mehrdimensionale Vektorrdume haben dann auch entsprechend mehr
Indizes.)

Mit dieser Notation folgt fiir das Vektorprodukt von zwei Vektoren ¥ und

(T x ¥); = Z €ijkT;Yk - (2.41)
I

Als Beispiel betrachten wir nur die 2. Komponente (i = 2) auf der linken Seite. Auch
wenn iiber alle Werte von j und k auf der rechten Seite summiert wird, geben j, k = 2
keinen Beitrag, auflerdem diirfen j und k nicht gleich sein, womit nur noch j = 1,k =3
und j = 3,k = 1 iibrig bleiben. Damit folgt

(T X §)2 = €21371Y3 + €23173Y1 = —T1Y3 + T3Y1 - (2.42)

Im R? kann man fiir drei Vektoren noch das sogenannte Spatprodukt [triple
product] definieren:

3

) = Z €ijkTil; 2k (2.43)

1,5,k=1

= T1Y2Z3 — T1Y322 + TaYsZ1 — Tal1 23 + T3Y122 — T3Yazy . (2.44)

8y
S
<y

X

Ny

Anschaulich beschreibt das Spatprodukt das Volumen eines Parallelepipeds, das von
den drei Vektoren ¥, 7, Z aufgespannt wird. Das Spatprodukt ist zyklisch [cyclic]:
T (Yx2)=y-(Zx7)=72-(Zx7). (2.45)
Insbesondere ist das Volumen 0, wenn die drei Vektoren linear abhéngig sind,
also gar kein Volumen aufspannen. Das Spatprodukt bietet somit einen Test, ob drei
Vektoren linear unabhéngig sind.
Schreibt man die drei Vektoren &, ¢/, 2’ als Spaltenvektoren nebeneinander, erhélt

man eine Matrix V. Das Spatprodukt dieser Vektoren bezeichnet man als die Deter-

minante [determinant] dieser Matrix:

I Y1 =1 1 1 1
V=1 20 5 2 detV=|29 5o 20 |=2-(Fx2). (2.46)
T3 Y3 Zz3 T3 Yz =3

— =

Die Determinante von V' verschwindet also, wenn die drei Vektoren Z,v,Zz linear

abhéngig sind.
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2.6 Lineare Abbildungen, Eigenwerte und Haupt-

achsen

Die folgenden Definitionen und Theoreme sind Gegenstand der linearen Algebra. Da
sie aber auch an manchen Stellen in der Analysis von Bedeutung sind, gebe ich sie hier
in Form einer Aneinanderreihung unbewiesener Aussagen an. V und W seien immer
Vektorrdume der Dimension m bzw. n.

Eine lineare Abbildung [linear mapping] A : V. — W erfiillt die Bedingung
Alazx + By) = aA(z) + BA(y) fir alle z,y € V und o, € K. Sind auf V und W
jeweils Basisvektoren gegeben, kann man A als eine n x m Matrix mit Elementen A;;
schreiben. Es gilt dann

Yi = Z Az‘jﬂﬂj ) (2-47)
j=1

wobei z; die Komponenten eines Vektors £ € V und y; die Komponenten von y € W
in den jeweiligen Basen sind. Man beachte jedoch, dass die Darstellung einer linea-
ren Abbildung als Matrix von der gewihlten Basis abhéngt, wohingegen die lineare
Abbildung selbst basisunabhingig ist. (Das Gleiche gilt iibrigens auch fiir Vektoren:
Ihre Darstellung durch drei Komponenten ist basisabhéngig; als Vektoren in einem
Vektorraum sind sie jedoch basisunabhéngig definiert.)

Zu zwei linearen Abbildungen A : V — W und B : W — U (U ebenfalls Vek-
torraum) ist auch die Hintereinanderschaltung BA : V' — U eine lineare Abbildung.
Ausgedriickt in Matrixelementen (Komponenten) gilt:

(BA)i; = Z B Ayj . (2.48)
k=1

Der Kern [kernel] einer linearen Abbildung A : V' — W besteht aus allen
Vektoren in V', die auf den Nullvektor in W abgebildet werden:

Ker(A) = {x € V|A(z) = 0}. (2.49)

Besteht Ker(A) nur aus dem Nullvektor in V, ist A injektiv. Allgemein ist der Kern
selbst immer ein Untervektorraum von V'

Das Bild [image] einer linearen Abbildung A : V' — W ist die Menge der
Elemente y € W, fiir die es ein Urbild gibt:

Bild(A) ={ye W|3z €V :y = A(x)}. (2.50)

Ist Bild(A) =V, ist A surjektiv. Auch Bild(A) ist immer ein (Unter-)Vektorraum von
w.
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Sei nun A : V. — V eine lineare Abbildung von einem Vektorraum in sich
selbst und A ein Element des Korpers (fiir uns also eine reelle oder komplexe Zahl).
Ein Vektor v # 0 heifit Eigenvektor [eigenvector] zum Eigenwert [eigenvalue] A, wenn
Av = M. Mit jedem Eigenvektor v ist auch ein beliebiges Vielfaches aw ein Eigenvektor
zu demselben Eigenwert. Eigenvektoren bilden somit einen linearen Unterraum; daher
spricht man auch von einem Eigenraum [eigenspace] bzw. einer Hauptachse [principal
axis]. Gibt es mehrere linear unabhingige Eigenvektoren zum selben Eigenwert A,
bezeichnet man A als entartet [degenerated] und den aufgespannten Vektorraum als
den Eigenraum zu A. Die Dimension d dieses Unterraums bezeichnet man als den
Entartungsgrad von A und bezeichnet A als d-fach entartet [d-fold degenerate].

Sei nun zuséatzlich g ein Skalarprodukt auf V. Man bezeichnet A als selbstad-
Jungiert [self-adjoint], wenn g(x, Ay) = g(Az,y) fir alle 2,y € V. Fiir das ,,Standard-
skalarprodukt® Gl. 2.26 bedeutet dies, dass A symmetrisch [symmetric] ist: A;; = Aj;.
Man schreibt auch AT = A und nennt A” die transponierte [transposed] oder allgemei-
ner auch adjungierte [adjoint] Matrix zu A, das ist beim kartesischen Skalarprodukt
die Matrix, bei der Zeilen und Spalten vertauscht sind. Es gilt folgender wichtiger Satz:

Sei A eine selbstadjungierte lineare Abbildung auf einem Vektorraum V der Dimension
m, dann gibt es m orthogonale Vektoren (bzw. orthogonale Unterrdume), die Figen-
vektoren von A sind. Sdmtliche Figenwerte von A sind reell (nicht notwendigerweise
verschieden). Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind immer orthogonal. Die
durch die Figenvektoren ausgezeichneten Unterrdume bezeichnet man als Hauptachsen
[principal azes] von A.

Dieser Satz spielt in der Physik eine wichtige Rolle und wird immer wieder auf-
treten. Ein Beispiel fiir symmetrische Matrizen sind die Trdgheitstensoren von starren
Koérpern. Die Hauptachsen bezeichnet man auch als Haupttragheitsachsen und die
zugehorigen Eigenwerte als Haupttragheitsmomente.

Lineare Abbildungen definieren auch lineare Gleichungssysteme. Der Einfach-
heit halber betrachten wir nur Abbildungen von einem Vektorraum in sich selbst. Sei
AV — V eine lineare Abbildung. Eine Gleichung der Form

Az =y (2.51)

bezeichnet man als lineares Gleichungssystem. Ist A bijektiv (invertierbar), so lautet
die Losung £ = A~'y. Die inverse Matrix A~! erfiillt die Gleichungen

AAT ' =ATA=1 baw. Z A(A™ )y =645 (2.52)
k

1 bezeichnet man als die Identititsmatriz [identity matriz|. Fasst man A als Spalte
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von m Zeilenvektoren auf,

(%1 11 V12 ... Uim
Vo Vg1 V22 ... U2y

A= . = . . . ; (2.53)
Um Um1i Um2 -+ Umm

dann ist A genau dann invertierbar (und damit eine eindeutige Losung « fiir das
Gleichungssystems Az = y gegeben), wenn die m Zeilenvektoren linear unabhingig
sind.? In drei Dimensionen haben wir schon gesehen, dass dies gleichbedeutend ist mit
der Bedingung, dass das Spatprodukt und damit die Determinante nicht verschwindet.
Dies gilt allgemein: Eine Matrix ist invertierbar, wenn die Determinante der Matrix

ungleich 0 ist.

2.7 *Funktionenriume als Vektorriume

Da man Funktionen addieren und mit den Elementen eines Korpers (beispielsweise
den reellen Zahlen) multiplizieren kann und die Vektorraumaxiome erfiillt sind, bilden

auch Funktionen einen Vektorraum:*

(af + Bg)(x) = af(x) + fy(x). (2.54)

Dies bezeichnet man als die punktweise [pointwise] Addition bzw. Kérpermultiplikation
von Funktionen. Das Einselement ist natiirlich die Funktion, die iiberall den Wert Null
annimmt. Das inverse Element zu einer Funktion f ist einfach das Negative — f. Spéter
werden wir sehen, dass auch stetige Funktionen oder mehrfach differenzierbare Funk-
tionen unter obiger Linearkombination wieder stetig bzw. mehrfach differenzierbar
bleiben, daher bilden auch sie Vektorraume. Die Dimension solcher Funktionenrdume
ist meist unendlich.

Auch die Menge der Funktionen, die bei x = 0 verschwinden (also f(0) = 0),
bildet einen Vektorraum, nicht allerdings die Funktionen, die an einer bestimmten
Stelle einen von Null verschiedenen (aber festen) Wert annehmen.

Diese Betrachtungsweise spielt spéter in der Quantenmechanik eine wichtige
Rolle. Operationen wie ,die Ableitung bilden“ oder ,integrieren“ erweisen sich als

lineare Operationen auf den entsprechenden Funktionenrdumen.

3Umgekehrt kann man A auch als Zeile von m Spaltenvektoren auffassen; auch dann ist A genau
dann invertierbar, wenn diese Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Das aufgespannte Volumen ist
in beiden Fillen dasselbe.

4Fiir Funktionen verwendet man im Allgemeinen keine besondere Vektorkennzeichnung, z.B. durch
boldface-Fonts oder einen Vektorpfeil.
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Kapitel 3
Grenzwerte und Topologien

Eines der Ziele der kommenden beiden Kapitel ist die axiomatische Behandlung der
reellen und komplexen Zahlen. Auf dem Wege dorthin werden allerdings viele Begriffe
eingefiihrt, die sich spéter auch in anderen Zusammenhéngen als wichtig erweisen
werden. Dazu zéhlt der fiir die Analysis zentrale Begriff der Konvergenz von Folgen.

Ich setze die Kenntnis der natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen voraus
(kurz werde ich in Abschnitt 3.1 darauf eingehen) und werde auch hiufig den Umgang
mit den reellen Zahlen als bekannt annehmen. In vielen Féllen, insbesondere wenn von
,€ > 0“ die Rede ist, kann man aber die reellen Zahlen auch durch die rationalen Zahlen
ersetzen. Der konstruktive Schritt von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen
(d.h., die Konstruktion der Menge der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen) wird
sich als recht aufwendig und alles andere als selbstverstandlich erweisen. Letztendlich
sollen die ,Liicken“, die zwischen den rationalen Zahlen noch bestehen, durch die
reellen Zahlen geschlossen werden.

Ich werde in diesem Kapitel zunéchst fiir sogenannte metrische Rdume die
Konzepte des Grenzwerts und der Cauchy-Konvergenz einfithren. Damit konnen wir
spéter die reellen Zahlen als Vervollstdandigung der rationalen Zahlen mit Hilfe sol-
cher Cauchy-konvergenter Folgen definieren. Dieser Weg hat den Vorteil, dass ich viele
Strukturen einfithren kann, die unabhéngig von den reellen Zahlen sehr niitzlich sind,
beispielsweise neben dem Grenzwert und den metrischen Rdumen auch den normierten

Vektorraum sowie den wichtigen Begriff des topologischen Raums.

Ich werde offene Mengen und topologische Radume zunéchst konkret am Beispiel
der reellen Zahlen bzw. der reellen Vektorrdume R” einfiithren (iiber sogenannte offene
Biille) und die abstrakte Definition einer Topologie (als Axiome fiir eine Menge von of-
fenen Mengen) erst am Ende erwéhnen. Der Grund ist, dass viele ,selbstverstandliche®
Sétze (beispielsweise die Eindeutigkeit von Grenzwerten) fiir allgemeine Topologien
nicht gelten, sondern Einschrinkungen erfordern, die bei den hier betrachteten nor-

mierten Vektorraumen immer erfiillt sind, in ihrer abstrakten Form aber die Definition

65
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zusitzlicher Strukturen voraussetzen.

Letztendlich wird es darum gehen, das Konzept der offenen und abgeschlosse-
nen Intervalle zu verallgemeinern. Daher sollen diese Begriffe nochmals kurz definiert
werden. Zu zwei reellen Zahlen z,y € R mit y > x unterscheidet man vier Arten von

Intervallen:

abgeschlossene Intervalle  [z,y] = {z € Rlz < z <y}

rechtsoffene Intervalle  [z,y) = {z € Rlz < 2z < y}

linksoffene Intervalle  (z,y| ={z € Rz < z < y}
offene Intervalle  (z,y) = {z e Rlz < 2z < y}.

Rechtsoffene und linksoffene Intervalle sind eine Spezialitét der reellen Zahlen (sie
héngen mit der natiirlichen Ordnungsrelation zusammen, die sich auf den reellen Zah-

len definieren lisst), die anderen beiden Begriffe lassen sich verallgemeinern.

3.1 N,Z und Q

Die Kenntnis der natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen sowie die Rechenregeln
fiir diese Zahlen sollten bekannt sein. Trotzdem vorab ein paar Bemerkungen dazu.

3.1.1 Erweiterungen von Zahlenmengen durch Hinzunahme

der inversen Elemente

Axiomatisch lassen sich die natiirlichen Zahlen beispielsweise durch die sogenannten
Peano-Aziome definieren, was hier jedoch nicht ausfiihrlich geschehen soll. Die Idee
ist, dass man ausgehend von einer ersten Zahl (die man entweder als 0 oder als 1
wéhlen kann) durch wiederholte Addition der Zahl 1 (genauer durch die Definition ei-
ner , Folgezahl“) die weiteren natiirlichen Zahlen erhélt. Dabei soll man jedoch niemals
zu einer Zahl gelangen, die schon einmal drangekommen ist (das wére beispielsweise
bei den in Abschnitt 2.2 erwéhnten Mengen Z,, der Fall). Die natiirlichen Zahlen sind
beziiglich der Addition und Multiplikation abgeschlossen, diese beiden Verkniipfungen
sind auch assoziativ (und kommutativ), und sie besitzen auch ein neutrales Element
beziiglich der Addition (das ist 0) und beztiglich der Multiplikation (die 1). Allerdings
gibt es weder zur Addition noch zur Multiplikation allgemeine inverse Elemente.

Sei p € N eine Zahl grofer als 1. Falls es keine natiirlichen Zahlen m,n # 1 gibt,
sodass p = mn, bezeichnet man p als Primzahl. Der Fundamentalsatz der Arithmetik
besagt, dass sich jede natiirliche Zahl > 2 eindeutig als Produkt von Primzahlen
darstellen lisst. Die kleinste Primzahl ist 2. Ublicherweise definiert man 1 nicht als
Primzahl, sonst wére beispielsweise die angesprochene Zerlegung einer Zahl in ein

Produkt von Primzahlen nicht eindeutig.
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Die ganzen Zahlen Z erhélt man aus den natiirlichen Zahlen (einschliefllich 0)
durch die Erweiterung um die negativen Zahlen, d.h., zu jeder natiirlichen Zahl n € N
definiert man ihr inverses Element (—n) beziiglich der Addition. Die ganzen Zahlen
bilden eine abelsche Gruppe unter der Addition.

Zu den rationalen Zahlen QQ gelangt man, indem man die ganzen Zahlen (aufler
0, also dem neutralen Element zur Addition) um die inversen Elemente beziiglich
der Multiplikation erweitert und dann endliche Summen und Produkte dieser Zahlen
hinzunimmt. Die rationalen Zahlen bilden einen Zahlenkorper.

Formal kann man die rationalen Zahlen auch als Paare (m, n) von ganzen Zahlen
definieren, wobei zwei Paare der Form (m,n) und (km,kn) (mit k # 0) identifiziert
werden konnen.! Die Multiplikation definiert man komponentenweise: (m,n) - (k,1) =
(mk,nl). Die Addition wird definiert als (m,n) + (k,1) = (ml + kn,In).

Jede rationale Zahl ¢ € Q lésst sich in der Form * (mit n # 0) darstellen, wobei
m,n € Z. Dabei bedeutet 2 := m -n~', wobei n~! das beziiglich der Multiplikation
inverse Element zu n ist. Die genannte Aquivalenz impliziert n—]’; = 2 daher kann
man gemeinsame Teiler im Zahler und Nenner immer kiirzen. Auflerdem kann man
fiir eine rationale Zahl ™ immer fordern, dass n > 0 (sollte n negativ sein, kann man
Zahler und Nenner mit (—1) multiplizieren, was nach dem oben Gesagten die rationale
Zahl nicht dndert).

Fiir zwei rationale Zahlen ¢, = ’7’1‘—11 und ¢y = ’7’:—22 mit nq,ne > 0 definieren wir

die Ordnungsrelation

mpy _m
< 2 falls ming < manq . (3.1)
nq o

Der Betrag [absolute value] einer rationalen Zahl ¢ = ™ ist |q| = %

3.1.2 Erweiterung durch Losungsmengen von Gleichungen

Ausgehend von den ganzen Zahlen gelangt man auch zu den rationalen Zahlen, indem
man sdamtliche Losungen von Gleichungen der Art

ar+b=0 mit a,b€Z (a#0) (3.2)

hinzunimmt. Man erweitert die Menge der ganzen Zahlen (die in diesen Gleichungen

auftreten) um die Losungsmengen dieser Gleichungen.

! identifizieren“ bedeutet hier Folgendes: Wir definieren zuniichst eine Aquivalenzrelation auf der
Menge von Paaren ganzer Zahlen: (m,n) und (m/,n’) (mit n,n’ # 0) heiBen dquivalent, wenn mn' =
m'n, bzw. wenn es eine ganze Zahl k # 0 gibt, sodass (m’,n') = (km, kn) oder (m,n) = (km’, kn’)
gilt. Die rationalen Zahlen bilden dann die Menge der Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation.
In dieser Menge der Aquivalenzklassen sind (m,n) und (km, kn) ,identifiziert*, d.h., sie gehéren zur
selben Aquivalenzklasse.
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Ahnliche Erweiterungen erhélt man, indem man die Losungen von Gleichungen
der Art

ar* —b=0 a,beZ (3.3)

betrachtet. Dies beinhaltet alle rationalen Zahlen sowie alle Quadratwurzeln von ratio-
nalen Zahlen. Allgemeiner kann man auch beliebige Polynome mit rationalen Zahlen
(oder ganzen Zahlen, das spielt hier keine Rolle, da man immer mit dem kleinsten

gemeinsamen Vielfachen der Nenner multiplizieren kann) untersuchen:

n

Y ab =0 a,eZ. (3.4)

k=0

Die Menge aller Losungen solcher Gleichungen bezeichnet man als algebraische Zah-
len [algebraic numbers]. Auch die Menge der algebraischen Zahlen ist immer noch
abzéhlbar unendlich. Das Komplement der algebraischen Zahlen in den reellen Zahlen
sind die transzendenten Zahlen [transcendental numbers].

3.2 Metrische Rdume und Grenzwerte von Folgen

Ausgehend von Mengen, bei denen wir zu zwei Punkten einen ,, Abstand“ angeben
konnen, definieren wir den Begriff der (offenen) e-Umgebung und anschliefend allge-
meiner das Konzept offener und abgeschlossener Mengen (und damit einer Topolo-
gie) fiir metrische Rdume. Gegen Ende dieses Kapitels (Abschnitt 3.7) fiihre ich den
Begrift der Topologie sowie offener und abgeschlossener Mengen ganz allgemein und
unabhéngig von einer Metrik axiomatisch ein.

3.2.1 Metrischer Raum

Definition: Eine Metrik [metric] (oder auch Abstandsfunktion [distance function]) auf
einer Menge M st eine Abbildung d : M x M — R mit folgenden Eigenschaften:

(1) Vx,ye M: d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie) (3.5)
(2) Vx,ye M: d(z,y) >0 und d(z,y) =0< x =y (Positivitit) (3.6)
(3) Vx,y,ze M: dlz,y)+d(y,z) > d(z,z) (Dreiecksungleichung). (3.7)

(M, d) bezeichnet man in diesem Fall als metrischen Raum [metric space].

d(x,y) nennt man den Abstand zwischen den Punkten x und y. Die ersten
Forderungen sind damit offensichtlich: (1) der Abstand von x nach y ist gleich dem
Abstand von y nach x, (2) Absténde sind nie negativ, und wenn der Abstand 0 ist,

dann nur von einem Punkt zu sich selbst. Die Dreiecksungleichung [triangle inequality]
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bedeutet, dass der Abstand von x nach z nie gréfer sein kann, als der Abstand von x zu
einem anderen Punkt y plus dem Abstand von y nach z. Unter einem Abstand versteht
man anschaulich somit meist einen ,,Minimalabstand®“. Man beachte jedoch, dass nicht
nur der geometrische Abstand von Punkten diese Bedingungen erfiillt. Beispielsweise
konnte man auf der Menge aller U-Bahn-Stationen in Paris eine Metrik einfithren und
den Abstand zwischen zwei U-Bahn-Stationen als die minimale Anzahl von Stopps
(Stationen) definieren, die von der einen zur anderen Station fithren. Oder auch die
ytriviale® Metrik auf einer beliebigen Menge M — d(z,y) = 0 fir x = y und d(z,y) = 1
fiir x # y — erfiillt obige Axiome.

Auf einem normierten Vektorraum kénnen wir immer eine Abstandsfunktion fiir
zwei Vektoren «,y iiber die Vorschrift d(z,y) = ||z — y|| definieren. Man kann leicht
zeigen, dass die so definierte Abstandsfunktion den obigen Axiomen geniigt, sofern die
Norm || - || die in Abschnitt 2.3 definierten Axiome erfiillt.

Auf der Menge der rationalen Zahlen Q ist d(p, ¢) = |p—q| eine Abstandsfunkti-
on. Dieselbe Funktion definiert natiirlich auch auf N und Z einen Abstand, ebenso wie

auf der Menge der reellen Zahlen R. Allgemeiner kénnen wir auf R™ den euklidischen

Abstand

d(z,y) = (@1 —y1)? + (@2 — 12)> + ... + (20 — Yn)? (3.8)

definieren, wobei = = (x1, 2, ..., z,,) und y = (y1, Y2, ..., Y ) jeweils Punkte im R" sind.

3.2.2 Haufungspunkte und Grenzwerte von Folgen

In Kapitel 1.6.5 haben wir den Begriff der Folge definiert (als Abbildung von der Menge
der natiirlichen Zahlen N in eine Menge M). Falls es sich bei M um einen metrischen
Raum handelt (also eine Abstandsfunktion auf M gegeben ist), kénnen wir folgende

Konzepte definieren:

Definition: Ein Punkt x € M heifft Hiufungspunkt der Folge {a;}ien [accumula-
tion point/, wenn fir jedes € > 0 fiir unendlich viele Punkte der Folge gilt: d(x,a;) < €.

FEin Haufungspunkt x € M heifst Grenzwert [limit] einer Folge {a;}ien, wenn fiir jedes
€ > 0 nur fir endlich viele Punkte der Folge d(x,a;) > € gilt.

Da der Begriff des Grenzwerts von grofler Bedeutung ist, gebe ich noch eine
zweite Definition an, die in der Praxis oft leichter zu {iberpriifen aber dquivalent zu

der obigen Definition ist:

Definition: Fir einen metrischen Raum (M, d) und eine Folge {a;}ien (a; € M)
heifit ein Punkt x Grenzwert der Folge, wenn es zu jedem € > 0 eine Zahl N € N gibt,
sodass d(x,a;) < € fir allei > N. Man sagt in diesem Fall auch, dass die Folge {a;}ien

konvergent [convergent] ist bzw. dass diese Folge gegen den Punkt x konvergiert und
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schreibt:

lim a, =z oder auch a, — . (3.9)
n—oo

Anmerkungen:

1. Im Folgenden werde ich bei der Bezeichnung von Folgen {a;}ieny den Bezug auf
die Indexmenge (die, sofern nicht explizit erwdhnt, immer N sein wird) weglassen

und schreibe einfach {a;}.

2. Ich habe nicht spezifiziert, aus welcher Zahlenmenge € sein soll. Meist wahlt man
natiirlich die reellen Zahlen, doch im Augenblick, wo wir die reellen Zahlen noch
nicht definiert haben, konnen wir auch ¢ € Q wéhlen. Die Definitionen bleiben

trotzdem richtig.

3. Die zweite Definition gleicht der antiken Form einer Beweisfiihrung, bei der ein
Proponent eine Behauptung aufstellt und sein Gegner diese Behauptung in allen
Punkten anzweifelt. Der Proponent hat nun die Aufgabe, jeden Schritt seiner
Behauptung durch Aussagen zu beweisen, die ihm der Gegner als richtig zuge-
steht.

Angewandt auf das Konzept des Grenzwerts bedeutet dies: Der Gegner gibt eine
kleine Zahl € > 0 vor und nun muss der Proponent eine Zahl N angeben, sodass
er beweisen kann, dass fiir alle ¢ > N die Elemente a; der Folge um weniger
als € von dem angeblichen Grenzwert der Folge entfernt sind. Sucht der Gegner
nun ein neues € (kleiner als das vorherige aber natiirlich echt positiv), muss der
Proponent eventuell ein neues N suchen. Wenn ihm das immer gelingt (bzw. er
sein Gegeniiber davon iiberzeugen kann, dass ihm das immer gelingen wird), ist

der Beweis erbracht.

4. Eine Folge kann mehrere Haufungspunkte haben aber immer nur einen Grenz-
wert. Falls jedoch eine Folge Héufungspunkte hat, besitzt sie Teilfolgen (eine
Teilfolge [subsequence| {b,} einer Folge {a,} ist einfach eine Folge, die man
durch Einschrankung der natiirlichen Zahlen — als Definitionsbereich der Folge —
auf eine Teilmenge erhilt), fiir welche die Haufungspunkte der Folge Grenzwerte

sind. Beispielsweise hat die Folge

an = (—1)" <1 _ 1) (3.10)

n

zwei Haufungspunkte (1 und —1). Die Teilfolgen, bei denen wir nur gerade n

oder ungerade n betrachten, haben jeweils 1 bzw. —1 als Grenzwert.
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Eine Folge kann sogar unendlich viele Haufungspunkte haben: Die Folge der
rationalen Zahlen, die wir fiir den Beweis der Abzdhlbarkeit verwendet haben,
hat jede rationale Zahl als Haufungspunkt. Fasst man die rationalen Zahlen als
Teilmenge der reellen Zahlen auf, so hat diese Folge sogar jede reelle Zahl als

Haufungspunkt und somit iiberabzéhlbar unendlich viele Haufungspunkte.

5. Eine Nullfolge ist eine Folge reeller (rationaler, komplexer) Zahlen (oder auch

von Elementen eines normierten Vektorraums), die den Grenzwert 0 hat.

6. Manchmal schreibt man lim,,_,,, a, = oo oder a,, — oo und meint damit, dass
die Folge gegen unendlich strebt. Dabei handelt es sich zunéchst aber nicht um
einen Grenzwert oder einen Haufungspunkt. Man kann aber sagen, eine Folge
strebt gegen unendlich, wenn es zu jeder (noch so grofien) Zahl z € R immer
ein N € N gibt, sodass a, > =z fiir alle n > N. Entsprechendes gilt auch fiir
lim,, .., = —o0. In solchen Féllen sagt man auch, dass die Folge gegen plus oder

minus unendlich divergiert.

Die obige Definition eines Grenzwerts setzt voraus, dass man diesen Grenzwert
kennt bzw. dass der Grenzwert in der Menge M liegt. Das muss aber nicht notwendi-
gerweise der Fall sein. Die folgende Definition beschreibt fiir einen metrischen Raum,
wann eine Folge konvergent [convergent] ist, ohne dass der Grenzwert der Folge be-

kannt sein muss:

Definition: Fine Folge {a;} heifit Cauchy-konvergent oder auch Cauchy-Folge,

wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, sodass d(a;,a;) < € fir alle i,j > N.

Man kann leicht zeigen, dass eine konvergente Folge auch Cauchy-konvergent
ist. Umgekehrt muss eine Cauchy-konvergente Folge nicht immer einen Grenzwert
haben, wenn dieser nédmlich kein Element von M ist. Genau dies kann bei Folgen aus
rationalen Zahlen der Fall sein.

Wir betrachten als Beispiel zur Cauchy-Konvergenz zunéchst die sogenannte
harmonische Folge {1/n} (mit n = 1,2,3,...). Offensichtlich konvergiert diese Folge
gegen 0. Jede e-Umgebung von 0 (also alle Zahlen vom Betrag kleiner als €) enthilt
nicht nur unendlich viele Terme der Folge, sondern es liegen auch immer nur endlich
viele Terme auBerhalb (ndmlich alle Terme 1/n mit n < 1/¢, das sind nur endlich
viele). Dariiber hinaus ist auch der Abstand zwischen zwei Termen 1/n und 1/n/
immer kleiner als €, sofern 1/n und 1/n’ kleiner als e sind. Bei der alternierenden
harmonischen Folge {(—1)"1/n}, die ebenfalls gegen 0 konvergiert, miisste man schon
n > 1/(2¢) wéhlen, damit die Cauchy-Bedingung erfiillt ist.

Die Tatsache, dass es zu jeder reellen Zahl € > 0 eine natiirliche Zahl n gibt,

sodass 1/n < €, bezeichnet man als Archimedisches Aziom.
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Als Beispiel einer Folge von rationalen Zahlen, deren Grenzwert keine rationale
Zahl ist, betrachten wir die Folge

3 7 17 41
-, =, =, —... 3.11
2757127 29 ( )
Das Bildungsgesetz ergibt sich aus einem sogenannten Kettenbruch [continued fracti-
on:
1 1—|—1 1+ ! 1+ ! 1+ ! (3.12)
) a0 1 > 1 . 1 .
L a—
2+2%
und lautet:
Ape1 = 1+ T a mit a; =1. (3.13)

Falls diese Folge konvergiert (was leicht gezeigt werden kann), muss sie gegen einen
Wert a konvergieren, der die Gleichung
1

=1
“ +1—i—a

(3.14)

erfiillt und fiir den somit gilt > = 2. Da die obigen Kettenbriiche nie negativ werden,
kommt als Grenzwert nur die positive Losung in Frage: a = ++/2. Die obige Folge
besteht somit ausschlielich aus rationalen Zahlen (fiir jedes endliche n), hat aber eine

nicht rationale Zahl als Grenzwert.

3.2.3 Offene und abgeschlossene Mengen

Bevor wir néher auf das Rechnen mit Grenzwerten eingehen, soll kurz das Konzept von
offenen und abgeschlossenen Mengen in metrischen Raumen eingefithrt werden. Ziel
ist es, offene und abgeschlossene Intervalle, die wir fiir die Menge der reellen Zahlen
schon definiert haben, zu verallgemeinern. Gegen Ende dieses Kapitels (Abschnitt 3.7)
werden diese Begriffe ganz abstrakt und axiomatisch eingefiihrt, wobei die Ergebnisse

aus diesem Abschnitt als Vorlage dienen werden.

Definition: Gegeben ein metrischer Raum (M,d) und ein Punkt x € M. Die Menge
aller Punkte y € M mit der Eigenschaft d(z,y) < r bezeichnet man als offenen Ball
[open ball] mit Radius r um den Punkt x:

B.(x) ={y € M|d(z,y) <r}. (3.15)

Bezeichnet man den Radius mit € > 0 (meist eine sehr kleine aber echt positive
reelle oder rationale Zahl), so spricht man auch von einer offenen e-Umgebung [e-

neighborhood] von z.
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Definition: Fine Teilmenge U eines metrischen Raums (M, d) heifit offen [open], wenn
es zu jedem Punkt x € U eine e-Umgebung B.(x) gibt, sodass B.(xz) C U. Die leere
Menge ) und die Menge M selbst gelten immer als offene Mengen.

Wir beweisen nun drei Sitze zu offenen Mengen, die wir spéter (Abschnitt 3.7)
als Ausgangspunkt fiir eine axiomatische Definition offener Mengen verwenden. In
allen drei Féllen ist zu beweisen, dass ein beliebiger Punkt in der Menge (die offen

sein soll) eine e-Umgebung besitzt, die ganz in dieser Menge liegt.

Satz 1: Ein offener Ball B, (z) ist eine offene Menge.

Beweis: Es sei y € B,.(z) ein beliebiger Punkt in dem offenen Ball. Dann gilt d(z,y) < r
und somit € = r — d(z,y) > 0. Wir wihlen nun ¢ = €¢//2. Dann gilt B.(y) C B,(x)
aufgrund der Dreiecksungleichung.

Satz 2: Die Schnittmenge von zwei offenen Mengen U; und U, (immer aufgefasst als
Teilmengen von M) ist wieder eine offene Menge.

Beweis: Falls U; N Uy = 0 sind wir fertig. Sei nun x € U; N U. Dann gibt es eine
€1-Umgebung von z, die in U; liegt und eine eo-Umgebung, die in U, liegt. Die kleinere
dieser beiden Umgebungen ist aber in der grofleren enthalten und liegt somit in der
Schnittmenge von U; und Us.

Satz 3: Eine beliebige Vereinigung offener Mengen aus M ist wieder eine offene Menge.

Beweis: Sei z € |J, U, wobei {U,} eine beliebige Ansammlung offener Mengen sein
soll. Damit muss es aber (mindestens) ein a geben, sodass = € U,. Da U, offen ist,
gibt es eine offene e-Umgebung von z, die ganz in U, liegt. Damit liegt sie aber auch

in der Vereinigungsmenge.

Wir nennen die Menge aller offenen Teilmengen einer Menge M eine Topologie
[topology] auf M und bezeichnen sie mit T'(M):

T(M) = {U C M|U offen}. (3.16)

M mit seiner Topologie T'(M) nennt man einen topologischen Raum [topological space].

Anmerkung: Durch Iteration kann aus Satz 2 bewiesen werden, dass jede Schnitt-
menge aus endlich vielen offenen Mengen wieder eine offene Menge ist. Dies gilt aber
nicht mehr fiir unendliche Schnittmengen: Der zu wihlende Radius um einen Punkt
x in der Schnittmenge kénnte bei jedem Schritt kleiner werden und im Grenzfall un-
endlicher Schnittmengen gleich null sein. Dann ist dies aber keine offene e-Umgebung
mehr. Ein Beispiel sind die offenen Intervalle (—1 — £, 1 + 1); ihre Schnittmenge (fiir
alle n) ist das abgeschlossene Intervall [—1,1]. Um die Randpunkte —1 und 1 gibt es

keine offenen e-Umgebungen.
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Eine Menge V' C M heifit abgeschlossen [closed], wenn sie das Komplement
einer offenen Menge in M ist:

V' abgeschlossen <= JU € T(M):V =M\U. (3.17)

Die folgenden Identitédten fiir zwei beliebige Teilmengen A und B aus M driicken
eine ,,Dualitdt” zwischen Vereinigungsmenge und Schnittmenge unter der Bildung von
Komplementen aus (man bezeichnet diese Identitéiten auch nach dem Mathematiker
Augustus De Morgan (1806-1871) als De Morgan’sche Gesetze):

M\ (AUB) = (M\A)N(M\B) und M\(ANB)=(M\ A UM\ B). (3.18)

Diese Dualitét erlaubt sofort Beweise fiir die folgenden Sétze fiir abgeschlossene Men-
gen:

1. Die leere Menge () und die Menge M sind abgeschlossen.
2. Eine endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen ist wieder abgeschlossen.
3. Eine beliebige Schnittmenge abgeschlossener Mengen ist wieder abgeschlossen.

Offensichtlich sind die leere Menge und die Menge M selbst sowohl offen als auch abge-
schlossen. In den Vektorrdumen R™ und C" (mit den iiblichen Normen) sind dies auch
die beiden einzigen Mengen, fiir die das gilt. Das Komplement einer abgeschlossenen
Menge ist natiirlich wieder eine offene Menge. Allerdings muss eine beliebige Teilmenge
A C M weder offen noch abgeschlossen sein, in diesem Sinne sind die beiden Begriffe
also nicht komplementér. Insbesondere kénnen wir aus der Tatsache, dass eine Menge
nicht offen ist, nicht schlieflen, dass sie dann abgeschlossen sein muss (oder umge-
kehrt). Ein Beispiel fiir solche Mengen sind die links offenen (rechts abgeschlossenen)
Intervalle bzw. die rechts offenen (links abgeschlossenen) Intervalle.

Wir koénnen nun folgenden wichtigen Satz beweisen: Eine abgeschlossene Menge
V' enthélt sdmtliche Haufungspunkte (und damit auch alle Grenzwerte) von Folgen
{a;} mit a; € V fiir alle i € N.

Beweis (durch Widerspruch): Sei ein Haufungspunkt z einer Folge {a;} nicht in V.
Dann liegt er im Komplement von V' (also in einer offenen Menge). Dann muss es um
x eine e-Umgebung geben, die ganz innerhalb dieses Komplements liegt. Andererseits
sollte diese e-Umgebung nach der Definition von Haufungspunkt aber unendlich viele
Terme der Folge enthalten, im Widerspruch zu unserer Annahme, dass alle Terme in
V' liegen.

Es gilt auch das Umgekehrte: Eine Menge, die sdmtliche Hiufungspunkte (und

Grenzwerte) all ihrer Folgen enthélt, ist abgeschlossen.
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3.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte

3.3.1 Kombination konvergenter Folgen

Wir geben drei manchmal hilfreiche allgemeine Rechenregeln fiir Grenzwerte an, ohne
diese explizit zu beweisen. Letztendlich zeigt man zunéchst, dass die angegebenen
Folgen iiberhaupt einen Grenzwert haben, und dann, dass der angegebene Grenzwert
der einzige ist, der mit der Definition des Grenzwerts vertréiglich ist (also in jeder
e-Umgebung unendlich viele Elemente der Folge enthélt).

1. Gegeben seien zwei Folgen {a,} und {b,} eines normierten Vektorraums (iiber
K = R oder C) mit lim,, ,o a, = a und lim, ,, b, = b. Dann hat die Folge
{aa, + pb,} den Grenzwert aa + 5b (fir «, 5 € K).

2. Zu zwei Folgen {a,} und {b,} reeller (oder komplexer) Zahlen mit den Grenz-
werten a bzw. b hat die Folge {a,, - b,} den Grenzwert a - b.

3. Zu zwei Folgen {a,} und {b,} reeller (oder komplexer) Zahlen mit den Grenz-
werten a bzw. b # 0 hat die Folge {a,/b,} (fiir alle n > N, sodass b, # 0) den

Grenzwert a/b.

Diese Sétze iibertragen sich in gewisser Hinsicht auch auf Cauchy-konvergente
Folgen, obwohl dort der Grenzwert nicht unbedingt bekannt ist (bzw. in der betrach-
teten Menge liegt). Haben aber zwei Folgen {a, } und {a] } denselben Grenzwert (bzw.
ist ihre Differenz eine Nullfolge) und ist {b,} konvergent, dann haben auch {a,, + b, }
und {a}, + b,} denselben Grenzwert, ebenso {a, - b,} und {al, - b, } sowie {a,/b,} und
{a;,/bn}.

Unter einer Intervallschachtelung versteht man eine Folge von abgeschlossenen
Intervallen I, = [, Y] (yn > , € R), sodass I,,11 C I, fiir alle n und lim,, oo (y, —
x,) = 0.

Intervallschachtelungssatz: Zu jeder Intervallschachtelung I, = [x,,y,] gibt es
genau ein z € R, sodass z im Durchschnitt aller Intervalle liegt, also z € (), I,,. Es

gilt: z = 1im,, o0 T, = limy, o0 Y.

(Anmerkung: Da {y, — x,} eine Nullfolge ist, haben {z,} und {y,} denselben Grenz-

wert.)

3.3.2 Beschriankte Folgen

Eine Folge {a;} aus reellen Zahlen heifit beschrdankt [bounded], wenn es ein k € R gibt,

sodass |a;| < k fiir alle &. Man nennt k& auch eine Schranke fiir die Folge.
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Allgemeiner kénnen wir Folgen in endlich dimensionalen normierten Rdumen
betrachten und definieren: Eine Folge {a;} aus Elementen eines endlich dimensionalen
normierten Raums heiit beschrénkt, wenn es ein k£ € R gibt, sodass ||a;|| < k fiir alle

7.

Satz von Bolzano und Weierstrafs: Jede beschrinkte Folge reeller oder komplexer

Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Aquivalent kann man auch sagen: Jede beschrinkte Folge reeller oder komplexer Zahlen
besitzt (mindestens) einen Hdufungspunkt.

Fiir den Beweis betrachten wir nur die Menge der reellen Zahlen, der allgemeine
Beweis fiir komplexe Zahlen bzw. endlich dimensionale Vektorrdume erfolgt mit ent-
sprechenden Verallgemeinerungen &dhnlich. Eine beschrankte Folge aus reellen Zahlen
liegt immer innerhalb eines Intervalls [—k, k], wobei k eine Schranke fiir diese Folge ist
(d.h., fur alle a; gilt |a;| < k; ndheres zu ,,Schranken® folgt in Abschnitt 4.3).

Die Idee fiir den Beweis verwendet das Taubenschlagprinzip sowie die Indukti-
on: Man unterteile das Intervall in disjunkte Teilintervalle (beispielsweise [—k,0) und
[0,k]). Nach dem Taubenschlagprinzip miissen in mindestens einem dieser Intervalle
unendlich viele Elemente liegen. Dieses Teilintervall unterteile man weiter. Man er-
kennt nun, dass, egal wie klein man die Intervalle auch wahlt, es immer ein Intervall
geben muss, in dem unendlich viele Elemente der Folge liegen miissen. Diese Folge von
Teilintervallen, deren Ausdehnung sich (beispielsweise) immer halbiert, definiert einen
Héufungspunkt (nach dem Intervallschachtelungsprinzip).

Ein weiterer wichtiger Begriff ist die Monotonie: Eine Folge {a;} heiit monoton
steigend [monotonically increasing], wenn gilt: a,,1 > a,. Ganz entsprechend definiert
man , monoton fallend“. Weiterhin heifit eine Folge streng monoton steigend, wenn
Qpi1 > ay gilt.

Eine nach oben (unten) beschrinkte monoton steigende (fallende) Folge hat

einen Grenzwert.

3.4 Reihen

Unter einer Reihe [series| versteht man eine unendliche Summe der Art:

S=> a, (3.19)
k=0

wobei a;, zunéichst beliebige (auch komplexe) Zahlen sein kénnen. Das Konzept ldsst
sich auch auf Vektorrdume erweitern. (Manchmal werden wir die Reihen bei k = 1

beginnen lassen, daher ist es wichtig, den Anfangswert fiir k£ deutlich zu kennzeichnen.)
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3.4.1 Konvergenz und Divergenz von Reihen

Zunéchst erhebt sich natiirlich die Frage, ob diese Summe iiberhaupt existiert bzw.

endlich ist. Dazu betrachtet man die Folge der Partialsummen [partial sums]:

Su=> a. (3.20)
k=0

Wir sagen, die Reihe aus Gl. 3.19 konvergiert [converges] gegen den Grenzwert (oder
die Summe) S, wenn S der Grenzwert der Folge {5, } ist.

Wir bezeichnen eine Reihe als absolut konvergent [absolute convergent], wenn
die Folge der Partialsummen der Absolutbetrige konvergiert, wenn also

Sa = x| (3.21)
k=1

eine konvergente Folge {S2"} definiert. Falls S, beliebig grofl oder klein wird (es also
keine Zahl z € R gibt, sodass |S,| < « fiir alle n), sagen wir, dass die Reihe divergiert
[diverges]. Das Gegenteil einer konvergenten Reihe ist nicht unbedingt eine divergente
Reihe. Beispielsweise hat die Reihe

S = i(—l)’“ (3.22)

die Partialsummen S,, = 1, sofern n ungerade, andernfalls .S,, = 0. Diese Folge konver-
giert nicht sondern hat zwei Haufungspunkte; sie divergiert aber auch nicht.

Wenn eine Reihe absolut konvergent ist, ist sie auch immer konvergent. Das
Umgekehrte gilt nicht unbedingt. Ein Beispiel ist die alternierende harmonische Reihe
lalternating harmonic series] (vgl. Gl. 5.106):*

1 1 1
S = L [ Hs
hf ) k 213

o0

1 1
-+ - —...=In2. 2
4—|—5 n (3.23)

Die zugehorige absolute Reihe, die sogenannte harmonische Reihe [harmonic series],
divergiert

Z% = 0. (3.24)
k=1

Zum Beweis fassen wir zunehmend viele Terme der Reihe zusammen, beginnend mit

1+1 1 1 1
3 4 4 4 2
1+1+1+1 - 1+1+1+1_1
5 6 7 8 8 8 8 8 2

’Im Folgenden wird manchmal der Wert einer Reihe angegeben, ohne dass ersichtlich ist, wie
man auf diesen Wert kommt. Hiufig handelt es sich dabei um sogenannte Taylor-Entwicklungen fiir
bekannte Funktionen; dies wird in spéateren Kapiteln behandelt.
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Das heifit, die Summe der Terme zwischen 1/(2"1 + 1) und 1/2" ist immer groBer als
1/2. Damit ist die Reihe aber grofier als eine unendliche Summe von 1/2 und ist somit
selbst unendlich.

Etwas Ahnliches gilt fiir die alternierende Reihe der ungeraden Zahlen: Die
Summe der Absolutwerte divergiert,

[e.9]

1
> =00, (3.25)
L2k + 1

wohingegen die alternierende Summe endlich ist:

=, (=1)k T
;%:Z (3.26)

Man kann zeigen, dass die Reihe

(o)=Y~ (3.27)

ns
n=1

fiir s > 1 (sogar fiir Re(s) > 1, falls man komplexe Zahlen fiir s zulésst) konvergiert.
Diese Funktion bezeichnet man als Riemann’sche Zeta-Funktion.
Die geometrische Reihe [geometric series]

Sg)=> ¢ = %_q (3.28)
k=0

konvergiert absolut fiir alle |¢| < 1 und sie divergiert fiir ¢ = 1 und |¢| > 1. Zum
Beweis der Konvergenz fiir |g| < 1 {iberzeugen wir uns, dass

1—q)A+qg+@P+..+¢")=1—¢"". (3.29)

Multiplizieren wir die Klammern aus, heben sich auler dem ersten Term (1 - 1) und
dem letzten Term ((—¢q) - ¢") alle anderen Terme paarweise weg, sodass

n

Sp=) ¢"= =g (3.30)
' = 2 ¢ =" s .
Dieses Ergebnis gilt sogar fiir beliebige ¢ (sogar fiir ¢ = 1, wenn man auf der rechten
Seite den Grenzfall ¢ — 1 betrachtet). Im Grenzfall n — oo wird aus der rechten Seite
1/(1 — q), sofern |g| < 1 und somit lim,, . |¢|"™* = 0.

Bei einer absolut konvergenten Reihe kann man die Reihenfolge der Terme in
der Summe beliebig umstellen, das Ergebnis &ndert sich dadurch nicht. Ist eine Reihe
jedoch nicht absolut konvergent (Konvergenz alleine reicht nicht!), darf man die Terme
nicht umstellen. Nach dem Riemann’schen Umordnungssatz [Riemann series theorem)
kann man bei nicht absolut konvergenten Reihen immer Permutationen der Terme in
der Reihe finden, sodass man als Summe (im Sinne des Grenzwerts der Partialsummen)

jeden beliebigen vorgegebenen Wert erhalt.
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3.4.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Es gibt viele Kriterien, mit denen man entscheiden kann, ob eine Reihe

S=) (3.31)
k=0

bzw. die zugehorige Folge von Partialsummen

Sp = ay (3.32)
k=0

konvergiert oder nicht. Einige dieser Kriterien werden im Folgenden aufgelistet — nicht
immer mit einem Beweis. In vielen Féllen ist ay € R oder C, manchmal erkennt
man an den Beweisen aber, dass die Kriterien auch allgemeinere Giiltigkeit haben

(beispielsweise auch fiir normierte Vektorrdume).

Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz

Wie schon erwihnt, folgt aus der absoluten Konvergenz einer Reihe auch, dass die

Reihe selbst konvergent ist:
Sabs:Z\ak\ <o = S:Zak < 0. (3.33)
k=0 k=0

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung (Abschnitt 2.4.2)
la 4+ b] <a|] + 0] (3.34)

kann man iterativ

Z ag| < Z |a| (3.35)
k=m k=m

beweisen. Erfiillt die rechte Seite das Kriterium fiir Cauchy-Konvergenz, erfiillt offen-

sichtlich auch die linke Seite dieses Kriterium.

Beschriankte Partialsummen

Die Partialsummen der Absolutterme einer Reihe bilden eine monoton steigende Folge.
Wenn man beweisen kann, dass die Partialsummen eine obere Schranke haben (es also
ein x € R gibt, sodass S < z fiir alle n), haben sie einen Grenzwert. In diesem Fall

konvergiert die Reihe.
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Majorantenkriterium

Kann man die Terme einer Reihe durch die Terme einer anderen Reihe, von der die
Konvergenz schon bewiesen wurde, abschétzen, folgt auch fiir die neue Reihe die Kon-
vergenz. Genauer: Sei |ag| < ¢ und Y, ° ¢ < 00, dann ist auch Y |ag| < oco.

Beweis: Die Kriterien fiir die Cauchy-Konvergenz der Reihe zu {¢;} lassen sich
auf die Reihe zu {|ay|} iibertragen.

Quotientenkriterium

Falls es eine Zahl 0 < b < 1 und ein N € N gibt (und a; # 0 fir k£ > N), sodass

|‘|”“+|1| <b firalle k> N, (3.36)
ag

ist die Reihe absolut konvergent. Gilt umgekehrt

Jax1] > 1 fiir alle k > N, (3.37)
||
so ist die Reihe divergent.
Beweis: Falls die obere Bedingung erfiillt ist, gilt

sl < BFla (3.38)

und damit kann man die Reihe durch eine geometrische Reihe abschéitzen. Die Nicht-
Konvergenz der Reihe, falls das untere Kriterium erfiillt ist, ist offensichtlich.

Anmerkung: Man fragt sich vielleicht, weshalb die Bedingung so kompliziert
mit einem b < 1 formuliert wurde und ob man nicht viel einfacher |agi1|/|ax| < 1
verlangen kann. Diese Bedingung ist jedoch wesentlich schwécher und reicht nicht fiir
die Konvergenz, wie das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt (dort ist |agi1|/|ax| =
k/(k + 1) < 1). Die feste (von k unabhéngige) Vorgabe von b < 1 verhindert, dass
lim |ag41|/|ak] — 1. In diesem Fall kann die Reihe zwar konvergent sein (Beispiel:
ar = 1/k?), muss aber nicht (Beispiel: die harmonische Reihe a; = 1/k).

Whurzelkriterium

Gibt es eine Zahl 0 < b < 1 und ein N € N, sodass
Vlag| < b fiir alle k > N, (3.39)

ist die Reihe absolut konvergent. Auch in diesem Fall erfolgt der Beweis durch eine
Abschiitzung durch die geometrische Reihe, da bei Erfiillung des Kriteriums |ay| < b*
gilt.

Wiederum ist die Reihe nicht absolut konvergent, falls W > 1.
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Leibniz-Kriterium

Allgemein kann man leicht zeigen, dass eine Reihe ) ;- ja; nur dann konvergieren
kann, wenn die Folge {a;} eine Nullfolge ist. Wie wir am Beispiel der harmonischen
Reihe gesehen haben, handelt es sich hierbei nur um ein notwendiges [necessary| Krite-
rium, kein hinreichendes [sufficient]. Leibniz bewies jedoch die Konvergenz fiir alternie-
rende Reihen: Sei a; > 0 eine monoton fallende Nullfolge, dann ist S = Y72 (—1)*ay
konvergent. Auflerdem gilt S < ay.

3.4.3 Rechnen mit Reihen

Im Folgenden setzen wir immer voraus, dass die Reihen absolut konvergent sind (in
manchen Féllen reicht auch einfache Konvergenz, was wir jedoch nicht immer betonen
werden).

Gegeben seien zwei absolut konvergente Reihen S, = Zzio ap und Sy = Zzio b,
dann existiert auch die Reihe mit den Koeffizienten {aay + 8bi} und es gilt:

D (aar+Bbp) =a ) ax+ B by = aS. + BS,. (3.40)

k=0 k=0 k=0

Dies beweist, dass die Koeffizientenfolgen zu absolut konvergenten Reihen einen Vek-
torraum bilden.
Fiir das Produkt von zwei absolut konvergenten Reihen gilt:

) 9] 00 k
(Z (Zk) (Z bk> = Z C — SaSb mit Cr — Z albk_l . (341)
k=0 k=0 k=0 =0

3.5 Einige spezielle Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Funktionen, die meist iiber Grenzwerte
oder Reihen definiert werden. Wir beginnen allerdings zunéchst mit Polynomen, also
endlichen Potenzreihen.

3.5.1 Polynome

Im Folgenden seien alle Zahlen a;, b; oder Variable z aus dem Koérper der reellen oder
komplexen Zahlen, den wir allgemein mit K bezeichnen, sofern sich die Aussagen auf
beide Korper beziehen.

Eine Abbildung p : K — K der Form

p(z) =) ax (3.42)
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bezeichnet man als Polynom [polynomial] vom Grad [degree] n iiber dem Korper K.
Man nennt das Polynom normiert [normalized], wenn a,, = 1.

Es folgt eine Ansammlung von Sétzen, die nicht im einzelnen bewiesen werden
(siche die mathematische Literatur, z.B. auch [11], ab S. 38).

- Stimmen zwei Polynome
p(z) = Z ap?®  und g¢(z) = Z by (3.43)
k=0 k=0

mit n > m an mehr als n Stellen {iberein, gilt also p(z;) = ¢(z;) fiir paarweise
verschiedene Variable {z;} (i = 1,..., N mit N > n), so sind die Polynome
identisch, d.h. m = n und a; = b;. Insbesondere sind zwei Polynome identisch,

wenn sie in einer offenen Umgebung eines Punktes z € K {ibereinstimmen.

- Verschwindet ein Polynom p(z) vom Grade n an einer Stelle z = X\ (gilt also
p(A) = 0), so lésst es sich in der Form

p(2) = (2 = Mq(2) (3.44)

schreiben, wobei ¢(z) ein Polynom vom Grade n — 1 ist. Man bezeichnet \ als
Nullstelle [zero] von p.

- FEin Polynom vom Grade n hat hochstens n verschiedene Nullstellen.

- Jedes Polynom vom Grade n iiber K ldsst sich eindeutig in folgender Form schrei-
ben:
p(:) =TI~ M) ale). (3.45)
i=1
wobei \; € K Nullstellen von p(z) sind (nicht notwendigerweise alle verschieden
— es kann sich auch um Nullstellen hoherer Ordnung handeln), und ¢(z) ist ein
Polynom vom Grade n — m, das keine Nullstellen in K hat. (Man nennt eine
Nullstelle A von p(z) eine hohere oder entartete Nullstelle, wenn sich p(z) in der
Form p(z) = (2 — A\)™q(z) schreiben ldsst, wobei m > 1 und ¢(\) # 0.)

Diese Zerlegung ist nur eindeutig, wenn wir den Korper K festlegen. Beispiels-
weise ldsst sich das Polynom p(z) = 1+ z? in R nicht weiter zerlegen (es hat in
R keine Nullstellen), wohl aber in C (dort gilt p(2) = (z +1)(z —1)).

- Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes Polynom vom Grande n > 1
in C mindestens eine Nullstelle hat. Durch Iteration folgt daraus, dass jedes
Polynom vom Grade n in C genau n Nullstellen hat. Jedes Polynom in C l&sst
sich also in der Form

p(z) = an [J(z = ) (3.46)
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schreiben, wobei \; (i = 1,...,n) die (moglicherweise hoheren) Nullstellen von
p(z) in C sind.

Aus diesem Grund bezeichnet man die komplexen Zahlen auch als algebraisch
abgeschlossen [algebraically closed]: Samtliche Nullstellen von Polynomen iiber

diesem Korper liegen auch wieder in diesem Korper.

Beweisskizze zum Fundamentalsatz der Algebra

Es gibt viele Beweise fiir diesen Satz. Einige verwenden Funktionentheorie (z.B. [12],
S.48), andere reine Analysis (z.B. [15, 10]). Hier soll die Beweisidee skizziert werden.
Einige der Teilschritte werden erst spéter behandelt (z.B. der Satz von Weierstrafl iiber
stetige Funktionen auf einem kompakten Gebiet oder die Tatsache, dass die Gleichung
2% = a (a € R) immer eine (komplexe) Losung hat).

Wir betrachten ein Polynom

p(2) = 2"+ ap 12" Fapo2" P+ arz +ag (3.47)

mit a; € C. AuBerdem soll ay # 0 sein, ansonsten ist offensichtlich z = 0 eine Losung

und wir sind fertig.

1. Wir benotigen mehrere Teilsdtze: (1) [p(z)| ist stetig (mehr dazu im néchsten
Kapitel), (2) stetige Funktionen nehmen auf einem kompakten Gebiet ihren Mi-
nimalwert (und Maximalwert) immer an (dies ist der Satz von Weierstra8, siche
Abschnitt 5.1.4), (3) die Gleichung z¥ = a hat immer eine komplexe Lésung fiir
a reell (sieche Abschnitt 4.2 zu komplexen Zahlen).

2. Zunichst zeigt man, dass |p(z)| fiir |z| — oo unbeschrénkt ist. Daraus folgt, dass
der Bereich fiir z, in dem |p(2)| < |p(0)| ist, kompakt ist (also von einer endlichen
Kreisscheibe iiberdeckt werden kann und abgeschlossen ist). Nach dem Satz von
Weierstrafl nimmt die Funktion |p(z)| irgendwo in diesem Gebiet ihr Minimum
an. Dieser Punkt sei zp. Es wird behauptet, dass |p(z9)| = 0 und damit auch

p(20) = 0.

3. Nun zeigt man, dass es fiir jede Zahl z, fiir die p(z) # 0 ist, eine Zahl w gibt,
sodass |p(z + w)| < |p(z)|. Man kann also durch eine geeignete Verschiebung
in der komplexen Ebene den Absolutbetrag einer Funktion immer verkleinern,
sofern dieser Absolutbetrag nicht 0 ist. Diese Aussage gilt nicht fiir reelle Zahlen.

k

Hier wird ausgenutzt, dass z* = a immer eine (komplexe) Losung hat. Also muss

das Minimum von [p(z)| wirklich 0 sein und es gibt die Nullstelle.

Zu dem Beweis dieser Behauptung schreibt man p(z+w) fiir festes z als Polynom

in w, wobei der konstante Term nun p(z) ist, was nach Voraussetzung nicht
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0 sein soll. Es sei k die niedrigste Potenz von w, zu welcher der Koeffizient
(nennen wir ihn by) nicht verschwindet. Fiir sehr kleine w kann man alle htheren
Potenzen vernachlissigen (auch dies ist zunéchst zu zeigen) und man betrachtet
die Funktion p(z) + bpw”*. Man zeigt nun, dass man w (als komplexe Zahl) so

wéhlen kann, dass diese Funktion einen kleineren Absolutbetrag hat als p(z).

Einige der Teilschritte in diesem Beweis werden in den Ubungen behandelt.

3.5.2 Die Exponentialfunktion

Eine der wichtigsten Funktionen in der Mathematik und Physik ist die Exponential-
funktion [exponential function]. Man kann sie durch einen Grenzwert definieren:
() =i (Hx)n 3.48)
exp(z) = lim ~) (3.
Fiir x = 1 bezeichnet man diesen Grenzwert als Euler’sche Zahl [Euler number] e
(benannt nach Leonhard Euler (1707-1783), der das Symbol e fiir diese Zahl einfiihrte),
auch wenn manche Mathematikhistoriker die Meinung vertreten, man solle eher von
der Napier’schen Zahl (nach John Napier (1550-1617), der diese Zahl implizit fiir die
Berechnung einer Logarithmentafel verwendete) sprechen.
Eine andere Definition der Exponentialfunktion beruht auf folgender Reihe:
o0 :L‘n

exp(r) = Z - (3.49)

n=0

Einige der Beweise fiir die folgenden Sitze werden auf die Ubungen verschoben. Man
beachte, dass diese Definitionen der Exponentialfunktion auch fiir komplexe Zahlen
sinnvoll sind.

Zunichst einmal ist natiirlich zu beweisen, dass der Grenzwert in der ersten
Definition existiert (dies geschieht im néchsten Abschnitt fiir # = 1). Dass die Reihe
in der zweiten Definition tatséchlich fiir beliebige Wert von = absolut konvergent ist,
folgt unmittelbar aus dem Quotientenkriterium: Mit a; = ‘”k—]f gilt

el el
lag| (k+ Dzl k+1°

(3.50)

Fiir jeden vorgegebenen Wert von |z| findet man ein N, sodass N + 1 > |z|. Damit

konnen wir b = ]\‘,LJJI setzen und das Quotientenkriterium ist fiir alle £ > N erfiillt.

Schliefflich ist zu zeigen, dass die beiden Definitionen dieselbe Funktion definie-

ren. Aus der Reihenentwicklung kann man die folgende Funktionalgleichung beweisen:

Ve,y € K: exp(z +y) = exp(z) - exp(y) . (3.51)
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Bis auf einen Faktor im Argument (und unter der Annahme, dass die Funktion zumin-
dest an einem Punkt stetig sein soll) gilt diese Aussage auch umgekehrt: Erfiillt eine
an mindestens einer Stelle stetige Funktion f(x) die Bedingung

f@)fly) = flx +y) (3.52)

fiir alle z,y in R oder C, dann gilt

f(z) = exp(ax) (3.53)

mit o € R oder C.

Man wird sich vielleicht fragen, weshalb die Funktionalgleichung (3.52) nicht
reicht, um die Exponentialfunktionen abzuleiten, sondern weshalb man noch an min-
destens einem Punkt die Stetigkeit verlangen muss. In [1] findet man ein Beispiel,
dass die Funktionalgleichung f(x +vy) = f(z) + f(y), die gewohnlich nur die Geraden
f(z) = kx (mit einer beliebigen Konstanten k) als Losungen hat, bei Aufgabe der
Bedingung der Stetigkeit an mindestens einem Punkt noch weitere Losungen zulésst,
deren Graph dann aber in der Ebene dicht ist (d.h., in jeder beliebig kleinen Umgebung
von jedem Punkt in der Ebene liegen unendlich viele Punkte des Graphen). ,,Beliebig
pathologisch!*

3.5.3 Beweis der Konvergenz von lim,, (1 + %)”

Es soll bewiesen werden, dass der Grenzwert

lim (1 + %)n (3.54)

n—o0

existiert. Der folgende Beweis stammt aus [10]. Wir verwenden im Wesentlichen den
Intervallschachtelungssatz (siche S. 75), d.h., wir betrachten eine Folge von Intervallen
la,, b,] wobei {a,} eine monoton steigende Folge und {b,,} eine monoton fallende Folge
ist, sodass {b, — a, } eine Nullfolge ist.

Es seien die Folgen {a,} und {b,} mit

1 n 1 n+1
ap = (1 + —) und b, = (1 + —) (3.55)
n n

gegeben. Wir beweisen zunéchst, dass {a, } monoton steigend ist. Aus der Ungleichung
von Bernoulli (vgl. S. 26),

(14+2)">1+nx fir v > —1,2 #0,n > 2, (3.56)

folgt:
1\" 1 1
<1—§> >l-n—=1-—, (3.57)
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bzw.

n_1<(n2—1)":(n+1)"-(n—1>”. (3.58)

n n? n"-n"

Wir multiplizieren mit n™/(n — 1)™ und erhalten:

(nﬁ 1)n1 = (1+ ni1>n1 < (";rl)”: (H%)n . (3.59)

Das bedeutet a,—1 < a, (fir n > 2) und damit ist bewiesen, dass die Folge {a,}

monoton steigend ist.
Ganz &hnlich beweisen wir, dass {b,} monoton fallend ist. Wiederum gilt nach
Bernoulli (fiir n > 2):

1 " n n 1
(1+n2_1) e e B R (3.60)

R N O
= (1+ni1)n-<1+%>_n. (3.62)

Wir bringen den zweiten Term rechts wieder auf die andere Seite:

1 n+1 1 n
1+ — 1 .
oY) o5

d.h. b, < b,_1. Also ist die Folge {b,} monoton fallend.

Offensichtlich ist b, — a,, immer positiv:

1\ "™ 1\" 1\" 1 .
bn—an:<1—|——> _(1+_) :(1+_) -(1+——1>:a—. (3.64)
n n n n n

Da schlieBlich a,, < b,, < by, ldsst sich die rechte Seite durch b; /n abschétzen, d.h.

oder:

b
by —ap < — —> 0. (3.65)

n n—oo

Also existiert der Grenzwert (Gl. 3.54). Fiir n = 100 bzw. n = 1000 erhalten wir die
Abschétzungen

2,7048 < e < 2,7329 bzw. 2,7169 < e < 2,71964 . (3.66)

Die Folge konvergiert also sehr schlecht und eignet sich kaum fiir die numerische Be-

stimmung der Euler-Zahl.
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3.5.4 Der natiirliche Logarithmus

Nun betrachten wir die Umkehrfunktion In(z), den sogenannten natiirlichen Logarith-
mus [natural logarithm| von x. Diese Funktion ist (zundchst) nur auf den positiven
reellen Zahlen definiert, da die Bildmenge der Exponentialfunktion (aufgefasst als
Funktion tiber R) die positiven reellen Zahlen sind. Fiir beliebige Werte von z gilt
somit

In(exp(z)) =z, (3.67)

und fiir positive reelle Zahlen x gilt
exp(In(z)) = z. (3.68)

Aus der Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion leitet sich dann die Funktio-

nalgleichung fiir den Logarithmus ab:
In(z - y) = In(z) + In(y) . (3.69)
Uber die Beziehung
a® = exp(zIn(a)) (3.70)

kann man, ausgehend von der natiirlichen Exponentialfunktion (zur Euler-Zahl e) und

dem natiirlichen Logarithmus, verallgemeinerte Exponentialfunktionen definieren.

3.5.5 Sinus- und Kosinus-Funktion

Die Sinus- und die Kosinus-Funktion diirften aus der Schule bekannt sein. Dort defi-
niert man sie entweder iiber die Seitenverhéltnisse in rechtwinkligen Dreiecken (siche
Vorkurs Mathe [5]), oder aber iiber die Projektionen von Radien im Einheitskreis auf
die vertikale bzw. horizontale Achse (vgl. Abb. 3.1).

Asin o

Abbildung 3.1: Winkelfunktionen: (a) Der Sinus und Kosinus eines Winkels (gemes-
sen im Bogenbmaf}) in einem rechtwinkligen Dreieck. (b) Der Sinus und Kosinus als
Projektion eines Einheitsvektors auf die horizontale und vertikale Achse.
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Wir geben hier die Reihenentwicklung der Sinus- und Kosinus-Funktion an, da
wir spater den Zusammenhang zur Exponentialfunktion herstellen wollen. Allerdings
erfolgt der einfachste Beweis fiir die Reihendarstellungen {iber die Taylor-Entwicklung,

die wir erst in Kapitel 5.5 kennenlernen werden.

sin(z) = Zﬂx%ﬂ (3.71)

o
S
+

=

o0 _1 n
cos(xz) = Z (=) " (3.72)
Beide Funktionen sind fiir beliebige reelle Zahlen x absolut konvergent.

3.5.6 Hyperbolische Funktionen

Zwei Kombinationen von Exponentialfunktionen spielen oft eine wichtige Rolle: die
sogenannte hyperbolische Kosinus-Funktion [hyperbolic cosine] und die hyperbolische
Sinus-Funktion [hyperbolic sine]:

(exp(z) +exp(—z)).  (3.73)

N | —

sinh(x) = %(exp(m) —exp(—1)) cosh(z) =

Die Bedeutung dieser Funktionen ergibt sich unter anderem aus ihren Symmetrie-

eigenschaften:
sinh(—z) = — sinh(z) cosh(—xz) = cosh(z) . (3.74)

Die Reihenentwicklungen (die sich leicht aus der Reihenentwicklung der Exponential-
funktion ableiten lassen) zeigen eine Verwandtschaft zu den trigonometrischen Funk-

tionen:
: = 1 .
Slnh(m) = Z mlz +1 (375)
n=0
=1
cosh(z) = Z(Qn)'x%. (3.76)
n=0 ’

3.6 Konvergenz von Funktionen

Wir haben im letzten Abschnitt die Exponentialfunktion sowie die Sinus- und Kosinus-
Funktionen durch den Grenzwert von Folgen definiert (bei Reihen durch den Grenzwert
der Partialsummen). Das bedeutet, wir haben eine Folge von Funktionen {S,(x)}, von
der wir behaupten, dass sie gegen eine Funktion f(z) konvergiert.

Diese Folgen héngen nun noch von einem Parameter x ab. Natiirlich wird fiir
die Konvergenz verlangt, dass die Folgen fiir jeden Wert x (im erlaubten Definiti-

onsbereich) konvergieren. Dies bezeichnet man als punktweise Konvergenz [pointwise
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convergence]. Ein etwas strengeres Konvergenzkriterium ist die gleichmdfige Konver-
genz von Funktionen, bei der wir fordern, dass die konkreten Konvergenzkriterien fiir
alle x gleich gewahlt werden konnen. Da es sich hier um ein sehr schones Beispiel fiir
die Anwendung der Existenz- und Allquantoren handelt, geben wir die Definitionen fiir
punktweise und gleichméfBige Konvergenz von Funktionenfolgen (definiert iiber einer
Menge U) zunéchst in dieser Form an:

(punktweise) Ve>0 VxeU IN €N Vk> N : |Sk(z) — f(z)] <e (3.77)
(gleichméafBlig) Ve>0 IN €N Ve eU Vk> N : |Sp(z) — f(z)| <e (3.78)

Der Unterschied zwischen den beiden Konvergenzbedingungen liegt also lediglich in
der Reihenfolge des zweiten und dritten Quantors: Fiir die punktweise Konvergenz
fordern wir, dass es ,fiir jedes x in U ein N gibt, sodass fiir alle £ > N“ das Konver-
genzkriterium erfiillt ist. Bei der gleichméfligen Konvergenz fordern wir, dass ,,es ein
N gibt, sodass fiir alle x in U und fiir alle £ > N* das Konvergenzkriterium erfiillt ist.

Bei der punktweisen Konvergenz kann die Zahl N, ab der die Bedingung |Sy.(z)—
f(x)] < e erfiillt sein soll, fiir jeden Wert von x eine andere sein, d.h., sie kann von x
abhéngen. Bei der gleichméfligen Konvergenz kann man eine solche Zahl N unabhéngig
von dem Punkt z angeben, an dem die Konvergenz gelten soll.

Wir betrachten als einfaches Beispiel die Folge S, (z) = 1/(nz). Fiir jedes © #
0 konvergiert diese Folge im Grenzfall n — oo gegen 0. Wéahlen wir zunéchst als
Definitionsbereich U alle Zahlen x > 1, so konvergiert diese Folge gleichméfig. Zu
jedem € > 0 geben wir N > 1/€ an und konnen leicht nachweisen, dass nun Si(z) < €
fiir alle £ > N und alle = > 1 gilt.

Wihlen wir jedoch als Definitionsbereich die positiven reellen Zahlen R, lassen
also alle Werte x > 0 zu, so konvergiert die Folge nicht mehr gleichméflig, wohl aber
punktweise. Wenn wir (zu einem vorgegebenen € > 0) ein x vorgeben, konnen wir
immer ein N finden (ndmlich N > 1/(ex)), sodass Si(z) < € fiir alle k > N. Wir sehen
jedoch, dass N von x abhéngt. Wir konnen nicht fiir alle > 0 ein festes N angeben.

3.7 Topologische Riume

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir einige der Ergebnisse in einen allgemeineren
Rahmen einbetten. Dies wird uns auf das Konzept des topologischen Raumes und einer
verallgemeinerten Definition von offenen und abgeschlossenen Mengen fiihren.

3.7.1 Axiomatische Definition einer Topologie

Wir verwenden nun die Sétze aus Abschnitt 3.2.3, um offene Mengen (bzw. ein Topo-

logie) axiomatisch zu charakterisieren.
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Definition: Sei M eine Menge. Eine Menge T(M) = {U,|U, € M} C 2M yon
Teilmengen von M bezeichnet man als eine Topologie [topology] auf M, wenn folgende

Bedingungen erfillt sind:
1. Die leere Menge O und die Menge M selbst sind Elemente von T (M).

2. Der Durchschnitt von endlich vielen Elementen aus T(M) ist ebenfalls wieder
ein Element von T'(M):

VUVET=UNV eT(M). (3.79)

(Anmerkung: Wenn die Aussage fiir zwei beliebige Elemente richtig ist, gilt sie

auch fiir eine beliebige endliche Anzahl von Elementen.)

3. Jede Vereinigung beliebig vieler Elemente aus T(M) ist wieder ein Element aus
T(M):
U Ua e (), (3.80)

wober I eine beliebige Indexmenge ist.

Die Elemente von T'(M) nennen wir offene Mengen [open sets|. Die Menge M mit der
Topologie T'(M), kurz (M, T), bezeichnen wir als einen topologischen Raum [topological
space]. Sei x € M ein Element der Menge M und U € T(M) mit x € U, dann
bezeichnet man U auch als offene Umgebung [open neighbourhood] von x.

Wie schon frither bezeichnen wir eine Teilmenge von M als abgeschlossen, wenn
sie das Komplement einer offenen Menge von M ist, also

V abgeschlossen < U e T(M) :V =M\ U. (3.81)

Wir hitten den Begriff der Topologie auch iiber abgeschlossene Mengen definieren
konnen (und dann die offenen Mengen als die Komplemente von abgeschlossenen Men-

gen definiert). Das Axiomensystem dazu ist:
1. Die leere Menge () und die Menge M selbst sind abgeschlossen.
2. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
3. Der Durchschnitt beliebiger abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Es gibt zwei sehr einfache Topologien auf jeder Menge M. Die triviale Topologie
[trivial topology] einer Menge M besteht nur aus der leeren Menge und M selbst:
T (M) = {0, M}. Die diskrete Topologie [discrete topology] einer Menge M besteht aus
allen Teilmengen, ist also die Potenzmenge von M: T'(M) = P(M).
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Meist verwendet man sogenannte Hausdorff-Topologien. Eine Hausdorff-Topo-
logie ist eine Topologie, bei der es zu je zwei verschiedenen Elementen xy,x5 € M
immer zwei offene Umgebungen U; und U, gibt, sodass 1 € Uy, x5 € Uy und U1NU; =
(). Diese Bedingung garantiert, dass wir zu je zwei verschiedenen Punkten in M immer
disjunkte offene Umgebungen finden, die diese Punkte enthalten (man sagt auch, die
Topologie separiert verschiedene Punkte). Diese Forderung bezeichnet man auch als
Trennungsaziom Ts.

Um auf der anderen Seite beispielsweise die diskrete Topologie ausschliefen zu
koénnen, verlangen wir noch, dass jede offene Umgebung eine abgeschlossene Umgebung
enthélt, die wiederum eine offene Umgebung als echte Untermenge enthalten soll. Diese
Bedingungen sind bei den schon definierten e-Umgebungen immer erfiillt.

Innerhalb der reellen Zahlen (oder allgemeiner innerhalb von normierten Vek-
torrdumen) mit der {iblichen Abstandstopologie ist eine Menge, die nur ein Element
enthélt, immer abgeschlossen. Auflerdem sind die beiden einzigen Mengen, die sowohl
offen als auch abgeschlossen sind, die leere Menge und die Gesamtmenge selbst. Dass
dies nicht generell fiir topologische Raume gilt, zeigt das Beispiel einer diskreten To-
pologie: Hier ist jede Teilmenge einer Menge M gleichzeitig offen und abgeschlossen.

Eine Menge E C M ist abgeschlossen, wenn sdmtliche Haufungspunkte von E
auch Elemente von E sind. Ein Punkt x heifit innerer Punkt, wenn er eine (offene)
Umgebung U hat, sodass U C E. Alle anderen Punkte von E heiflen Randpunkte.

Die Begriffe ,,abgeschlossen®, ,innerer Punkt“ und , Randpunkt® entsprechen
also ungefdhr unseren Vorstellungen: Ein Randpunkt ist ein Punkt, der unmittelbar
ans AuBere angrenzt, also nichts mehr zwischen sich und dem Auflen hat, wihrend ein
innerer Punkt noch eine (moglicherweise kleine) Umgebung hat, die ganz im Inneren
liegt.

Eine Menge £ C M ist offen, wenn jeder Punkt x € E eine Umgebung U hat,
sodass U C F, d.h., wenn E nur innere Punkte besitzt.

Definition: Eine Menge E liegt dicht [dense] in M, wenn jeder Punkt von M
ein Hdaufungspunkt von E ist, d.h., in jeder Umgebung eines Punktes von M liegen

unendlich viele Punkte von E.

Genau dies ist beispielsweise fiir die rationalen Zahlen als Teilmenge der reellen
Zahlen der Fall: Jedes noch so kleine (offene) Intervall um eine beliebige reelle Zahl
enthélt unendlich viele rationale Zahlen.

Wie schon erwéhnt, ist eine Teilmenge FF C M eines topologischen Raumes
nicht immer entweder offen oder abgeschlossen. Diese beiden Begriffe sind also nicht
komplementér in diesem Sinne. Hinsichtlich der iiblichen Topologie auf R ist beispiels-
weise die Menge der rationalen Zahlen Q@ C R weder offen (kein Punkt besitzt eine
offene Umgebung, die ganz in Q liegt) noch abgeschlossen (es gibt Haufungspunkte
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von Q, die nicht in Q liegen).

3.7.2 Kompakte Raume

Die Verallgemeinerung von abgeschlossenen Intervallen (oder endlichen Bereichen) in
den reellen Zahlen sind sogenannte kompakte topologische Riume [compact topological
spaces|. Wir beginnen mit der allgemeinen Definition fiir beliebige topologische Rdume,
schrianken uns dann aber auf den R” ein. Das ist die Situation, mit der wir als Physiker
noch am ehesten konfrontiert werden. (Dieser Abschnitt enthélt keine Beweise.)

Sei (M, T) ein topologischer Raum (also M eine Menge und 7' eine Menge
von Teilmengen, die auf M eine Topologie definieren), dann nennen wir eine (nicht
notwendigerweise echte) Teilmenge £ C M kompakt, wenn jede Uberdeckung von E

mit offenen Teilmengen aus 7',

Ec|Ju mit U; € T, (3.82)
el
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Das bedeutet, es gibt eine endliche Teilmenge
{i1,...,3,} der Indexmenge I, sodass £ C U; U...U U; . Man beachte, dass die-
se Teilmengen U; nicht disjunkt sein miissen (sie kénnen sich teilweise iiberlappen).
Wichtig ist, dass dies fiir jede Uberdeckung gelten muss, es reicht nicht, dass es solche
Uberdeckungen gibt.

Der Satz von Heine-Borel besagt, dass jede Teilmenge des euklidischen Raums
R™ genau dann kompakt ist, wenn diese Teilmenge abgeschlossen und beschrénkt ist.
,Abgeschlossen® hat hierbei die in Abschnitt 3.2.3 definierte Bedeutung, namlich dass
jeder Haufungspunkt der Menge auch wieder in der Menge liegt. Eine Teilmenge von
R™ (allgemeiner eines beliebigen metrischen Raums) heiit beschrinkt, wenn sie sich
durch eine Kugel mit endlichem Radius {iberdecken l&sst.

Fiir kompakte Teilmengen des R™ gilt eine Verallgemeinerung des Satzes von
Bolzano und Weierstraf}: Jede Folge in einer kompakten Teilmenge des R™ besitzt
mindestens einen Haufungspunkt in dieser Teilmenge. Dieser Haufungspunkt kann
natiirlich auch auf dem Rand der Teilmenge liegen, daher ist wichtig, das wir kompakte
Teilmengen betrachten.



Kapitel 4
Reelle und komplexe Zahlen

In diesem Kapitel verwende ich die Konzepte des letzten Kapitels, insbesondere den
Begriff der Cauchy-Konvergenz, um den Schritt von den rationalen Zahlen zu den re-
ellen Zahlen zu gehen. Anschlieflend erweitere ich die reellen Zahlen zu den komplexen
Zahlen. Am Ende dieses Kapitels werde ich andeuten, wie man die reellen Zahlen auch

iiber bestimmte Teilmengen von rationalen Zahlen definieren kann.

4.1 Konstruktive Definition von R

Das Ziel dieses Abschnitts ist, die reellen Zahlen als Vervollstandigung der rationa-
len Zahlen zu definieren. Dazu miissen wir zunéchst kliaren, was iiberhaupt eine Ver-
vollstandigung ist.

4.1.1 Vervollstindigung eines metrischen Raums

Gegeben seien zwei Folgen {a;} und {b;} in einer Menge M (mit einer Metrik d) und
beide Folgen seien in M Cauchy-konvergent. Falls die Grenzwerte der Folgen nicht
in M liegen, konnen wir zunéchst nicht entscheiden, ob die beiden Folgen denselben
Grenzwert haben.

Definition: Zwei Cauchy-konvergente Folgen {a;} und {b;} in M heiflen dquivalent,
wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, sodass d(a;,b;) < € fiir alle i > N. Bei Folgen
aus Elementen eines normierten Vektorraums konnen wir auch einfacher sagen, dass
zwei Folgen dquivalent sind, wenn ihre Differenzfolge {(a; — b;)} eine Nullfolge ist.

Wir kénnen leicht zeigen, dass es sich hierbei tatséichlich um eine Aquivalenz-
relation handelt. Trivialerweise ist eine Folge {a;} zu sich selbst dquivalent. Falls {a;}
dquivalent zu {b;} ist, gilt natiirlich auch das Umgekehrte. Und falls {a;} dquivalent
zu {b;} ist und die Folge {b;} dquivalent zu {¢;}, ist auch {a;} dquivalent zu {c¢;}. Dazu

93
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suchen wir einfach die Zahl N, sodass sowohl d(a;, b;) < €/2 als auch d(b;, ¢;) < €/2 fiir
i > N ist. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung, dass d(a;,¢;) < € fiir alle i > N.

Wie wir gezeigt haben, bedeutet eine Aquivalenzrelation aber auch, dass wir
die Menge der Aquivalenzklassen betrachten konnen, in diesem Fall also die Menge
aller Folgenklassen, wobei Folgen innerhalb einer Aquivalenzklasse denselben Grenz-
wert haben. Diese Menge aller Aquivalenzklassen von Folgen bezeichnen wir als die
Vervollstindigung [completion] von M. Und einen metrischen Raum, der sdmtliche
Grenzwerte Cauchy-konvergenter Folgen enthélt, nennen wir vollstindig [complete)].

Der Begriff der Vervollstdndigung ist sicherlich zunéchst fremdartig. Wir reden
plotzlich von Mengen von Aquivalenzklassen von Folgen, also von Dingen, die mit M
selbst scheinbar nicht mehr viel zu tun haben. Die Idee ist, dass man die Grenzwerte
der Folgen in einer solchen Aquivalenzklasse als ,,Label“ dieser Aquivalenzklasse ver-
wendet und somit die Vervollstdndigung einer Menge M in der Menge aller moglichen
Grenzwerte von Folgen in M besteht.

Natiirlich enthélt in diesem Sinne diese Vervollstandigung die Menge M als
Teilmenge, denn jede Folge (a,a,a,...) mit einem konstanten Element a € M hat
natiirlich als Grenzwert das Element a und definiert somit die Aquivalenzklasse zu a.
Doch die Vervollstindigung enthilt auch die Aquivalenzklassen von Folgen, die zwar
Cauchy-konvergent sind, moglicherweise aber keinen Grenzwert in M haben.

4.1.2 Die reellen Zahlen

Wir betrachten nun konkret die Menge der rationalen Zahlen Q mit der Abstands-
funktion d(a,b) = |a — b| fiir a,b € Q und definieren:

Definition: Die Menge R der reellen Zahlen ist die Vervollstindigung der Men-
ge Q. R ist also gleich der Menge aller Aquivalenzklassen von Cauchy-konvergenten
Folgen in Q.

Nun haben wir zwar definiert, was die reellen Zahlen sind, doch es verbleibt
zu zeigen, dass die so definierte Menge tatséichlich alle Eigenschaften hat, die wir
von den reellen Zahlen erwarten. Dazu miissen wir eine Addition, eine Multiplikation
sowie eine Ordnungsrelation definieren und anschliefend zeigen, dass die bekannten
Rechenregeln tatséchlich erfiillt sind. Wir belassen es hier bei ein paar Anmerkungen;
einige der Beweise werden auf die Ubungen verlegt.

1. Wir konnen zwei Folgen {a;} und {b;} (mit a;,b; € Q) addieren, indem wir die
Folge der Summen bilden:{(a; + b;)}, entsprechend definieren wir das Produkt
als die Folge {(a;b;)}. Zunéchst ist zu beweisen, dass die Summen und Produk-
te von Cauchy-konvergenten Folgen wieder Cauchy-konvergent sind. Dann ist

zu zeigen, dass diese Summen und Produkte zu eindeutigen Aquivalenzklassen
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gehoren, also nicht nur Operationen auf einzelnen Folgen sind, sondern wohl de-
finierte Operationen auf den Aquivalenzklassen darstellen. Dies haben wir, zu-
mindest im Prinzip, in Abschnitt 3.3 gezeigt. Schliellich sollen die so definierte
Addition und Multiplikation die iiblichen Rechenregeln erfiillen (Assoziativitét,
Kommutativitit, Distributivgesetz, Existenz von Inversen, etc.).

2. Wir definieren zu zwei Folgen {a;} und {b;} (mit a;,b; € Q) eine Ordnungsre-
lation, indem wir sagen, {a;} > {b;}, wenn es ein ¢ > 0 und ein N € N gibt,
sodass fiir alle i > N gilt a; > b; + €. Auch hier ist zu zeigen, dass es sich um eine
sinnvolle Definition auf den Aquivalenzklassen handelt und zusammen mit der
Addition und Multiplikation die iiblichen Rechenregeln gelten. Auflerdem muss
die Vollstandigkeit der Ordnungsrelation gezeigt werden, d.h. fiir je zwei Folgen
{a;} und {b;} gilt entweder {a;} < {b;} oder {a;} > {b;} oder {a;} = {b;} (also
{b; — a;} ist eine Nullfolge).

3. Die Menge der rationalen Zahlen Q ist eine Teilmenge der Menge der reellen
Zahlen, da es fiir jede beliebige rationale Zahl (triviale) Folgen {a;} in Q gibt,
die diese rationale Zahl als Grenzwert haben.

4. Wir haben bei dem Beweis der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen angenom-
men, dass sich jede reelle Zahl als (eventuell unendliche) Dezimalfolge schreiben

ldasst. Auch dies wire nun zu zeigen.

Die eine Richtung ist leicht: Jede unendliche Dezimalfolge von Zahlen definiert
eine Cauchy-konvergente Folge von rationalen Zahlen: Zu einer unendlichen De-
zimalfolge x definierten wir die Folge rationaler Zahlen {a;}, indem a; einfach
die ersten i Nachkommastellen der Dezimalfolge umfassen soll (das ist immer
eine rationale Zahl). Diese Folge ist Cauchy-konvergent und konvergiert gegen
die unendliche Dezimalfolge.

Die umgekehrte Richtung ist etwas schwieriger: Jeder mogliche Grenzwert einer
Cauchy-konvergenten Folge rationaler Zahlen lisst sich als unendliche Dezimal-
folge schreiben. (Zum Beweis siehe z.B. [11].)

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass sdmtliche Figenschaften, die wir von den
reellen Zahlen kennen, auch tatséchlich fiir die oben definierte Menge gelten.

Man kann beweisen, dass die Menge der reellen Zahlen der einzige vollstandige
Korper ist, der die rationalen Zahlen enthélt und auf dem eine natiirliche Ordnungs-
relation definiert ist. , Natiirlich“ bedeutet dabei, dass diese Ordnungsrelation mit den

Rechenregeln vertréglich ist, insbesondere gilt fiir alle x,y, z € R:

r<y & r+z<y+z, (4.1)
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und falls z > 0 gilt auch
r<y & zz2<Yyz. (4.2)

Eine Ordnungsrelation mit diesen Eigenschaften gibt es auf der Menge der komplexen
Zahlen nicht. Daher kann man die reellen Zahlen auch axiomatisch definieren als einen
Zahlenkorper mit den folgenden Eigenschaften:

1. Der Zahlenkorper R enthélt die rationalen Zahlen @@ als Teilmenge.

2. Der Zahlenkorper R ist vollsténdig (kovergente Cauchy-Folgen haben ihre Grenz-
werte in den reellen Zahlen).

3. Es gibt eine Ordnungsrelation, welche die beiden Bedingungen 4.1 und 4.2 erfiillt.

Dass die reellen Zahlen, so wie sie hier definiert wurden (als Vervollsténgigung um die
Grenzwerte Cauchy-konvergenter Folgen), diese Bedingungen erfiillen, ist vergleichs-
weise leicht zu zeigen. Dass dies der einzige Zahlenkoérper mit den genannten Eigen-

schaften ist, ist schon schwerer zu beweisen.

4.1.3 Die n-te Wurzel

Fiir den Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra wurde verwendet, dass die n-te
Wurzel aus einer Zahl existiert. Wir wollen nun beweisen, dass es fiir eine positive
reelle Zahl x genau eine positive reelle Zahl y gibt, sodass y” = x. Man schreibt dann
y = /T oder y = xn.

Man kann den Beweis sehr abstrakt fithren und die Existenz dieser Zahl y in R
beweisen (vgl. Abschnitt 4.3.3). Ich werde hier einen konstruktiveren Weg einschlagen
und einen Algorithmus angeben, wie man die n-te Wurzel berechnen kann.

Die Eindeutigkeit folgt aus den Eigenschaften der Ordnungsrelation. Wenn es
zwel verschiedene positive reelle Zahlen y; und y, gibe, sodass yi = y5 = z, dann
miisste entweder y; < yo oder yo < y; gelten (da y; # yo angenommen wurde und die
Ordnungsrelation auf den reellen Zahlen vollsténdig sein soll). Dann folgt aus Gl. 4.2
aber auch y' <y oder y5 < yi. Wir erhalten also einen Widerspruch.

Wir betrachten nun folgende Rekursionsformel:

Y1 = % ((n — )y + — 1) (4.3)

Y

mit Startwert yo = 1. Sie liefert eine Folge von reellen Zahlen {y}, die gegen die n-te
Wurzel von z konvergiert. Die Konvergenz ist sogar sehr schnell, allerdings wére sie an
dieser Stelle erst zu beweisen. Unter der Annahme der Konvergenz folgt sofort, dass y
mit y" = = der Grenzwert der Folge ist, denn aus der Gleichung

A= (4.4
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folgt y" = x. Da die Menge der reellen Zahlen vollstindig ist, liegt der Grenzwert
dieser Folge in den reellen Zahlen und somit existiert die n-te Wurzel in R™.

4.2 Die komplexen Zahlen

Historisch war der Weg zu den komplexen Zahlen [complex numbers| eine ,schwere Ge-
burt* (wie iibrigens auch der Weg zu den negativen Zahlen). Die Frage, wie man mit
Wurzeln aus negativen Zahlen umgehen soll, wurde im 16. Jahrhundert dringlich, als
sich die Mathematiker mit den Losungen von kubischen und quartischen Gleichungen
beschiftigten (das sind Gleichungen der Form ax™ + bz" ! + ... + cx + d = 0, wobei n
maximal 3 bzw. 4 sein soll). Zwar kénnen auch bei quadratischen Gleichungen schon
Wurzeln aus negativen Zahlen auftreten, doch hier kann man sich noch herauswinden
und sagen, diese Losungen ,,gebe es eigentlich nicht“. Doch bei kubischen Gleichungen
war die Sache schwieriger: Es gibt kubische Gleichungen mit reellen Losungen, die aber
nach der allgemeinen Losungsformel durch Wurzeln aus negativen Zahlen ausgedriickt
werden. Die Losung gibt es also offensichtlich als reelle Zahl, aber ihre Darstellung in
der allgemeinen Losungsformel enthélt Wurzeln aus negativen Zahlen. Wahrend bei-
spielsweise Gerolamo Cardano (1501-1576) noch sehr ungerne mit diesen Wurzeln aus
negativen Zahlen rechnete (es allerdings im Gegensatz zu vielen seiner Zeitgenossen
notgedrungen tat und dadurch zu einem Begriinder dieses mathematischen Zweiges
wurde), betrachtete zwei Jahrhunderte spéter Leonhard Euler (1707-1783) die ima-
gindren Zahlen (dieser Begriff wurde vermutlich von Descartes eingefiihrt, das Symbol
i = v/—1 stammt von Euler; der Begriff der komplexen Zahl wurde spéter von Carl
Friedrich Gauf (1777-1855) geprégt) als wesentlich und trug entscheidend zu ihrer
Untersuchung bei.

4.2.1 Definition der komplexen Zahlen

Es gibt viele Wege, die komplexen Zahlen einzufithren. Ein mathematisch sehr ele-
ganter Weg definiert die komplexen Zahlen als die Menge R? = {(x,y)|z,y € R} mit
folgender Addition und Multiplikation:

V(x1,91), (22,92) € R? (z1,91) + (72,92) = (21 + T2, Y1 +¥2) (4.5)
und (951791) : ($27y2) = (xll’Q —Y1Y2, T1Y2 + $2y1> . (4.6)

Nun ist zu zeigen, dass alle Koérperaxiome fiir diese beiden Operationen erfiillt sind.
Ein dhnlicher Weg definiert formal eine neue Zahl i= y/—1, oder, besser ausge-

driickt, eine Losung der algebraischen Gleichung 22+ 1 = 0, die man mit i bezeichnet.

Nun erweitert man die reellen Zahlen um diese neue Zahl, wobei beliebige Summen

und Produkte (mit der Bedingung i* = —1) ebenfalls in der neuen Menge erhalten sein
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sollen. Auf diese Weise gelangt man zu folgender Darstellung: Jede komplexe Zahl lasst
sich in der Form z = x + iy schreiben. Die Rechenregeln lauten fiir z; = x; + iy;:

21tz = (v +iy) + (22 +iye) = (21 + 22) +i(y1 + 12) (4.7)
21029 = (m+iy) - (22 +iye) = 129 + i(T1y0 + Toy1) + PY102 (4.8)
= (2122 — Y11) +i(T1Y2 + T2y1) - (4.9)

Man erkennt sofort, dass die beiden Definitionen dquivalent sind. Wir werden im Fol-
genden die letztere Notation wéhlen, da sie in der Physik die geldufigere ist.

Der Vollsténdigkeit halber erwéhne ich noch eine dritte Moglichkeit, die komple-
xen Zahlen einzufiihren, die manchmal in der Physik eine Rolle spielt. Wir betrachten

alle 2 x 2 Matrizen der Form

z:< v y) z,y € R. (4.10)

Die iiblichen Regeln zur Addition und Multiplikation von Matrizen liefern:
T T T+ +
itz = 1 Y X 2 Y2 _ 1 2 Y1 T Y2 (4.11)
—Y1 1 —Y2 T2 —(y1 +1y2) 1+ 12

T x
ez = 1 W% _ 2 Y (4'12)
-1 —Y2 T2

B TiTe —Y1Y2  T1Y2 + T2y
—(21y2 + T2y1) 172 — Y1y

1 0 0 1
= (T122 — 11y2) ( 01 ) + (z1y2 + 22u1) ( 10 > : (4.14)

(4.13)

Offenbar erfiillen diese Matrizen dieselben Regeln, wie die oben angegebenen Zahlen-
paare bzw. Zahlen der Form x + iy.
Fiir z = x + iy bezeichnet man x als den Realteil [real part] von z und schreibt

Re(z) = z und y als den Imagindrteil [imaginary part] von z, also Im(z) = y.

4.2.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

Wir werden nicht alle Rechenregeln im Detail herleiten, aber auf einige nicht ganz so
selbstverstdndliche Regeln mdochte ich kurz eingehen.

Es ist beispielsweise nicht offensichtlich, dass die Multiplikation assoziativ ist.
Es gilt

212923 = T1T2T3—Y1 Y203 —T1Y2Y3 — Y1 T2Y3+i(T1Xoy3 +T1Y203+y1 0203 —Y112Yy3) . (4.15)
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Dass die Klammersetzung keine Rolle spielt, kann man sich nun leicht iiberlegen. Das
neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist natiirlich die reelle Zahl 1 =1 + i0.

Bevor wir die Division betrachten, fithre ich noch ein neues Konzept ein: Auf der
Menge der komplexen Zahlen kann man eine Involution [involution] (eine Abbildung,
deren Quadrat — also die zweimalige Hintereinanderausfiihrung — die Identitét ergibt)
definieren, die man als komplexe Konjugation [complex conjugation| bezeichnet. Die zu
einer komplexen Zahl z = = + iy komplex konjugierte Zahl ist z* = x — iy (manchmal
schreibt man statt z* auch z). Das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrer komplex
konjugierten Zahl ist eine reelle Zahl:

22 = (v +iy)(r —iy) = 2> + >, (4.16)
Die Wurzel daraus bezeichnet man als den Betrag [absolute value] der komplexen Zahl:
2| = Vz-2z* =22+ 2. (4.17)

Nach dem Satz des Pythagoras ist der Betrag einer komplexen Zahl offensichtlich der
Abstand des Punktes (x,y) in der Ebene vom Nullpunkt. Damit erhalten wir fiir den

Vektorraum C™ fiir einen Vektor z = (zq, 29, ..., 2,,) die Standardnorm:

|zl = /21 2f + 22 25 + oo+ 20 21 (4.18)
Eine wichtige Beziehung, die man leicht nachrechnen kann, ist:
|21+ 22| = |21] - |22]. (4.19)

Das bedeutet (unter anderem): Das Produkt von zwei komplexen Zahlen verschwindet
dann und nur dann, wenn eine der beiden komplexen Zahlen 0 ist.
Wir berechnen nun das zu einer komplexen Zahl z = z + iy inverse Element

beziiglich der Multiplikation:

N 1 (x —1iy) 1 , z*
T erwe-w @) T 00
Man erkennt, dass 2z~ fiir jede komplexe Zahl z # 0 existiert und lediglich die Zahl 0
kein inverses Element besitzt.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass man mit den komplexen Zahlen
ebenso rechnen kann, wie mit den reellen Zahlen, und dass sédmtliche Rechenregeln
weiterhin gelten. Die komplexen Zahlen haben sogar den Vorteil, dass sie algebraisch
abgeschlossen [algebraically closed] sind. Dies besagt der Fundamentalsatz der Algebra:
Die Losungen einer beliebigen Polynomgleichung

p(z) = Z apz" =0 (a, € C) (4.21)
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liegen wieder in der Menge der komplexen Zahlen. Jedes solche Polynom n. Grades
hat auch genau n algebraische Losungen, d.h., es ldsst sich in der Form

n n

p(z) = Z ar?® = a, H(z — 2k) (4.22)

k=0 k=1

schreiben, wobei z; € C die Wurzeln [roots] dieses Polynoms p(z) sind (die Nullstellen
der Polynomgleichung p(z) = 0). Dieselbe komplexe Zahl kann natiirlich auch mehrfach
als Wurzel auftreten.

4.2.3 Die Euler’sche Formel

Die Euler’sche Formel stellt eine Beziehung zwischen der Exponentialfunktion einer

komplexen Zahl und ihrer Standarddarstellung in der Form x + iy her. Sie lautet:
e = cosx +isinx. (4.23)
Der Beweis kann auf mehrere Weisen erfolgen.

1. Kennt man die Potenzreihenentwicklungen der Exponentialfunktion sowie vom

Sinus und Kosinus, kann man die Gleichheit der beiden Seiten direkt nachpriifen:

1 1
T -2 .3 o L on
e’ = 1—1—:6—1—295 —1—6:5 +m_nE:0”!x
1 2 1 4 - 1 n,.2n
cosxr = 1—§x —i-ﬂx —....:ngzom(—l) T
) 1, 1 . > 1 )
= - —a’— =) ——(=1)"*"

sin x x 6$ + 120:1: ;}(Zn—i—l)!( )"

Hierbei (wie auch bei dhnlichen Beweisen fiir die Exponentialfunktion bestimm-
ter Matrizen) nutzt man aus, dass fiir die imaginére Einheit folgende Regeln
gelten:
—1)™  fiir n =0 mod 2
i _ (—1) ir n mo (4.24)
(—1)™i firn =1 mod 2

2. Nutzt man die Standardregel e’ = 1, dann sollte e'* fiir z = 0 den Wert 1 haben.
Die Ableitungsregeln ergeben
Lo e, (4.25)
also f'(x) = if(x) fiir f(z) = €. Das gleiche Ergebnis erhilt man auch fiir
f(z) = cosz +isinz. Und da die Funktionen bei x = 0 iibereinstimmen, ist das
Ergebnis eindeutig.
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Diese Herleitung ist zwar sehr elegant, erfordert aber die Kenntnis der Ablei-
tungsregeln sowie Eindeutigkeitsséitze zu Losungen von Differentialgleichungen
erster Ordnung.

3. Nach den iiblichen Potenzregeln a®a¥ = a**¥ sollte z = ¢ den Betrag 1 haben
und bei z = 0 den Wert 1 annehmen. Damit kann man zeigen, dass el =
cos f(x) + isin f(x) sein muss, wobei f(z) eine reelle Funktion von z ist und
f(0) = 0 ist. Aus den Additionstheoremen des Sinus und Kosinus kann man
dann f(x) = ax ableiten, wobei a eine noch offene Konstante ist. Diese Konstante
kann man erst festlegen, wenn man Eigenschaften der Eulerzahl e verwendet oder
weif}, dass fiir sehr kleine Werte von x die Exponentialfunktion die Entwicklung
e’* =1+ x + ... hat.

Damit ist die Exponentialfunktion von einer beliebigen komplexen Zahl:

"MV = 7 (cosy +isiny). (4.26)

4.2.4 Die Polardarstellung komplexer Zahlen

Die Euler-Formel gibt uns zwei Moglichkeiten an die Hand, eine komplexe Zahl alge-
braisch darzustellen: Einmal in der Standarddarstellung (oder auch Koordinatendar-
stellung) als Summe aus einem Real- und einem Imaginérteil, z = = + iy, und einmal
durch einen Winkel und den Betrag der komplexen Zahl (siche Abb. 4.1):

z=z+1iy =rexp(ip) =rcosp +irsinep. (4.27)
I A
m
Yy T
i g : .

- Re Abbildung 4.1: Darstellung einer komplexen Zahl
durch ihren Real- und Imaginérteil z = x+iy oder
in der Polardarstellung durch den Betrag und den
Winkel zur z-Achse: z = rexp(ip).

Offensichtlich gilt:

x=rcose und y=rsinp (4.28)



102 KAPITEL 4. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

und umgekehrt:

r=+/22+y?> und ¢ =arctan (g> . (4.29)

x
Man bezeichnet r als den Betrag von z und ¢ als das Argument von z und schreibt
r=|z| und ¢ = arg z.

Die Polardarstellung ist oft von Vorteil, wenn man das Produkt von Vektoren
darstellen méchte:

Z1 %y = Tle“’” . 7”261%02 = T1T2 61(¢1+¢2) . (430)

Der Absolutbetrag des Produkts ist gleich dem Produkt der Absolutbetrdge und die
Winkel addieren sich einfach. Insbesondere erhilt man fiir die n-te Potenz einer kom-
plexen Zahl:

2" = (re?)" =r"en. (4.31)
Fiir spezielle Winkel erhélt man folgende Identitéten:

exp(2mrin) = 1 firneZ. (4.32)

exp(ri) = —1 und exp (gi>:i. (4.33)

Mit diesen Identitaten findet man sofort:
i (exp (;)) — exp <gl - i) — exp (—g) ~ 0,20788 (4.34)

oder allgemeiner fiir z = re'¥:

i

2t = (rexp (ip))' = r'exp(ipi) = exp(—¢)exp(ilnr). (4.35)
Allerdings gibt es hier eine Mehrdeutigkeit, da z.B.
. T, .
i=exp (51 + 27rm> n ez (4.36)
und somit
i' = exp (—g - 27m> : (4.37)
Das Potenzieren mit nicht ganzen Zahlen fiihrt also zu Mehrdeutigkeiten, die (unter
anderem) Thema der Funktionentheorie sind.
Die Liicken im Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra

Wir hatten bei dem Fundamentalsatz der Algebra behauptet, dass jede komplexe Funk-
tion f(z) mindestens eine Nullstelle hat. Fiir den Beweis wurde verwendet, dass | f(z)|
in einem kompakten Gebiet ein Minimum hat, und dass dieses Minimum nur |f(z)| = 0
sein kann.
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Es gab in dem Beweis noch einige Liicken, die wir jetzt teilweise schliefSen
konnen. Zunéchst folgt natiirlich aus |f(z)] = 0 auch f(z) = 0, d.h., der Absolut-
wert einer komplexen Zahl definiert eine Norm und verschwindet nur, wenn die Zahl
selbst verschwindet.

AuBerdem hatten wir verwendet, dass z¥ = a immer eine Lésung hat (wir hatten
a reell gefordert, allerdings nicht unbedingt a > 0, das spielt aber fiir das Folgende
keine Rolle). Mithilfe der Euler’schen Formel kénnen wir diese Losung explizit angeben.

Wir schreiben a = re'? und dann lautet eine Losung

2= rexp (i%) . (4.38)

An dieser Stelle ist wichtig, dass zu jeder positiven reellen Zahl r eine k.te Wurzel in

den positiven reellen Zahlen existiert, was in Abschnitt 4.1.3 gezeigt wurde.
Allerdings findet man nicht nur eine Zahl z mit der Eigenschaft, dass 2¥ = a.

Wegen der im letzten Abschnitt erwéhnten Freiheit in der Wahl des Arguments (des

Winkels ¢) ist jede Zahl
(¢ + 2m)

2= Yrexp (17) (4.39)

mit n € Z ebenfalls eine Losung der Gleichung 2* = a. Man {iberzeugt sich leicht, dass
es k verschiedene Losungen dieser Form gibt. Sie bilden ein regelméfliges k-Polygon

auf einem Kreis vom Radius /7.

4.3 Schranken und Schnitte

In Mengen, auf denen eine vollstindige Ordnungsrelation definiert ist (beispielsweise
in der Menge der rationalen oder reellen Zahlen) lassen sich kompakte Ridume auch
durch Schranken definieren. Wichtig ist in diesem Zusammenhang, ob es kleinste bzw.
groffte Schranken gibt. Mit diesen Begriffen lassen sich dann die reellen Zahlen auch
iiber sogenannte Dedekind’sche Schnitte definieren.

4.3.1 Schranken

Definitionen: Sei M eine Menge mit einer vollstdndigen Ordnungsrelation und A C M
eine Teilmenge von M.

(1) Wir sagen, x € M ist eine obere Schranke [upper bound] fir A, sofern fiir alle
Elemente a € A gilt: a < x.

(2) Entsprechend heifit @ € M untere Schranke [lower bound] von A, sofern x < a fiir
alle a € A.

(3) Wir nennen z eine kleinste obere Schranke [smallest upper bound] oder auch Sup-

remum fiir A, wenn es kein anderes Element y € M gibt, sodass y < x und y ebenfalls
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obere Schranke von A ist. Falls es eine kleinste obere Schranke fiir eine Menge A C M
gibt, ist das Supremum somit eindeutig.

(4) Entsprechend nennen wir x eine grifite untere Schranke [largest lower bound] oder
Infimum fiir eine Menge A C M, wenn es kein y > x gibt, sodass auch y eine untere
Schranke fiir A ist.

(5) Der Vollsténdigkeit halber definieren wir zwei weitere Begriffe, die wir jedoch nicht
weiter verwenden werden: Ein Element z* € M heiit limes superior zu einer Folge {a;},
wenn z* ein Haufungspunkt von {a;} ist und nur endliche viele Element von {a;} die
Eigenschaft haben, dass fiir jedes € > 0 gilt: a; > x* +¢. Mit anderen Worten, ein limes
superior ist der grofite Haufungspunkt (sofern er existiert) einer Folge. Entsprechend
ist ein limes inferior der kleinste Haufungspunkt einer Folge. Ist eine Folge konvergent
(d.h., besitzt sie einen Grenzwert), dann ist der Grenzwert sowohl Limes superior als

auch Limes inferior dieser Folge.
Beispiele:

1. Wir betrachten die Menge der rationalen Zahlen @Q mit der oben definierten
Ordnungsrelation. In Q definieren wir eine Teilmenge als die Menge aller Zahlen,
die kleiner sind als 1 und grofler als 0. Diese Menge bezeichnen wir mit A; =
{a € Q|0 < a < 1}. Offenbar ist jede rationale Zahl grofier oder gleich 1 eine
obere Schranke von A, und 1 ist die kleinste obere Schranke von A. Umgekehrt
ist jede negative rationale Zahl sowie auch die Zahl 0 eine untere Schranke von
A, und 0 ist die grofite untere Schranke von A.

In diesem Beispiel sind die kleinste untere Schranke sowie die grofite obere
Schranke von A ebenfalls rationale Zahlen (1 und 0).

2. Wir betrachten nun alle rationalen Zahlen, deren Quadrat kleiner ist als 2, also

Ay = {a € Q|a* < 2}.

Alle rationalen Zahlen grofler als 2 sind eine obere Schranke fiir A, aber auch
alle rationalen Zahlen grofier als 1,5 oder alle rationalen Zahlen grofler als 1,42.
Es erhebt sich die Frage, ob es auch eine kleinste obere Schranke fiir A, in Q gibt.
Wie wir gleich beweisen werden, ist das nicht der Fall. Es gibt zwar eine kleinste
obere Schranke fiir Ay als Teilmenge der reellen Zahlen, ndmlich die reelle Zahl
V2, doch wie wir schon bewiesen haben (S. 24), ist /2 keine rationale Zahl.

Es gibt also Teilmengen von Q, die obere Schranken in Q haben, die aber inner-

halb von @Q keine kleinste obere Schranke haben.

Es soll bewiesen werden, dass die Menge A; = {a € Q|a* < 2} keine kleinste

obere Schranke in der Menge der rationalen Zahlen besitzt. Gleichzeitig wird auch
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bewiesen, dass es keine grofite rationale Zahl in Ay gibt. Der folgende Beweis stammt
aus [15].

Wir nehmen an, es géibe eine kleinste obere Schranke fiir A, in der Menge der
rationalen Zahlen, die wir mit p bezeichnen. Dann konstruieren wir eine neue rationale
Zahl ¢ mit den Eigenschaften, kleiner als p zu sein und trotzdem ebenfalls eine obere
Schranke von Aj zu sein. Umgekehrt, falls p ein Element von A, ist, werden wir zeigen,
dass es ein weiteres Element ¢ von A, gibt, das grofler ist als p. Insofern kann A, kein
grofites Element (in der Menge der rationalen Zahlen) enthalten.

Es sei p eine rationale Zahl. Wir konstruieren eine neue rationale Zahl:

(4.40)

Falls p? > 2 (also p eine obere Schranke von A, ist) ist offensichtlich ¢ < p; umgekehrt,
falls p? < 2 (also p € Ay), ist offensichtlich ¢ > p. Da

2p + 2
g= L2 (4.41)
p+2
folgt
Ap* + 8p+4) —2(p> +4p+4) 22 —4 2?2
q2_2:(p+p+) (P*+4p+4)  2p _ 20" -2 (4.42)

(p+2)? C(p+2? (p+22?

Wir unterscheiden nun zwei Falle:

1. p* > 2: In diesem Fall ist offensichtlich auch ¢? > 2 und somit sind p und ¢ obere
Schranken von Ay. Wie wir oben schon gesehen haben, ist aber ¢ < p und somit
ist ¢ eine kleinere obere Schranke von As. Da sich diese Argumentation fiir jede
beliebige rationale Zahl p durchfiihren ldsst (und in diesem Fall auch ¢ rational
ist), gibt es keine kleinste obere Schranke fiir Ay in der Menge der rationalen
Zahlen.

2. p? < 2: In diesem Fall ist auch ¢? < 2 und somit ¢ € A,. Da g > p bedeutet dies,
dass es in Ay kein grofites Element gibt.

Die Menge der rationalen Zahlen Q ist somit dicht (d.h., zwischen je zwei ratio-
nalen Zahlen gibt es weitere rationale Zahlen, oder, im Einklag mit unserer fritheren
Definition, zu jeder rationalen Zahl gibt es in jeder e-Umgebung unendlich viele weite-
re rationale Zahlen), aber beziiglich oberer und unterer Schranken sind die rationalen
Zahlen nicht vollstéandig.

Man sagt, eine Menge M besitzt die Supremumseigenschaft, wenn fiir jede nach
oben beschréankte nicht-leere Teilmenge o« C M ihre kleinste obere Schranke ein Ele-
ment aus M ist. Die rationalen Zahlen QQ besitzen die Supremumseigenschaft nicht.
Durch die Hinzunahme aller Grenzwerte von Folgen sind die reellen Zahlen in dem

genannten Sinne vollsténdig: Sie besitzen die Supremumseigenschaft.
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4.3.2 Dedekind’sche Schnitte

Zum Abschluss dieses Kapitels soll kurz angedeutet werden, wie man die reellen Zahlen
iiber bestimmte Teilmengen der rationalen Zahlen definieren kann. Das Verfahren geht
auf den Mathematiker Richard Dedekind (1831-1916) zuriick und beruht auf einer
Konstruktion, die man als Dedekind’scher Schnitt [Dedekind’s cut] bezeichnet. Die
hier angegebene Form wird beispielsweise in [15] behandelt.

Wir definieren bestimmte Teilmengen o« C Q durch folgende Eigenschaften:

1. «aist nicht gleich der leeren Menge () und jedes « besitzt in Q eine obere Schranke.
2. Fiir jedes « gilt: Sei p € a und ¢ < p, dann ist auch ¢ € a.
3. Zu jedem p € « gibt es ein r € «, sodass p < 7.

Die erste Bedingung bedeutet, dass jede der Teilmengen o nach oben beschriankt ist.
Die zweite Bedingung bedeutet, dass eine Teilmenge o mit jedem Element p € «
auch alle kleineren Elemente enthélt, also nach unten unbeschréinkt ist und auch keine
Liicken (in Q) hat. Die dritte Bedingung bedeutet, dass a nach oben offen ist bzw.
kein grofites Element enthélt.

Es ist offensichtlich, dass jede reelle Zahl = € R iiber die Definition o, = {q €
Q|q < x} eine solche Menge definiert. Man kann jedoch umgekehrt auch die Menge der
reellen Zahlen als die Menge dieser Teilmengen av C Q definieren. Dazu muss man auf
diesen Teilmengen eine Ordnungsrelation angeben: Es sei a < (3, wenn « eine echte
Teilmenge von f ist. Eine Addition und Multiplikation von zwei solchen Mengen «
und [, welche den obigen Bedingungen geniigen, wird folgendermaflen definiert: Die
Menge a + 8 enthélt alle Elemente p + ¢, bei denen p € a und ¢ € 3; entsprechend
enthélt die Menge af alle Elemente p - ¢ mit p € a und ¢ € .

Den Beweis, dass diese Menge die Eigenschaften der reellen Zahlen hat, findet
man beispielsweise in [15].

4.3.3 Nochmals die n-te Wurzel

In Abschnitt 4.1.3 wurde bewiesen, dass es zu jeder positiven reellen Zahl x (genau)
eine positive reelle Zahl y gibt, sodass y™ = x. Der Beweis war konstruktiv in dem Sin-
ne, dass ein Algorithmus angegeben wurde, wie man eine Folge von {y;} konstruieren
kann, deren Grenzwert das gesuchte y ist. Wir haben den Beweis fiir die Konvergenz
dieser Folge aber ,,unterschlagen®.

Letztendlich beruhen alle Beweise fiir die Existenz dieser Wurzel auf der Voll-
standigkeit der reellen Zahlen. Die meisten Beweise zeigen zunéchst, dass es Zahlen ¢
gibt, fiir die t" < x, und man betrachtet die Menge all dieser Zahlen. Ebenso gibt es
Zahlen t' fiir die gilt ™ > x und man betrachtet die Menge dieser Zahlen. Die erste
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Menge besitzt obere Schranken, die zweite Menge besitzt untere Schranken. Da die
Menge der reellen Zahlen vollstindig ist, miissen diese Schranken in der Menge der
reellen Zahlen sein und die kleinste obere Schranke der ersten Menge ist gleich der
grofften unteren Schranke der zweiten Menge. Die Beweis beruht also im Wesentlichen
auf der Definition der reellen Zahlen iiber Dedekind’sche Schnitte.
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Kapitel 5

Stetigkeit und Ableitung

In diesem Kapitel werden wir uns mit Funktionen und einigen ihrer Eigenschaften
beschéftigen. Ziel ist die Definition des Begriffs der stetigen Funktionen und ihrer
Ableitungen. Dabei werden wir fast ausschlieBlich Funktionen iiber Teilmengen der
reellen Zahlen, manchmal auch Funktionen iiber Teilmengen des R* betrachten. Funk-
tionen iiber den komplexen Zahlen sind Gegenstand der Funktionentheorie und werden
ausfiihrlicher in Kapitel 11 behandelt.

In Kapitel 1.6 wurde schon der allgemeine Begriff der Funktion oder Abbildung
definiert. Daher beginnen wir gleich mit dem Begriff der Stetigkeit.

5.1 Stetige Abbildungen

Es folgt zunéchst eine sehr abstrakte Definition von Stetigkeit, die fiir Abbildungen
zwischen beliebigen topologische Réaumen (siche Kap 3.7) anwendbar ist. AnschlieBend
betrachte ich zwei Definitionen, die einen metrischen Raum voraussetzen (wobei die
Metrik dann eine Topologie definiert). Letztendlich werden wir uns jedoch auf Abbil-
dungen zwischen R bzw. R" (oder auch C") einschranken und die Metrik wird immer
durch die Standardnorm auf diesen Vektorrdumen gegeben sein.

Definition (Umgebungsstetigkeit): Es seien My und My topologische Riume (mit
den Topologien Ty und Ty) und f : U C M; — My eine Abbildung von einer offenen
Teilmenge U aus My in die Menge Ms. Eine solche Abbildung heifst stetig [continuous]
in U, wenn das Urbild von jeder offenen Menge in My eine offene Menge in M; ist.
Anders ausgedriickt: f heifit stetig, wenn fiir alle X € Ty gilt: f~1(X) € Tj.

Eine bijektive stetige Abbildung f : M; — M, zwischen zwei topologischen
Réumen M; und M, bezeichnet man als Homdomorphismus [homeomorphism|. In
diesem Sinne sind Homoomorphismen die Isomorphismen [isomorphisms| (allgemein
strukturerhaltende bijektive Abbildungen) fiir topologische Rédume. (Man verwechsle
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den Homoomorphismus nicht mit dem Homomorphismus [homomorphism|, der allge-
mein eine strukturerhaltende, nicht unbedingt bijektive Abbildung bezeichnet.) Wenn
es eine solche Abbildung gibt, sind die beiden Mengen M; und M hinsichtlich ihrer
topologischen Struktur gleich.

Die folgenden zwei Definitionen verwenden zwar der Begriff der Norm bzw. der
Konvergenz einer Folge in einem Vektorraum (sie lassen sich also auf Funktionen iiber
R"™ oder C" anwenden), doch sie lassen sich ebenso fiir beliebige metrische Raume

verallgemeinern. Man kann zeigen, dass die beiden Definitionen dquivalent sind.

Definition (Folgenstetigkeit): Fine Abbildung f : U C R™ — R™ (U offen) heifst
stetig im Punkte x, wenn fir jede Folge {x;} mit = als Grenzwert die Folge {f(z;)}
den Grenzwert f(x) hat. Die Funktion f heifst stetig in U, wenn sie fir alle v € U
stetig 1st.

Definition (Epsilon-Delta-Stetigkeit): Fine Abbildung f : U C R" — R™ (U
offen) heif$t stetig im Punkte x, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass aus

[z =yl <o folgt || f(x) = f(y)ll <e

Abbildung 5.1: (a) und (b): Bei einer stetigen Funktion ist das Urbild f~!(U) einer
offenen Menge U wieder eine offene Menge. (¢) Bei einer nicht-stetigen Funktion ist
eines der Urbilder einer offenen Menge an einer Sprungstelle selbst keine offene Menge

sondern ist abgeschlossen am Punkt zy, an dem der Sprung auftritt.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass beide Definitionen nahezu wortlich fiir
Funktionen f : M; — M,, wobei es sich bei M; und M, um metrische Rdume mit
den Abstandsfunktionen d; und d, handelt, iibernommen werden kénnen, wenn wir
|z = y|| durch di(z,y) und [|f(z) — f(y)|| durch do(f(2), f(y)) ersetzen.

Im néchsten Abschnitt zeige ich, dass die Folgenstetigkeit dquivalent zur Epsilon-
Delta-Stetigkeit ist. Daher unterscheidet man gewohnlich nicht zwischen diesen bei-
den Formen von Stetigkeit und spricht auch vom Folgenkriterium und Epsilon-Delta-
Kriterium fiir Stetigkeit. Die Umgebungsstetigkeit ist dquivalent zu den beiden ande-
ren Definitionen von Stetigkeit, sofern offene Umgebungen in einem metrischen Raum
tiber offene Bille definiert werden (wie wir das in Kap. 3 getan haben). Im Allgemei-
nen héngt die Form der Stetigkeit sehr von den gewéhlten Topologien im Bild und
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Urbildraum ab: Hat der Urbildraum die diskrete Topologie, sind alle Funktionen ste-
tig. Das gleiche gilt, wenn der Bildraum die triviale Topologie hat. Hat der Bildraum
die diskrete Topologie, der Urbildraum aber eine grébere Topologie, kann es sein, dass
nur die konstanten Funktionen stetig sind. Ich verwende im R™ bzw. C" jedoch immer
die Standardtopologie, die durch die Standardnorm (Gl. 3.8 bzw. 4.18) induziert wird.

Die folgenden Anmerkungen dienen zunéchst einer Veranschaulichung der Kon-
zepte.

1. Man beachte, dass sich die Definition der Umgebungsstetigkeit auf die gesamten
Abbildung bezieht, wohingegen die anderen beiden Definitionen die Stetigkeit

zunachst nur in einem Punkt definieren.

2. Unserer Anschauung am néchsten ist vermutlich das Folgenkriterium: Wenn man
sich auf der xz-Achse einem Punkt x néhert, sollte sich auch der Funktionswert
von f dem Punkt f(z) ndhern. Dies ist z.B. in Abb. 5.1(c) nicht der Fall, wenn
man Folgen wéhlt, die sich von rechts dem Punkt zy ndhern. Anschaulich be-
deutet dieses Kriterium, dass die Funktion keine Spriinge macht, wenn sich der
x-Wert wenig dndert. Wichtig ist auch, dass die Bedingung fiir alle Folgen erfiillt
sein muss. Das heifit insbesondere auch, dass man sich dem Punkt von beiden
Seiten ndhern kann und entlang beliebiger Schritte.

Ein Beispiel fiir eine Funktion, bei der verschiedene Nullfolgen des Arguments
(also Folgen in x, die 0 als Grenzwert haben) zu verschiedenen Grenzwerten in
f(z) fithren (und die daher bei 0 nicht stetig ist), ist die Funktion

B sin% x#0
f<a:>—{0 o (.1)

Die folgenden 0-Folgen

L 1,23 (5.2)
Tp=—"—"-— N= .
n T + 27TTL ) “y Dy
haben als Bild konstant den Wert sin x. Verschiedene 0-Folgen konvergieren also
gegen verschiedene Werte (und natiirlich kann man auch 0-Folgen konstruieren,

fiir die die Bildwerte {iberhaupt nicht konvergieren).

3. Definition (3) (das Epsilon-Delta-Kriterium) besagt im Wesentlichen, dass das
Urbild jeder e-Umgebung um f(z) eine 0-Umgebung um x enthalten muss. Das
ist schon sehr nahe der Umgebungsdefinition von Stetigkeit, wonach das Ur-
bild jeder offenen Umgebung selbst wieder offen sein muss. Eine e-Umgebung
bzw. d-Umgebung eines bestimmten Punktes ist eine spezielle offene Umge-

bung (die einem verallgemeinerten Kreis bzw. einer verallgemeinerten Kugel
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um diesen Punkt entspricht), daher kann man nicht erwarten, dass das Urbild
einer e-Umgebung selbst eine J-Umgebung ist. Aber wenn das Urbild der e-
Umbegung nicht offen wére sondern einen Randpunkt enthielte, konnte man
eine e-Umgebung um das Bild dieses Randpunktes wéhlen, und das zugehorige
Urbild wiirde keine 6-Umgebung enthalten. Nur eine offene Menge hat die Ei-
genschaft, dass sdmtliche Punkte eine offene Umgebung in dieser Menge haben.
Damit ist die Beziehung zwischen Definition (1) und (3) deutlich.

Abb. 5.1(c) zeigt eine Funktion, die bei xy einen Sprung hat. Man erkennt, dass
eine beliebig kleine Umgebung U um den Bildpunkt f(xg) immer ein Urbild hat,
das bei xy abgeschlossen ist. Da das Urbild von jeder Umgebung um f(zo) den
Punkt zy enthalten muss, gibt es offensichtlich Félle, bei denen diese Urbilder

keine offenen Umgebungen von z( enthalten konnen.

5.1.1 Beweis der Aquivalenz von Folgen- und Epsilon-Delta-
Stetigkeit

Wir beweisen die Aquivalenz der beiden Stetigkeitsdefinitionen, indem wir zunéchst
zeigen, dass aus dem e-d-Kriterium die Folgenstetigkeit folgt. Anschliefend beweisen
wir die umgekehrte Richtung.

(1) Aus e-6-Stetigkeit folgt Folgenstetigkeit:

Das e-d-Kriterium sei fiir eine Funktion f : U C R" — R™ an der Stelle x erfiillt.
Gegeben sei eine beliebige Folge {x;}ieny mit Grenzwert x. Es ist zu zeigen, dass dann
auch {f(z;)}ien den Grenzwert f(z) hat. Dazu ist zu zeigen, dass es zu jedem belie-
bigen € > 0 ein N € N gibt, sodass ||f(x;) — f(x)| < € fiir alle ¢ > N. Wir wéhlen
nun § > 0 so, dass das e-d-Kriterium erfiillt ist, also dass fur alle z; mit ||x; — z|| < ¢
gilt || f(x;) — f(z)|| < e. Nun wéhlen wir N € N so, dass fiir alle i > N die Bedingung
|z — ;]| < § erfiillt ist (ein solches N muss es immer geben, da die Folge {z;} den
Punkt z als Grenzwert hat). Fiir dieses N gilt dann aber auch ||f(z;) — f(z)]| < €
fiir alle ¢ > N. (qed ~ quod erat demonstrandum ~ was zu zeigen war, oder, genauer
,was das zu Zeigende war".)

(2) Aus der Folgenstetigkeit folgt das e-J-Kriterium:

Diesen Beweis fithren wir durch Widerspruch. Wir nehmen die Folgenstetigkeit an,
behaupten aber gleichzeitig, dass es ein ¢y > 0 gibt, sodass wir kein o > 0 finden
konnen, sodass fir ||z — y|| < § die Bedingung || f(z) — f(vy)|| < €o erfiillt ist. Anders
ausgedriickt, es soll ein €y > 0 geben, sodass fiir alle 6 > 0 und ||z — y|| < § trotzdem
|f(y) — f(x)|| > eo folgt. Das wiirde aber das Folgenkriterium verletzen, denn es muss
ja zu einer Folge {z;}, die gegen x konvergiert, fiir alle 6 > 0 ein N € N geben, sodass

|z; — z|| < 0 fiir alle ¢ > N. Wegen des Folgenkriteriums muss es dann aber auch fiir
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jedes € ein K € N geben, sodass || f(x;) — f(x)|| < € fiir alle i > K. Insbesondere muss
das auch fiir unser ¢, gelten, womit wir zu einem Widerspruch gelangen.

5.1.2 Stetigkeitsregeln

Weifl man, dass Funktionen an bestimmten Stellen (oder in bestimmten Bereichen)
stetig sind, so kann man dies auch fiir bestimmte Kombinationen dieser Funktionen
schlieflen:

Sind zwei Funktionen f,g: U C R™ — R stetig in einem Punkt zy € U, dann folgt:

1. Die Funktion af + (g ist stetig in x, fiir beliebige a, 8 € R. (Diese Eigenschaft
gilt auch allgemeiner fiir Funktionen f: U C R — R™.)

2. Die Funktion f - g ist stetig in xg.

3. Fiir g(zo) # 0 ist auch die Funktion f/g stetig in xy. (Achtung: Diese Funktion
ist nur in einem Bereich um z, definiert, der keine Nullstellen von g enthélt.)

4. Ist f(z) eine stetige Funktion (z € R oder C), dann ist auch |f(z)]| stetig.

Aus Eigenschaft 1) folgt, dass die Menge der stetigen Funktionen einen Vektorraum
bildet, weil die Eigenschaft der Stetigkeit unter der Bildung von Linearkombinatio-
nen erhalten bleibt. Zunéchst folgt die Stetigkeit nur fiir die Linearkombination von
zwei stetigen Funktionen, damit aber auch fiir Linearkombinationen von endlich vielen
stetigen Funktionen. Diese Aussage gilt jedoch nicht mehr, wenn wir eine Linearkombi-
nation aus unendlich vielen Termen (also eine Reihe von Funktionen) bilden. Sémtliche
angegebenen Stetigkeitsregeln gelten auch fiir Funktionen iiber C".

Lassen sich zwei Funktionen hintereinanderschalten (d.h., liegt der Definitions-
bereich von g im Bild von f) und ist f an der Stelle z( stetig und g an der Stelle f(xg),
dann ist auch die Funktion g(f(z)) an der Stelle xq stetig. Zum Beweis betrachtet man
Folgen {z,}, die gegen xy konveriegen. Da f stetig ist, konvergiert auch {f(z,)} gegen
f(zo), und wegen der Stetigkeit von g konvergiert somit {g(f(z,))} gegen g(f(zo)).

5.1.3 Der Zwischenwertsatz [intermediate value theorem]

Der folgende Satz scheint derart trivial, dass man geneigt ist zu glauben, dass er keines

Beweises bedarf:

Zwischenwertsatz: Sei f : [a,b] C R — R eine stetige Funktion. Zu jedem y
zwischen f(a) und f(b) gibt es dann ein x € [a, b], sodass f(z) = y.
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Der Punkt & muss nicht eindeutig sein, da f in dem Intervall [a, b] den Wert y
mehrfach annehmen kann.

Der Satz wird weniger trivial, wenn man sich {iberlegt, dass er fiir eine stetige
Funktion f : [a,b] € Q — Q nicht gilt. (Hierbei ist Q nicht als Teilmenge der reellen
Zahlen aufzufassen, sondern als eine Menge, der man iiber e-Umgebungen eine eigene
Topologie geben kann.)

Beispiel: Sei f(z) = 22 und a = 0,b = 2, also f(0) = 0 und f(2) = 4. Dann
gibt es zu dem Wert y = 2 kein Urbild. Das Urbild wire 4++/2, aber dieser Wert liegt
nicht in Q. Offensichtlich ben6tigt man fiir den Beweis des Satzes die Vollstédndigkeit
der reellen Zahlen. Dann kann man verwenden, dass jede Folge {x;}, fiir die die Folge
{f(x;)} den Grenzwert 2 hat, selbst konvergieren muss (eventuell muss man sich dabei
auf ein kleineres Intervall einschrianken, in dem f den Wert y nur einmal annimmt).

Der Grenzwert dieser Folge liegt aber in R.

5.1.4 Der Satz von Weierstraf3

Der Satz von Weierstrall besagt: Jede stetige Funktion f : U — R dber einem kompak-
ten Gebiet U C R"™ st beschrdinkt und nimmt auf diesem Gebiet einen Mazximal- und
Minimalwert an.

Zur Wiederholung: Eine Menge U € R™ heifit kompakt, wenn U von einem
offenen Ball iiberdeckt werden kann und abgeschlossen ist (d.h., die Grenzwerte von
beliebigen Folgen in U liegen alle in U). Natiirlich darf die Funktion ihren Maximal-
und Minimalwert auch auf dem Rand dieses Gebiets annehmen (daher gilt der Satz
auch nicht fiir offene Mengen).

Fiir den Beweis der Beschrianktheit verwendet man den Satz von Bolzano und
Weierstra$ (siche S. 76). Wire f nicht beschrinkt, gébe es eine Folge {x,, }nen, fiir wel-
che die Folge {f(z,)}nen keinen Grenzwert hat. Diese Folge {z,} ist jedoch wegen der
Kompaktheit von U selbst beschrankt. An jedem Grenzwert von einer ihrer Teilfolgen
muss [ wegen der Stetigkeit endlich sein.

Fiir die Tatsache, dass f seine Maximalwerte und Minimalwerte tatséchlich
annimmt, verwendet man die Vollstiandigkeit der reellen Zahlen. Da f beschrankt ist,
muss die kleinste obere Schranke und die gréfite untere Schranke von den Bildwerten

von f in dem kompakten Gebiet auch angenommen werden.

5.1.5 Lipschitz-Stetigkeit und gleichméflige Stetigkeit

Eine Funktion f : U C R™ — R" heifit Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl 0 < L € R
gibt, sodass

1f () = FWll < Lllz =yl Va,yeU. (5.3)
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Anschaulich bedeutet dies, dass die Steigung der Verbindunglinie zwischen zwei Punk-
ten im Graphen von f nirgendwo gréfer als L werden kann. Das bedeutet auch, dass
die Steigung von Tangenten an f niemals grofier als L werden kann.

Eine Funktion f : U C R™ — R" heifit gleichmdfig stetig [uniformly con-
tinuous] auf U, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0, sodass fiir alle z,y € U mit
2 —yll < gilt [[f(z) = fy)ll <e

Im Gegensatz zum Epsilon-Delta-Kriterium fiir Stetigkeit, bei dem die e-0-
Vorschrift nur fiir ein gegebenes x € U erfiillt sein muss, sollte bei der gleichméfigen
Stetigkeit dasselbe e-d-Kriterium fiir alle x € U gelten. Offenbar ist eine Lipschitz-
stetige Funktion auch gleichméBig stetig, denn wenn || f(z) — f(y)|| < € gelten soll, ist
dies offensichtlich fiir ||z — y|| < § = €¢/(2L) erfiillt.

Lipschitz-Stetigkeit ist eine sehr starke Bedingung. Die Funktion f(z) = x? ist
fiir alle x € R definiert, aber sie ist nicht Lipschitz-stetig. Sei beispielsweise = 0 und
y beliebig, dann ist | f(y) — f(x)| = y*. Es gibt keine noch so grofie Zahl L, sodass y? <
L|y| fiir beliebige y € R ist, denn fiir |y| > L ist die Bedingung immer verletzt. Schrinkt
man den Definitionsbereich auf ein kompaktes Gebiet (abgeschlossenes Intervall) ein,
so ist die Funktion immer Lipschitz-stetig.

Allgemein gilt: Lipschitz-Stetigkeit impliziert gleichméflige Stetigkeit und gleich-
méafige Stetigkeit impliziert Stetigkeit. Die folgende Funktion ist ein Beispiel fiir eine
gleichméBig stetige Funktion, die nicht Lipschitz-stetig ist: Es sei f(z) = sgn(z)+/]z]
(diese Funktion ist auf der gesamten reellen Achse definiert, bei = 0 ist auch
f(x) =0). Fir z = 0 und einen beliebigen Punkt y > 0 gilt

@) = f@)l _ vy _ 1 (5.4)

|y — = vy
Offenbar wird die rechte Seite beliebig grof; wenn man y nur geniigend klein wéhlt.
Diese Funktion ist also in einer Umgebung von x = 0 nicht Lipschitz-stetig. Anderer-
seits reicht fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 die Bedingung ¢ = €2, sodass das Epsilon-Delta-
Kriterium fiir z = 0 (und damit fiir alle x) erfiillt ist.

Die Funktion f(x) = 1/x auf den positiven reellen Zahlen (z > 0) ist ein
Beispiel fiir eine stetige Funktion, die nicht gleichméfig stetig ist. Wir wahlen x = 9
und y = 29, dann ist |f(z) — f(y)| = 1/(20) und |z —y| = 6. Offensichtlich gibt es kein
noch so kleines 9, sodass wir den Abstand zwischen den Funktionswerten ebenfalls

beliebig klein machen kénnen.

5.2 Die O- und o-Notation

Die O- und o-Notation (manchmal spricht man auch von den Landau-Symbolen, be-
nannt nach dem Zahlentheoretiker Edmund Landau (1877-1938)) dienen héufig dazu,
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das asymptotische Verhalten von Folgen oder Funktionen qualitativ abzuschétzen oder
anzugeben. Wir betrachten zunéchst das Verhalten von Folgen {a,, },en fiir grofie Werte
von n, im nichsten Abschnitt beschreiben wir die Notation dann fiir Funktionen.

5.2.1 O und o fiir Folgen

Mit der O-Notation kann man zum Ausdruck bringen, dass sich eine Folge fiir grofie
Werte von n ,dhnlich verhélt wie“ eine andere, meist einfachere Folge. Damit kann
man sowohl charakterisieren, wie eine Folge divergiert (sofern sie keinen Grenzwert
hat bzw. nicht beschrinkt ist) als auch, wie rasch eine Folge gegen ihren Grenzwert

konvergiert.

Definition der O-Notation: Fine Folge {a,} verhdlt sich wie O(f(n)), wenn es eine
natirliche Zahl ng und eine Konstante C' gibt, sodass fir alle n > ng gilt: |a,|/|f(n)| <
C (bzw. dquivalent |a,| < C|f(n)]).

(Aquivalent kénnen wir auch sagen, dass der Quotient |a,|/|f(n)| eine obere Schranke
haben soll. Auflerdem dient die Einschrankung ,,es gibt eine natiirliche Zahl ng, sodass
fir alle n > ng“ nur dem Fall, dass f(n) an manchen Stellen 0 werden kann; das sollte
aber ab einem ny nicht mehr passieren. Falls also f(n) # 0, kann man die Schranke C'
auch fiir alle n fordern.)

2sinmn /2 ist beispielsweise O(n?). Fiir grofie Werte

Die Folge {a,} mit a, =n
von n steigt diese Folge nicht stérker als n? an. Bei einer Summe von Potenzen wie bei
der Folge {x,} mit z,, = an* + bn® + ecn® + dn + e (mit Konstanten a, b, ¢, d, €) verhilt
sich die Folge fiir groBe Werte von n wie die héchste Potenz, d.h., {z,} ist O(n?).

Bei den angegebenen Beispielen handelt es sich um divergente Folgen (also
Folgen, deren Terme keine obere und/oder untere Schranke haben). Die Folge {z,}
mit z, = (—1)" ist zwar nicht divergent, sie konvergiert aber auch nicht gegen einen

Grenzwert. Von dieser Folge kann man sagen, sie ist O(1). Die Folge {z,} mit z, =

1
2n+1

man sagen, die Folge ist O(1/n).

ist eine Nullfolge, um aber anzugeben, wie rasch diese Folge gegen 0 geht, kann

Manchmal kennt man auch die exakte Folge nicht, kann aber eine Abschétzung
angeben. Sei beispielsweise 7(n) die Anzahl der Primzahlen kleiner als n. Diese Funk-
tion kann natiirlich nur ganzzahlige Werte annehmen und macht bei jeder natiirlichen
Zahl n, die eine Primzahl ist, einen Sprung um 1 nach oben.

Diese wohldefinierte Funktion lédsst sich nicht geschlossen angeben, aber der
Mathematiker Carl Friedrich Gaufl (1777-1855) vermutete 1796, dass sich m(n) wie
O(n/Inn) verhélt. (Gaufl vermutete sogar genauer, dass lim, . 7(z)/(z/In(x)) = 1,
was man auch schon mal in der Form m(x) ~ x/In(z) schreibt.) Die Vermutung konnte
1896 nahezu zeitgleich und unabhéngig von den Mathematikern Jacques S. Hadamard
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(1865-1963) und Charles-Jean de la Vallée Poussin (1866-1962) bewiesen werden.

Definition der o-Notation: Fine Folge {a,}nen verhdlt sich wie o(f(n)) (wobei Vn :
f(n) #0), wenn lim,_, a,/f(n) = 0.

Im Gegensatz zur O-Notation, die angibt, dass der Quotient a,,/f(n) beschrankt ist,
besagt die o-Notation somit, dass dieser Quotient fiir n gegen unendlich eine Nullfolge
darstellt. Mit der o-Notation bringen wir also zum Ausdruck, dass etwas schwdcher
als eine andere Funktion ansteigt. Beispielsweise konnen wir sagen, dass m(n) von
der Ordnung o(n) ist, also schwicher ansteigt als proportional zu n. Das wiirde man
auch vermuten, da die Primzahlen immer seltener werden, allerdings hétte auch die
Funktion n/log(logn) diese Eigenschaft, sodass die Vermutung von Gauf} priziser war
als die Aussage ,m(n) ist o(n)“.

Zusammenfassend konnen wir also sagen, dass die (O-Notation angibt, dass
der Quotient aus der Folge und ihrer Abschétzung beschrénkt ist, wohingegen die
o-Notation verlangt, dass dieser Quotient eine Nullfolge ist.

5.2.2 O und o fiir Funktionen

Funktionen ¢(z) unterscheiden sich von Folgen lediglich dadurch, dass wir einerseits
den Grenzwert fiir = festlegen miissen, fiir den wir die Abschétzung vornehmen wollen,
andererseits verlangen wir dann, dass die Abschatzung fiir jede Folge von x-Werten
gilt, die diesen Grenzwert hat.

Beispielsweise konnen wir sagen, dass sich eine Funktion mit Funktionswerten
g(x) fiir groe Werte von x wie die Funktion f(z) verhélt. Das driicken wir durch ,g(z)
ist O(f(z))“ aus und meinen damit, dass fiir jede Folge {x,} mit x,, — oo die Folge
{g9(x,)/f(x,)} beschriankt ist. (Eventuell miissen wir fordern, dass es ein ng gibt, ab
dem fiir alle n > nq die Folge g(z,)/f(x,) beschrénkt ist, falls die Funktion f(z) bei
einem z; eine Nullstelle hat.)

Sehr oft interessiert uns aber auch das Verhalten einer Funktion fiir z — 0. Die
Aussage ,,g(z) verhilt sich fiir z gegen null wie O(2?)“ bedeutet also, dass g(z)/z? fiir
geniigend kleine Werte von x beschriankt ist (,es gibt ein x5 und eine Konstante C),
sodass fiir alle z < z gilt: g(z)/2? < C¥).

Fiir die o-Notation bei Funktionen gilt das Entsprechende. Wenn g(x) sich fiir
x — 0 wie o(x) verhilt, bedeutet dies, dass g(x) schneller als = gegen Null geht, oder
genauer: lim, o g(x)/z = 0.

Die O- und o-Notation werden bei Funktionen sehr oft verwendet, um die Giite

von Ndherungen an Funktionen anzugeben. Beispielsweise gilt

1
cosr =1-— 5952 + O(x%) (5.5)
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oder auch

sinx =z — %xg’ + o(z) . (5.6)
Die O-Notation wird meist verwendet, wenn man den Korrekturterm der néchsten
Ordnung kennt, wohingegen die o-Notation (mit einer schwécheren Bedingung) meist
verwendet wird, wenn die genaue Bedingung nicht bekannt oder nicht wichtig ist. Wir
hétten (da die Potenzreihenentwicklung fiir die Sinus-Funktion bekannt ist) in der

zweiten Gleichung auch O(z°) schreiben kénnen.

5.3 Die Ableitung einer Funktion

Wir wollen nun den Begriff der Ableitung einer Funktion einfithren. Dazu betrach-
ten wir zunéchst reellwertige Funktionen iiber der reellen Achse. Anschliefend er-
weitern wir dies auf reellwertige Funktionen iiber dem R". Dies wird uns auf den
Begriff des Gradienten fithren. SchliefSlich definieren wir die Ableitung allgemein fiir
Funktionen vom R" in den R™. Es handelt sich bei diesen Verallgemeinerungen nicht
wirklich um neue Begriffe, sondern eigentlich nur um Erweiterungen der einfachen
Ableitung, allerdings werden wir dabei eine Notation verwenden, welche die Koordi-
natenunabhéngigkeit dieser Begriffe deutlich macht.

5.3.1 Ableitung einer reellwertigen Funktion

Essei f: U C R — R eine reellwertige Funktion auf einem offenen Gebiet U der
reellen Zahlen. Wir nehmen an, die Funktion sei in U stetig (oder zumindest an den
Punkten, bei denen wir die Ableitung definieren méchten).

Wir definieren nun die Ableitung [derivative] f'(z) dieser Funktion an der Stelle
x durch einen Grenzwert:

: - flet+h) = f(x)
) = tim KL I (5.7
Wie immer ist dieser Grenzwert A — 0 im Sinne von , fiir jede beliebige Nullfolge {h,, }*
zu verstehen. Das setzt voraus, dass dieser Grenzwert iiberhaupt existiert und dass er
fiir jede beliebige Nullfolge auch derselbe ist (wobei hier nur Nullfolgen betrachtet
werden, fir die h; # 0 fiir alle i € N). Die Stetigkeit ist zwar eine notwendige Vor-
aussetzung fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Ableitung, aber keine hinreichende
Voraussetzung. Die Funktion f(x) = |z| ist bei 2 = 0 stetig, doch die Ableitung ist

nicht eindeutig.! Die Funktion

f(x) = sgn(z)y/|z] (5.8)

st der Grenzwert in Gl. 5.7 fiir jede positive Nullfolge derselbe, spricht man von einer rechtseitigen

Ableitung; entsprechend ist eine linksseitige Ableitung definiert als der Grenzwert fiir jede Folge
{hy} die sich von links (also mit negativen Werten fiir i) der Null néhert. Dementsprechend hat die
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ist ebenfalls bei x = 0 wohl definiert und stetig, doch in diesem Fall gibt es keinen
endlichen Grenzwert fiir die Ableitung. (Zur Funktion sgn(z) vgl. Gl. 1.53.)
Manchmal schreibt man statt f’(x) auch

df(z)
dz

f'(x) = Df(z). (5.9)

Man beachte, dass wir zunéichst die Ableitung der Funktion f nur an einer Stelle (z)
definiert haben, aber wir konnen natiirlich = auch als einen Parameter auffassen und
f'(x) als Funktion dieses Parameters interpretieren. In diesem Sinne verstehen wir den
Begriff ,,eine Funktion ableiten“ [to take the derivative of a function].

Wir betrachten nun eine andere (im vorliegenden Fall &quivalente) Formulierung
der Ableitung. Wir sagen, f’(x) ist die Ableitung von f(x) an der Stelle x, wenn

flx+h) = f(z)+ f'(x)-h+o(h). (5.10)
Anmerkungen:

1. Es sollte offensichtlich sein, dass sich hier die o-Notation auf den Grenzfall h — 0
bezieht.

2. AuBerdem deutet die o-Notation an, dass der Restterm schneller als linear in h
gegen null geht. In diesem Sinne bezeichnet man f’(z) auch als die ,,beste lineare
Néherung“ an f(x) an der Stelle z. Wichtig ist, dass hier ,linear” in Bezug auf
das Inkrement h zu verstehen ist. Die Funktion f’(x) muss als Funktion von x
natiirlich nicht linear sein. f'(z) ist (fiir festes =) eine Zahl, die der Steigung von
f(z) am Punkte z entspricht.

3. Wenn sich die Funktion f(z) ,gutartig verhdlt und auch héhere Ableitungen
zuldsst (mehr dazu in Abschnitt 5.5), gilt im Allgemeinen:

f(x+h)=f(x)+ f'(x) - h+O(R). (5.11)

Man beachte aber, dass diese Bedingung wesentlich stérker ist als Gl. 5.10 und
nicht die Definition der Ableitung bezeichnet.

4. In manchen Biichern findet man auch die Definition
f(z+h) hjo f(z)+ f’(x) -h+ R(h) mit R(h) = o(h). (5.12)

Dies ist natiirlich dquivalent zu Gl. 5.10, allerdings wird hier betont, dass der

Restterm R(h) zur linearen Néherung ein bestimmtes Verhalten hat.

Funktion f(z) = |z| bei z = 0 keine wohldefinierte Ableitung, aber die rechtseitige Ableitung ist +1
und die linksseitige —1.
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Den Quotienten
A _
Az To — T1
bezeichnet man auch als Differenzenquotient [difference quotient]. Die Definition der

Ableitung entspricht also dem Grenzwert der Folge von Differenzenquotienten, wenn
die Abstdnde Az = x9 — 27 (und entsprechend die Abstdnde Af = f(x9) — f(z1), was
bei stetigen Funktionen der Fall sein sollte) gegen null gehen.

Anmerkung: Die folgende, etwas ungewohnliche Anmerkung verdeutlicht einerseits, weshalb
man historisch gesehen ohne einen sauberen Grenzwertbegriff so grofie Schwierigkeiten mit
Objekten wie dx oder df(z) hatte, andererseits soll sie auch auf einen Punkt aufmerksam
machen, der zwar offensichtlich sein sollte, der aber trotzdem anfinglich fiir Verwirrung
sorgen kann. Fiir Folgen {a;} und {b;}, bei denen {b;} keine Nullfolge ist, konvergiert der
Grenzwert von a;/b; gegen den Quotienten a/b der Grenzwerte (vgl. S. 75). In diesem Fall
vertauschen also die beiden Operationen der Quotientenbildung und Grenzwertbildung. In
Gl. (5.7) sind beide Folgen (im Zé&hler und Nenner) jedoch Nullfolgen. Daher darf man in
diesem Fall die Grenzwert- und Quotientenbildung nicht vertauschen:

i flx+h)— f(z) , limpo(f(z+h)— f(z))
h—0 h limy,_0 h

£ (). (5.14)

Die rechte Seite ist nicht definiert (dort steht (0/0)), die linke Seite jedoch im Allgemeinen
schon. Solange diese ,,Feinheiten“ im Umgang mit Grenzwerten nicht verstanden waren, blieb

die sogenannte Infinitesimalrechnung obskur.

5.3.2 Ableitungsregeln

Aus der Definition der Ableitung konnen wir Ableitungsregeln herleiten. Dabei folgt
die Summenregel [sum rule] (hier zusammengefasst mit der Faktorregel [factor rule])
unmittelbar aus der Definition:

(af +Bg) =af + By (5.15)

Die Ableitung einer Linearkombination von Funktionen ist gleich der Linearkombina-
tion der Ableitungen. Dies kennzeichnet die Ableitung als eine lineare Abbildung auf
dem Vektorraum der (ableitbaren) Funktionen.

Die drei wichtigsten Ableitungsregeln sind: (1) die Produktregel, (2) die Ket-
tenregel und (3) die Quotientenregel.

Die Produktregel [product rule]

Ist eine Funktion das Produkt von zwei anderen Funktionen, gilt fiir die Ableitung

(f-9)=f-9+f-g. (5.16)
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Beweis:

L) -gl))

fle+h)-g(x+h)— flx)-g(z)

= lim
h—0 h

_ iy @) £ f(2) bt ofh)) - (9(x) +g'(2) - b+ ofh)) - f(z) - g(2)
h—0 h

i J@) @)+ @) gl@) b+ (@) () bt olh) — f(a) - gla)
h—0 h

= [(@)-g(z)+ f(x) - g'(x).

Die Kettenregel [chain rule]

Wir betrachten die Hintereinanderschaltung von zwei Funktionen:

Fiir die Ableitung gilt:
= lgla) = o) -9/ (2). (517)

Beweis:
Wir verwenden die Definition der Ableitung mit der o-Notation und erhalten:

F(z +h) = flg(z + h)] = flg(x) + ¢'(x) - b+ o(h)].

Nun fassen wir ¢'(z)-h+o(h) als , kleine Storung“ auf. (Genauer: Sofern ¢'(z) existiert,
ist fiir jede Nullfolge {h,} auch {e,} mit ¢, = ¢'(x)h, + o(h,) eine Nullfolge.) Wir

wissen dass
flz+e) = f(z)+ f'(x)-e+ole).

In dieser Gleichung ersetzen wir € durch ¢'(z) - h und erhalten

Fz+h) = f(g(z)) + f'(g(x)) - ¢'(x) - h + o(h)

und damit das oben angegebene Ergebnis.
Manchmal schreibt man fiir die Kettenregel auch

df(g(z)) _ df dg(z)
dz N dg g=g(x) dr

und bringt damit zum Ausdruck, dass zunédchst die Ableitung von f nach ihrem
natiirlichen Argument zu bilden ist; anschlieffend ist in die Funktion, die man so erhélt,

das spezielle Argument g = g(x) einzusetzen.
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Die Quotientenregel [quotient rule]

Zum Beweis der Quotientenregel bilden wir zunéchst die Ableitung von 1/x, wobei
x # 0. Fiir Werte von h, sodass h/z < 1, gilt (vergleiche die geometrische Reihe; GI.

3.28):
xih:é<1i@):§(1—g+0(fﬂ)>~ (5.18)

Man beachte, dass x # 0 hier fest vorgegeben ist, wohingegen wir fiir A Nullfolgen

betrachten.

Damit folgt
1 1 1
——=——=h+0O(h). 5.19
TTh = phtom) (5.19)
Also ist die Ableitung von f(z) = 1/z gleich f'(x) = —1/z*. (Die allgemeine Regel

der Ableitung von f(z) = z" als f'(x) = na™! gilt also auch fiir negative n.)

Zusammen mit der Produktregel und der Kettenregel kénnen wir nun die Quo-
tientenregel ableiten:

5 (1) = @) = @)+ (-D@ate) 29 @)
['(x)g(x) — f(x)g'(x)
g(z)? '
(Anmerkung: Hier ist g(z)™* = 1/g(x). Man unterscheide dies von g~!(z), also der
Umbkehrfunktion von g(z).)

(5.20)

Ableitung der Umkehrfunktion

Fiir die Umkehrfunktion f~! einer Funktion f : I — R gilt allgemein

fH(f@) == (5.21)
Ableiten dieser Gleichung auf beiden Seiten liefert nach der Kettenregel:
df! df ' (y) 1
- f(x) =1 oder = 5.22
by @ W Faw) (5:22)

wobei z(y) die Aufléssung von y = f(x) nach x ist, also x = f~1(y). Hierbei haben wir
f'(x) # 0 vorausgesetzt. Insgesamt folgt also:

Af ') 1
by W)

Setzen wir einmal voraus, dass die Ableitung der Exponentialfunktion wieder

(5.23)

die Exponentialfunktion ist, so folgt fiir die Umkehrfunktion, also den natiirlichen

Logarithmus:

dlny _ 1 _ 1 (5.24)
dy  exp(lny) y
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Ahnlich kann man auch die Ableitung von f(z) = z'/" fiir n € N ableiten: Wir
wissen, dass f(z)" = x und erhalten

d n
O gyt ) =1 (5.25)
dx
und daraus:
f(z) = o lx(l_")/" = lx%_l (5.26)
nf(z)"1 n n ' '
Damit l&sst sich sofort zeigen, dass die Beziehung
d a
dI:c = az®! (5.27)

zumindest fiir a € Q gilt.

Implizite Ableitung

Manchmal ist eine Funktion nicht in der Form y = f(z) gegeben, sondern in einer
impliziten Form als verallgemeinerte Funktion F(y, x) = 0. Die Ableitung einer solchen
Funktion nach z ergibt nach der Kettenregel (und den Regeln fiir Ableitungen von
Funktionen in mehreren Variablen, die in Abschnitt 5.3.4 behandelt werden):

OF(y,x) dy  OF(y,x)

D) —— P 0. 2
dy dx ox 0 (5:28)

Unter geeigneten Bedingungen lasst sich diese Gleichung nach g—z auflosen.

Im Grunde genommen wurde dieses Verfahren schon im letzten Abschnitt fiir
die Herleitung der Ableitung einer Umkehrfunktion angewandt. Ein weiteres Beispiel
wire die implizite Gleichung:

f@)’ = fl@) -2z =0, (5.29)
die nicht so ohne weiteres nach f(z) aufgelost werden kann. Man erhilt daraus:

1

5f(x) f'(x) = f'(x) —1=0 — f/(x)zw—4_1~

(5.30)

Trigonometrische Funktionen

Als Anwendung der Ableitungsvorschriften betrachten wir die Ableitungen der Sinus-
und Kosinus-Funktion. Dabei verwenden wir nicht die in Abschnitt 3.5.5 definierten
Reihen, sondern die trigonometrischen Eigenschaften dieser Funktionen.

Aus trigonometrischen Uberlegungen erhilt man die Additionstheoreme fiir Si-
nus und Kosinus:

sin(x +y) = cosxsiny + sinxcosy (5.31)

cos(r+y) = cosxcosy—sinzsiny. (5.32)
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Wir benotigen nun folgende Abschéitzungen, die man ebenfalls aus trigonometrischen
Uberlegungen herleiten kann:

sinz =z + o(x) und cosx =1+ o(z). (5.33)
Setze wir nun
sin(z 4+ h) = cosxsinh +sinx cosh = cosz - h +sinz + o(h) , (5.34)

folgt durch Vergleich mit der Definition der Ableitung:

dzlix = COST. (5.35)
Fiir den Kosinus erhalten wir entsprechend
cos(x + h) = cosxcosh —sinxsinh = cosz + o(h) —sinz - h, (5.36)
und damit
d((:f;x = —sinx. (5.37)

5.3.3 Bahnkurven und ihre Geschwindigkeit

In der Physik mochte man héufig die Bahnkurve eines physikalischen Korpers — meist
beschrieben durch seinen Schwerpunkt oder idealisiert als Punktteilchen — beschrei-
ben. Zur mathematischen Darstellung der Bahnkurve gibt man zu jedem Zeitpunkt
t den Ort x(t) des Objekts an. Bei einer parametrisierten Bahnkurve [parametrized

trajectory] v handelt es sich um eine Abbildung
v:ICR—R? tesx(t). (5.38)

Das Intervall I C R bezeichnet man allgemein als Parameterintervall und in der Physik
(sofern t der Zeit entspricht) als Zeitintervall.

Die Geschwindigkeit [velocity] des Teilchens zu einem Zeitpunkt ¢ ergibt sich
aus der Ableitung dieser Bahnkurve nach der Zeit:

_dx(t)

v(t) = == (5.39)

Diese Gleichung darf man komponentenweise verstehen, d.h., die :-te Kompontente der
Geschwindigkeit ergibt sich aus der Ableitung der i-ten Komponente der Bahnkurve

nach der Zeit:

vi(t) dt

(5.40)
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v(t) bezeichnet man auch als die Momentangeschwindigkeit [momentary veloci-
ty] des Teilchens zum Zeitpunkt ¢. Demgegeniiber ist die Durchschnittsgeschwindigkeit

[average velocity] zwischen zwei Zeitpunkten ¢t und ¢, durch

x(t2) — x(t1)
to — 11

(v) = (5.41)

gegeben. Wenn wir physikalisch die Geschwindigkeit eines Objekts messen, bestim-
men wir meist die Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen zwei sehr nahe beieinander-
liegenden Zeitpunkten. Man beachte, dass dies auch der mathematischen Definition
der Ableitung entspricht: Der Grenzwert von Differenzenquotienten entspricht dem
Grenzwert von Durchschnittsgeschwindigkeiten.

Wir haben hier das Konzept der Ableitung auf Funktionen des Typs f : U C
R — R™ verallgemeinert. Die Ableitung einer solchen Funktion ist definiert als:

Df(z) = lim flwte) —f@)

e—0 €

(5.42)

Ich habe hier durch die Fettschrift angedeutet, dass es sich bei f(x) um Vektoren in
einem R" handelt und im Z&hler des Differenzenquotienten die Differenz von Vektoren
steht. Die Definition der Ableitung ist unabhéngig von der Wahl eines Koordinaten-
systems im R". Falls jedoch ein Koordinatensystem (eine Basis) gegeben ist, kann man
die Ableitung komponentenweise ausfithren; daher handelt es sich nicht um ein neues
Konzept.

5.3.4 Gradient, Richtungsableitung und partielle Ableitung

Wir betrachten nun eine reellwertige Funktion in mehreren reellen Variablen, also
flxy,...,zy) bzw. f: U C R* — R. Aulerdem nehmen wir an, dass die Funktion an
den Stellen, an denen wir die Ableitungen nehmen méchten, immer stetig ist.

Die partielle Ableitung

Wir konnen zunéchst die partielle Ableitung [partial derivative] definieren, indem wir
die Definition der Ableitung einer Funktion von einer Variablen einfach auf ein be-

stimmtes Argument anwenden (bei partiellen Ableitungen verwendet man statt des
Symbols ,d* das Symbol ,0°):

Of(x1, ..., ) — lim flor, o x+ ey xn) — f(T1, 0 Ty ey ) | (5.43)
axz e—0 €
Aquivalent gilt
0 ) T,
F@1s oo @5+ € ey ) = F(T1, oo Ty ooy T) + Me—l—o(e). (5.44)

8:131-
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Die Richtungsableitung

Sei h = (hyq, ..., hy,) # 0 ein beliebiger n-komponentiger Vektor (ungleich dem Nullvek-
tor). Wir definieren die Richtungsableitung [directional derivative] Dy, f(x) durch:

f(x+eh) - f(x)

Dy f60) = lim L (5.5
bzw.
f(x+e€h) = f(x) + Dnf(x) e+ o(e). (5.46)

Wiéhlt man fiir eine gegebene Basis des R™ den Vektor h speziell als Einheitsvektor
zu einem Basisvektor, h = e; = (0,...,1,...,0), so wird die Richtungsableitung zur

partiellen Ableitung;:
0f (x)
D, = ——.
S0 = 52
In manchen Biichern fordert man, dass es sich bei h um einen normierten Vektor
handeln soll (also ||h|| = 1). Das hat den Vorteil, dass die Richtungsableitung wirklich
nur von der Richtung und nicht auch vom Betrag von h abhéngt.

(5.47)

Die totale Ableitung — der Gradient

Wenn es eine lineare Abbildung Df(x) : R* — R gibt, sodass fiir jede beliebige
Nullfolge {h;} n-komponentiger Vektoren die folgende Gleichung erfiillt ist:

f(x+h) = f(x) + Df(x) - h+o([|A]]), (5.48)

bezeichnet man Df (x) als den Gradienten [gradient] Df (x) bzw. die totale Ableitung
[total derivative] der Funktion f an der Stelle x. Aquivalent kann man auch sagen:
Wenn die Richtungsableitung Dy, f(x) eine lineare Abbildung fiir das Argument h ist,
sich also in der Form Dy, f(x) = Df(x) - h schreiben lésst, bezeichnet man Df(x) als
die totale Ableitung bzw. als den Gradienten von f an der Stelle x.

Anmerkungen:

1. Df(x) ist eine lineare Abbildung, die auf den Vektor h anzuwenden ist, und das
Ergebnis ist eine reelle Zahl. Das kennzeichnet Df(x) als einen dualen Vektor.
Bezieht man die Komponenten eines Vektors x auf eine Orthonormalbasis (ein
kartesisches Koordinatensystem), dann sind die Komponenten von Df (x) durch
O0f(x)/0x; gegeben. Man beachte jedoch, dass Gl. 5.48 nicht von einer Basis im
R™ abhéngt. Kapitel 10 beschreibt etwas ausfiihrlicher, wie die Komponenten des

Gradienten in allgemeinen Koordinatensystemen ausgedriickt werden kénnen.

2. Die durch GI. 5.48 definierte lineare Abbildung Df(x) ist durch diese Definition
eindeutig festgelegt; es gibt also keine zweite lineare Abbildung, die ebenfalls
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obige Bedingung erfiillt. Denn wéren Df;(x) und Dfy(x) zwei solche lineare Ab-
bildungen, dann miisste fiir jeden Vektor v gelten

e(Df1(x) - v — Dfa(x) - v) = o(e) (5.49)

(die Nullfolge ist nun speziell h = ev fiir eine Nullfolge ¢ und den festen Vektor
v.) Diese Bedingung ist aber nur erfiillt, wenn

Dfi(x) v = Dfy(x) - v (5.50)
fiir alle Vektoren v, doch daraus folgt Df;(x) = Dfa(x). Die beiden Abbildungen

sind also identisch.

3. Wie schon erwéhnt, gilt: Wenn die lineare Abbildung Df(x) existiert, ist die
Richtungsableitung zu einem nicht-verschwindenden Vektor h durch

Dy f(z) = Df(z) - h. (5.51)

gegeben. Es gibt jedoch Félle, in denen die Richtungsableitungen zwar fiir alle
Vektoren h existieren, jedoch keine lineare Abbildung fiir h definieren und so-
mit keine totale Ableitung. Nur, wenn die Richtungsableitungen in einer offenen
Umgebung des Punkts x stetig sind, gibt es auch die totale Ableitung.

Zu dem letzten Punkt gibt es bekannte Gegenbeispiele: Sei beispielsweise

+vVr2+y? y>0
flzy) =19 = y=0 (5.52)

—/r2+y? y<0
Diese Funktion ist im Punkt (z,y) = (0, 0) stetig. Die Richtungsableitung existiert fiir
jeden Vektor h = (hy, hy), aber sie definiert keine lineare Abbildung (siche Ubungs-
aufgabe). Sofern nicht anders erwéhnt soll im Folgenden die totale Ableitung immer

existieren.

Geometrische Bedeutung des Gradienten

Zur Veranschaulichung des Gradienten (vereinfacht interpretiert als einen Vektor —
auch wenn es sich um einen dualen Vektor handelt) betrachten wir einen Spezialfall
in Gl. 5.48: v sei ein Einheitsvektor (also \/v? +v3 + ... + v2 = 1) und die Nullfolge
sei durch h = ev gegeben. Wir stellen uns nun die Frage, fiir welchen Vektor v (zu

geniigend kleinem aber festem €) die rechte Seite maximal wird. Das ist dann der Fall,
wenn v parallel zu Df steht. Andererseits wird die linke Seite maximal, wenn v in die
Richtung zeigt, in die die Funktion f am stérksten zunimmt. Der Gradient zeigt also
in die Richtung, in die f am stéirksten zunimmt. Insbesondere steht Df senkrecht auf
allen Aquipotenziallinien bzw. -flichen von f, also auf den Richtungen am Punkt x,
fiir die sich die Funktion f nicht &ndert.
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Das V-(Nabla-)Symbol

In der Physik wird meist die Notation Df(z) = V f(x) verwendet (manchmal schreibt
man auch V f(x), um zu betonen, dass es sich um eine mehrkomponentige Groéfie han-
delt). Dieses Symbol V — genannt ,Nabla“ — wird wie ein Vektor behandelt, dessen
Komponenten in der Standardbasis V; = 0/0x; die Operationen der partiellen Ab-
leitungen sind. (Trotzdem soll nochmals betont werden, dass die Definition Gl. 5.48
unabhéngig vom Koordinatensystem ist — der Gradient ist ein geometrisches Konzept.
Wie der Gradient in anderen Koordinatensystemen zu berechnen ist, werden wir noch
untersuchen; vgl. Abschnitt 10.7.2.) Dieses Symbol wird auch in entsprechender Be-
deutung fiir andere Ableitungen verwendet, die wir spater noch kennenlernen werden.

Besonders wichtige Beispiele in der Physik sind Gradienten von Funktionen, die
nur vom Betrag des Ortsvektors abhéngen, also z.B. U(|Z|). In diesem Fall erhdlt man

fir die Komponenten des Gradienten nach der Kettenregel:?

ou(|#]) dU(r) or

or. & on (5.53)
und da
or _ 5\/93%+93—%+93§ _ L (5.54)
folgt .
VU = U'(r) ; . (5.55)

Der Gradient zeigt also in radialer Richtung und hat die ,,Lange* U’(r).

Die Richtungsableitung als Ableitung entlang eines Weges

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : U C R™ — R. Auflerdem betrachten
wir einen stetigen Weg v : I C R — R”, den wir wieder mit x(¢) kennzeichnen. Wenn
das Bild des Weges in U liegt, konnen wir die kombinierte Abbildung: fo~: R — R
betrachten, also die Funktion f(x(¢)). Bei dieser Funktion handelt es sich um eine
gewohnliche Funktion von einem Parameter t.

Diese Funktion konnen wir nach der Kettenregel ableiten und erhalten:

dt

= = Vf(x(t)-v(t). (5.56)

df(x(t)) _ N~ 9f(x)

i=1 x=x(t)

Ganz rechts steht das Skalarprodukt des Gradienten von f an der Stelle x(¢) mit dem

, Geschwindigkeitsvektor* v(t) = x(t) = .

2Wir haben die Kettenregel zwar nur fiir den Fall f : U C R — R bewiesen, doch sie gilt ganz
allgemein fiir Abbildungen zwischen reellen und komplexen Vektorrdumen beliebiger Dimensionen
(sofern der Definitionsbereich der zweiten Abbildung im Bildraum der ersten Abbildung enthalten
ist). Der Beweis ist ganz analog.
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Dieser Ausdruck entspricht in seiner Bedeutung Gleichung 5.48, allerdings wur-
de der Vektor h hier mit v(¢) bezeichnet. v(¢) kennzeichnet somit die Richtung, in
welche die Ableitung von f vorgenommen wird.

5.3.5 Allgemeine Ableitung

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall f : U C R®™ — R™. Es handelt sich also um
eine m-komponentige Funktion von n Variablen. Auch dieser Fall bringt nichts Neues,
da wir jede Komponente von f als eine reellwertige Funktion im Sinne des letzten Ab-
schnitts betrachten konnen. (In diesem Abschnitt verwende ich keine Fettschreibweise
fiir Vektoren z € R™ mehr.)

Auch hier bietet sich jedoch die koordinaten- bzw. basisunabhéngige Definition
der Ableitung als ,,beste lineare Ndherung® an. Fiir einen beliebigen n-komponentigen
Vektor h sei

f(x+eh) = f(x)+eDf(x) - h+o(e). (5.57)

Nun ist Df(z) eine lineare Abbildung, Df(x) : R™ — R™, die einen Vektor h € R"™ auf
einen Vektor Df(x)-h € R™ abbildet. In der Standardbasis ist Df (x) eine m x n-Matrix
mit den Komponenten 0f;(x)/0x;.

Typische Beispiele in der Physik sind vektorwertige Felder, beispielsweise das
elektrische Feld E (&) oder das Magnetfeld B(), wobei ich diesmal die Vektorwertigkeit
durch die Vektorpfeile betont habe.

Im Prinzip l&sst sich jede Feldkomponente nach jeder Ortskomponente ableiten,
man erhélt so die Matrizen

ok, OE, OF, 0By 0By 0B
8;1:1 8172 8953 01’1 8172 8%’3
0E, O0FE, O0E, 0By 0By 0B,

d 5.58
(%l 8.732 81’3 o 8m1 8132 81’3 ( )
0FE; O0FE; O0FE; 0B; 0Bs 0Bjs
0x1 afL’Q 81‘3 0x1 8x2 81‘3

5.3.6 Divergenz und Rotation

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, lassen sich die ersten Ableitungen eines
Vektorfeldes nach den Raumkomponenten als eine Matrix schreiben. Einige spezielle
Kombinationen dieser Ableitungen spielen jedoch eine besondere Rolle, dazu zédhlen
insbesondere die Divergenz und die Rotation.

Ich definiere in diesem Abschnitt die Divergenz und die Rotation durch die
Komponten der Ableitungen in einem kartesischen Koordinatensystem. Spéter werde
ich eine allgemeinere Definition angeben, die eine koordinatenunabhéngige Definition
von Divergenz und Rotation ermoglicht.
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Die Divergenz [divergence] eines Vektorfeldes E : R — R3 (ich spezifiziere
im Folgenden nicht immer, ob die Urbildmenge der ganze R® oder nur eine offene
Teilmenge davon ist) ist:

OE, O0F, 0B; <~ 0E,

divE=V-E = = .
v v ai[)l * 3:152 + 8353 ; 0351

(5.59)

Man beachte, dass das Ergebnis eine skalare Funktion ist, d.h., jedem Punkt im R3
wird eine Zahl zugewiesen. Oftmals vereinfacht man in der Physik noch die Notation
der partiellen Ableitung und schreibt einfacher:

OF;
OE; == —. 5.60
Damit lédsst sich die Divergenz auch schreiben als
divE =Y ;. (5.61)

Entsprechend definieren wir die Rotation [rotation| eines Vektorfeldes E:R?—
R3 als den Vektor:

0F3 0F,

a{EQ 81‘3

5 = = 0E, O0F;3
tE=VxE=| ——— | . 5.62
ro Ors  Ox ( )

0E, OF,

6371 8902
Mit dem in Abschnitt 2.3 definierten Levi-Civita-Symbol konnen wir auch schreiben:
(6 X E)z = Zeijk 8jEk . (563)

jk

Die Rotation lasst sich nur fiir Vektorfelder angeben und das Ergebnis ist wieder ein

Vektorfeld.

5.4 Hohere Ableitungen

Wenn die erste Ableitung einer Funktion selbst wieder stetig ist, konnen wir die zweite
Ableitung als die Ableitung der ersten Ableitung definieren:

f”(m) — lim f/<x + h) — f/($)

h—0 h

@)

Dafiir schreibt man auch f”(x) = 2
T

. (5.64)
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Ist die physikalische Interpretation des Arguments der Funktion f die Zeit ¢, so
schreibt man fiir die Ableitung oft:

Entsprechend ist die zweite Ableitung f (t). Aus der Geschwindigkeit eines Teilchens
0(t) = Z(t) erhdlt man durch eine erneute Ableitung nach der Zeit die Beschleunigung

lacceleration):
. do(t)  d27(t)
t) = = . 5.65
at) = —; P (5.65)
Auch hier verwendet man oft die Notation @(t) = Z(t).
Fiir die dritte Ableitung % einer Funktion schreibt man manchmal auch

f"(z). Die hoheren Ableitungen schreibt man gelegentlich durch einen in Klammern

gesetzten Hochindex n:

fo) =TI

Bei Funktionen von mehreren Argumenten, f : R” — R, kann man die hheren

Ableitungen nach verschiedenen Argumenten bilden. Fiir die zweiten Ableitungen
erhélt man auf diese Weise eine Matrix von Ableitungen, die man auch als Hesse-

Matriz [hessian] bezeichnet:

02 (w1, ey )

() = s (5.66)
bzw.

Pflx)  Pf(x) 0*f(x)

0x1 07 Ox10xs Oz 0x,

Pf(x) f() 0*f(x)

Oxy 011 Ox90T9  Ox90xy,

H(f) = | | | | . (5.67)

Pf(x) 0*f(x) 0 f(x)
0x,0r1 O0x,0ry  Ox,0x,

Sofern die zweiten Ableitungen existieren und stetig sind, spielt die Reihenfolge der
Ableitung keine Rolle, die Hesse-Matrix ist also symmetrisch:

Pf(x) _ *f(x)
Gxiaxj N axﬁxz ’

(5.68)

Dies bezeichnet man manchmal auch als den Satz von Schwarz. Dazu darf die Reihen-
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folge, in der wir die Grenzwerte bilden, keine Rolle spielen:

2 . ) ) . _ . ) 4
0% f(x) — b | tim flowzi+hi,nxy+hy, ) — fl,x+ hiy o xg, )
axzax_] h;—0 hj—)O hlhj
h;—0 hlhj
hj-)() hi—)O hlh]
h;—0 hlh]

Genau das ist aber der Fall, wenn die zweiten Ableitungen existieren und stetig sind.
Dieses Ergebnis iibertragt sich entsprechend auch auf die hoheren Ableitungen:
Sind alle Ableitungen einer Funktion f mindestens k-mal stetig differenzierbar, spielt

die Reihenfolge, in der wir die & Ableitungen ausfiihren, keine Rolle.

5.4.1 Extrempunkte und stationidre Punkte

Sei f: U C R" — R eine Funktion. Ein Punkt zy heifit lokales Maximum von f,
wenn es eine Umgebung V' von zy gibt, sodass f(zg) — f(z) > 0 fir alle z € V. Ein
Punkt x¢ heiBt globales Mazimum in U, wenn fir alle x € U gilt: f(zo) — f(z) > 0.
Entsprechend heifit ein Punkt xq lokales Minimum von f, wenn es eine Umgebung V'
von xy gibt, sodass f(z¢) — f(z) < 0 fiir alle € V. Und ein Punkt z( heifit globales
Minimum in U, wenn fiir alle z € U gilt: f(zo) — f(z) <O0.

Zusammenfassend bezeichnet man Punkte, bei denen eine Funktion ein (lokales
oder globales) Minimum oder Maximum hat, als (lokale bzw. globale) Eztrempunkte
leztremal points].

Zur Existenz von Extrempunkten auf kompakten Mengen haben wir bereits den
Satz von Weierstrafl kennengelernt (Abschnitt 5.1.4).

Der Satz von Fermat besagt, dass fiir eine differenzierbare Funktion an einem
lokalen Extrempunkt immer gilt Df(xo) = 0, d.h., die erste Ableitung verschwindet.
Bei einer Funktion iiber den reellen Zahlen bedeutet dies einfach f/(zq) = 0, bei einer
Funktion iiber dem R™ heifit das V f(xy) = 0, also in Koordinaten %—g) =0 Vi.

T=x0
Dieses Kriterium ist allerdings nur ein notwendiges Kriterium.

Bei Funktionen f: I C R — R (also Funktionen iiber den reellen Zahlen) kann
man auch die hinreichenden Bedingungen leicht charakterisieren, sofern die héheren

Ableitungen der Funktion existieren:

1. Verschwinden die ersten n Ableitungen einer Funktion f and der Stelle xq und
ist n ungerade, und gilt fiir die n + 1-te Ableitung f"*Y(z0) < 0, so liegt bei
ein lokales Maximum vor. Ist f1)(z0) > 0, hat f bei z; ein lokales Minimum.
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1. lokales Minimum [local minimum f(z)t
(point)], wenn es eine (offene) /
Umgebung X von x, gibt, sodass
fir alle z € X gilt f(xo) < f(2).

2. globales Minimum [global mini-

S
T
o

é

mum (point)], wenn fiir alle z € U

gilt f(xo) < f(x).

3. lokales Mazimum [local mazimum
(point)], wenn es eine Umgebung
X von xg gibt, sodass fiir alle x €

X gilt f(zo) > f(x).

Abbildung 5.2: Bei z = a, ¢ liegen loka-

4. globales Mazimum [global mazi- le Minima vor, ein globales Minimum
mum (point)], wenn fiir alle z € U ist nur bei z = a. Bei x = b befindet
gilt f(zo) > f(x). sich ein lokales Maximum. Ein globales

Maximum gibt es nicht.

2. Verschwinden die ersten n Ableitungen einer Funktion f an der Stelle xy und ist
n gerade (und gilt fiir die n + 1-te Ableitung £+ (z) # 0), dann hat f an der
Stelle z¢ einen Wendepunkt [inflection point].

Verschwindet der Gradient einer Funktion iiber dem R", so spricht man allge-
mein von einem stationdren Punkt [stationary point]. Hier kann ein Maximum (oder
Hochpunkt) oder auch ein Minimum ( Tiefpunkt) vorliegen, es kann sich aber auch um
einen (verallgemeinerten) Sattelpunkt [saddle point] handeln. Zur Charakterisierung
eines solchen Punktes benttigt man im Allgemeinen die Matrix der zweiten Ableitun-
gen, also die Hesse-Matrix.

Fiir zweimal stetig ableitbare Funktionen ist die Hesse-Matrix symmetrisch.
Wir benétigen nun einen Satz, den wir in Abschnitt 2.6 angegeben, allerdings nicht
bewiesen haben (dies sollte in der Linearen Algebra erfolgen): Eine selbst-adjungierte
n x n-Matrix H (beim iiblichen euklidischen Skalarprodukt in reellen Vektorrdumen
sind dies genau die symmetrischen Matrizen) erlaubt die Definition von n orthonorma-
len Vektoren f; (i = 1,...,n), sodass H f; = \;f; ist. Die Vektoren f; bilden einen Satz
von orthogonalen Eigenvektoren und charakterisieren die sogenannten Hauptachsen.
Die Zahlen \; sind reell und heiflen die Eigenwerte von H.

Diesen Satz konnen wir auf die Hesse-Matrix einer zweimal stetig ableitbaren
Funktion anwenden. Falls alle Eigenwerte der Hesse-Matrix einer Funktion f, fiir die

V f(zo) = 0 ist, an einer Stelle xy positiv sind, handelt es sich um ein lokales Mi-
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nimum von f. Sind alle Eigenwerte an dieser Stelle negativ, handelt es sich um ein
lokales Maximum von f. Andernfalls spricht man von einem Sattelpunkt (d.h., in
manche Richtungen nimmt die Funktion zu, in andere Richtungen ab). Verschwinden
Eigenwerte der Hesse-Matrix, so muss man entlang der zugehorigen Hauptachsen die

hoheren Ableitungen untersuchen.

5.4.2 Laplace- und d’Alembert-Operator

Ein besonderer Ableitungsoperator, der die zweiten Ableitungen einer Funktion von
mehreren Argumenten enthélt, ist der Laplace-Operator [laplacian]:

Pf) _ ) | Pf@) | OPf)

2 2 2 et g2
ox; Oxy Oxs Ox?

Af(x) =

(5.71)

Besonders wichtig ist der Laplace-Operator fiir die drei Raumkoordinaten, wenn wir
Felder iiber dem dreidimensionalen Raum betrachten:

PIE)  PIE  PIE

2 2 2
Oxy O0xs oxs

Af(Z) = (5.72)
Hat das Feld mehrere Komponten (beispielsweise das elektrische oder magnetische Feld
E(Z) bzw B(Z)), wirken die Ableitungen auf jede Komponente des Feldes getrennt,
das Ergebnis ist also wieder ein entsprechend mehrkomponentiges Feld.

Man beachte, dass diese Definition zundchst nur fiir orthonormale (kartesische)
Koordinaten & = (z1, x, x3) gilt. Wir werden spéter sehen, wie diese Ableitungsope-
ratoren in anderen Koordinaten aussehen.

Ebenfalls ein wichtiger Ableitungsoperator in der Physik ist der Wellenoperator
[wave operator] oder d’Alembert-Operator [d’Alembertian, d’Alembert operator], der
beispielsweise in der Theorie des Elektromagnetismus oder auch der Einstein’schen
Allgemeinen Relativitatstheorie auftritt. Bei ihm tritt noch die zweite Ableitung nach
der Zeit auf, allerdings sind die Vorzeichen entgegengesetzt:

) 1 92 )
Of(E 1) = (ggﬁ—A)f@¢> (5.73)
Lo*f(z,t) 0*f(Z,t) O°f(Z,t) O*f(Z1)
I I R - B

5.4.3 Ableitungsidentititen

Die Rotation lasst sich nur auf Vektorfelder anwenden. Da der Gradient eines skalaren
Feldes ®(Z) jedoch ein Vektorfeld ist, konnen wir die Rotation eines Gradientenfeldes
bestimmen. Wir erhalten:

— —

V x VO(Z) =0. (5.74)
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Beweis: Wir berechnen die i-te Komponente der Rotation des Gradientenfeldes

(Vx V() = Y €u0;0uP(%) = 0.

ik

Der Grund fiir das Verschwinden der rechten Seite liegt darin, dass 0;0) symmetrisch
in den Indizes j und k ist (dieses Argument setzt voraus, dass die Funktion ®(Z)
mindestens zweimal stetig nach ihren Argumenten differenzierbar ist), wohingegen der
e-Tensor total antisymmetrisch ist. Die einzelnen Terme heben sich also paarweise weg.

Aus demselben Grund verschwindet auch die Divergenz einer Rotation:

V- (VxA@)=0. (5.75)
Beweis:
Vo (Vx A@) =) Oi€jud; Ar(&) = 0. (5.76)
ijk

Fiir die Rotation einer Rotation erhalten wir:

V x (V x A(#) = V(V- Ad)) - AA. (5.77)

Fiir den Beweis benotigen wir die folgende Identitét fiir das Produkt zweier e-Tensoren:?

Z €ijk€kim = Oit0jm — OimOji - (5.78)
k

Zum Beweis von Gl. 5.77 berechnen wir wieder die i-te Komponente der Rotation der
Rotation (das Argument 7 lasse ich der Einfachheit halber weg):

—, —,

(Vx(VxA) = Zeijkaj(ﬁ x A

%

ik

= Z GijkalmajalAm
jklm

= Z <5il§jm — (Sim(;jl)ﬁjalAm
Jlm

= > (504, - 9,04,) .

J

Der erste Term entspricht dem Gradienten der Divergenz und der zweite Term dem

Laplace-Operator angewandt auf die i-te Komponente von A.

3Diese Identitit folgt aus der sogenannten GraSmann-Identitit fiir beliebige drei Vektoren @, l_;, c
ax(bxé) =b@-a) —éea-b).
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5.5 Die Taylor-Entwicklung

Wir erldutern die folgenden Uberlegungen fiir eine reellwertige Funktion iiber den re-
ellen Zahlen. Sie gelten aber mit entsprechenden Verallgemeinerungen auch fiir mehr-
komponentige Funktionen iiber dem R".

Ist eine Funktion f : I € R — R in ihrem Definitionsbereich k-mal stetig
ableitbar, konnen wir die Funktion in einer Umgebung eines Punktes x durch ein

Polynom approximieren:
Floh) = fla) + @b+ 5@+t @ o) (5.79)

(der Restterm verschwindet also schneller fiir A — 0 als die Funktion h*). Diese Reihe
bezeichnet man auch als Taylor-Reihe [Taylor series| oder Taylor-Entwicklung [ Taylor
expansion] (nach dem englischen Mathematiker Brook Taylor (1685-1731)).

Zum Beweis benotigt man ein Zwischenergebnis: Wenn zwei Funktionen f(x)
und ¢(z) an einer Stelle xy zusammen mit ihren ersten k& Ableitungen iibereinstimmen,
also

F (o) = g™ (z0) VO<n <k, (5.80)

gilt:

Im néchsten Schritt zeigt man, dass das Polynom auf der rechten Seite von GI. 5.79 bis
zur Ordnung k dieselben Ableitungen nach h hat, wie die Funktion f(x+h) (aufgefasst
als eine Funktion von h bei festgehaltenem Wert z).

In vielen Fillen sind Funktionen in der Physik unendlich oft stetig differenzier-
bar, dann gilt:

o0 k T
f@HiQZEZ%ié%bﬁ+Rm% (5.82)

wobei der Restterm R(h) schneller als jede Potenz von h verschwindet, also

. R(h)
o —

=0 fiirallen€eN. (5.83)

Die Potenzreihe auf der rechten Seite von Gl. 5.82 bezeichnet man als die Maclaurin-
Reihe [Maclaurin series| der Funktion f(x), benannt nach dem schottischen Mathe-
matiker Colin Maclaurin (1698-1746).

Dass die genannten Restterme manchmal notwendig sind, zeigt folgendes Bei-

spiel: Die Funktion
1
f(z) =exp (——) (5.84)

hat die Eigenschaft, dass sédmtliche Ableitungen an der Stelle x = 0 verschwinden.

Die Taylor- bzw. Maclaurin-Entwicklung dieser Funktion um den Punkt x = 0 ist
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also das Polynom P(z) = 0. Trotzdem verschwindet die Funktion nicht identisch. Die
Korrekturterme sind jedoch im Grenzfall z — 0 kleiner als jede Potenz in x und tragen
daher zu einer Potenzreihenentwicklung nicht bei.

Ist eine Funktion in ihrem Definitionsbereich gleich ihrer Taylor-Entwicklung,
bezeichnet man sie als reell-analytisch [real analytic]. Die meisten Funktionen, die in
der Physik von Bedeutung sind, haben diese Eigenschaft.

5.5.1 Der Satz von L’Hospital

Betrachtet man den Quotienten von zwei Funktionen, ¢(x) = f(z)/g(x), an einer Stelle
Ty, an denen sowohl die Funktion im Nenner wie auch die Funktion im Zéahler eine
Nullstelle haben, also f(zg) = g(x¢) = 0, so ist dieser Quotient dort zunéchst nicht
definiert. Man kann aber untersuchen, ob sich die Funktion ¢(z) an dieser Stelle stetig
fortsetzen lasst, d.h., ob es einen Wert ¢(zy) gibt, sodass die Funktion

TAC
q(z)={ 9() (5.85)
q(zg) =0

(hier wurde angenommen, dass g(z) aufler xy keine weiteren Nullstellen hat) stetig ist.
Wenn sowohl f(x) als auch g(z) eine Taylor-Entwicklung um den Punkt z, zulassen,
konnen wir diese Taylor-Entwicklung im Zahler und Nenner einsetzen und ¢(z) in der

Umgebung von xq betrachten:

f(xo) + f'(zo)h + 5" (o) h® + 51 f" (wo)

xo+h) = : 5.86
100 = o) + g lah + S+ dg s O
Da f(zo) = g(xo) = 0 gelten soll, folgt:
"(x0)h + " ' "o 3“_
q(ro+h) = £ o) Qf,,( L f,,,( o)h (5.87)
g'(xo)h + 59" (x0)h? + 39" (o) 5.
_ h(f'(xo) + %f”(xo)h + %f’”(mo)h?..) (5.89)
h(g'(xq) + %g”(xo)h + %g”’(xo)h?..)
) e 559
g/(xo) + %g”(l'o)h—f— %g/”(%o)hz... .
Sofern ¢'(zg) # 0, existiert diese Funktion bei zy und hat den Wert
"(z
(o) = L0 (5.90)

g' (o)
Es kann vorkommen, dass auch die beiden ersten Ableitungen der Funktionen f und

g an der Stelle zy verschwinden, dann kann man das Verfahren einen Schritt weiter
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fiihren:
T
- g 69
i
Falls also g(xo) = f(x0) = 0 und ¢'(z0) = f'(z0) = 0, folgt
o) = LE20). (5.94)

g”(l’o>

Dies fithrt uns auf den Satz von L’Hopital (benannt nach dem Mathematiker Guillaume
Francois Antoine, Marquis de L'Hospital (1661-1704)): Der Grenzwert fiir den Quotient
zweier Funktionen, die beide an einer Stelle xy verschwinden und deren erste n — 1

Ableitungen ebenfalls an dieser Stelle verschwinden, ist durch

() (1)
q(xg) = 5.95
)= 7 a0) (5:99)
gegeben, wobei f(™ bzw. ¢ die n-te Ableitung von f bzw. ¢ bezeichnen.
Ein Beispiel, das in der Physik gelegentlich auftritt, ist die Funktion
sin kx
ole) = (@ £0) (5.96)
mit ok
¢(0) = lim % — (5.97)
x—0 x

5.5.2 Einige spezielle Funktionen

Als abschlieBende Anwendung der Inhalte dieses Kapitels betrachten wir nochmals die
Exponentialfunktion sowie die Sinus- und Kosinus-Funktionen.
Wir hatten fiir die Exponentialfunktion die Reihenentwicklung

o0 n

exp(x) = Z % (5.98)

n=0
angegeben. Bilden wir die Ableitung dieser Reihe, so erhalten wir sofort:

dexp(x)

= exp(x) . (5.99)
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Die Ableitung der Exponentialfunktion ist also wieder gleich der Exponentialfunktion.
Andererseits folgen aus den Ableitungsregeln fiir den Sinus und Kosinus:

d . d .
o sin(x) = cos(x) I cos(z) = —sin(x) (5.100)

sowie den speziellen Werten cos(0 = 1 und sin 0 = 0 die Taylor-Entwicklungen um den
Punkt x = 0:

sin(z) = Z—'x%“ (5.101)

cos(@) = 3 ((;;;Tﬁ" | (5.102)

Dass die Taylor-Entwicklungen dieser Funktionen keinen Restterm haben muss aller-
dings erst bewiesen werden. Der einfachere Weg, die Aquivalenz von trigonometrischer
Definition und Reihenentwicklung zu zeigen, erfolgt iiber die Ableitungen. Sowohl aus

der Trigonometrie als auch aus der Reihenentwicklung folgen ndmlich die Beziehungen

d?si d?
%@j) = —sin(x) und %(x) = —cos(z). (5.103)
Die geometrische Reihe
! =1+z+2>+ ZEOO " (5.104)
T 2 .

lasst sich ebenfalls {iber die Taylor-Entwicklung ableiten (wenn man einen komplizier-

ten Beweis mochte). Sehr hilfreich sind auch oft die folgenden Entwicklungen:

1 1
Vitor=1+ 37~ gsg? + O(z%) (5.105)
und
.CCQ 1‘3 0 (_1)n—1
In(1 =r— =4+ —=...= " 1
n(l+z)=x 5 + 3 nz_:l S (5.106)

Fiir x = 1 erhalten wir die alternierende harmonische Reihe und damit die Identitat
aus GIl. 3.23.
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Kapitel 6
Integrale

Das Integral entstand urspriinglich aus der Flachenmessung. Erst spéter erkannte man,
dass die Integration in gewisser Hinsicht als Umkehrung der Tangentenfindung (Ablei-
tung) verstanden werden kann. Diesen Zusammenhang bezeichnet man als den Haupt-
satz der Integralrechnung. Mithilfe von einfachen (eindimensionalen) Integralen lassen
sich nicht nur Flichen unter Kurven, sondern auch Lé&ngen und spezielle Volumina
(um bei geometrischen Konzepten zu bleiben) bestimmen.

In diesem Kapitel betrachten wir zunéchst eindimensionale Integrale. Grofle Tei-
le stammen aus dem Skript zum ,, Vorkurs Mathematik“ [5], das hinsichtlich mancher
Einzelheiten ausfiihrlicher ist. Mehrfachintegrale werden in Kapitel 10 behandelt.

6.1 Das Integral als Flaichenmessung

Die antiken Mathematiker verstanden unter der Flachenmessung meist eine geometri-
sche Konstruktion, bei der eine vorgegebene Fliche durch ein Quadrat mit demselben
Fldacheninhalt ersetzt wird. Diese Vorgehensweise bezeichnete man als ,,Quadratur®.
Eines der klassischen mathematischen Probleme war die ,,Quadratur des Kreises®.
Erst 1882 wurde durch Ferdinand von Lindemann (1852-1939) bewiesen, dass dieses
Problem (mit den klassischen Instrumenten Zirkel und Lineal) nicht losbar ist.

Da wir die Flichen von Rechtecken, Dreiecken und Trapezen vergleichsweise
einfach angeben koénnen, fithren wir die Flachenmessung auf solche Figuren zuriick.

Gegeben sei eine Funktion f : I C R — R. Wir wollen die Flache unter einer
Kurve (definiert durch den Graph dieser Funktion) zwischen zwei Werten = a und
x = b bestimmen. Dazu unterteilen wir die Strecke [a,b] in N gleiche Abschnitte der
Breite Az, sodass (b—a) = N - Ax. Die Punkte dieser Unterteilung seien xy = a,z; =

a+ Ax, ... bis zy = b. Dann gilt fiir die Fldche unter der Kurve ndherungsweise:
N
F=> f(z,) Ax. (6.1)
n=1

141
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Fiir das Folgende setze ich meist voraus, dass f in dem betrachteten Intervall stetig
ist. Diese Bedingung ist eigentlich zu streng; es geniigt stickweise stetig [piecewise
continuous|. Das bedeutet, die Stellen, an denen die Funktion nicht stetig ist, haben
keine Haufungspunkte (bzw. in jedem kompakten Intervall gibt es nur endlich viele
Sprungstellen). In diesem Fall kann man die Flidchen unter den stetigen Abschnitten
bestimmen und die Gesamtflache zum Schluss als Summe dieser Teilflichen schreiben.

f(z)

Ax Az Az

Abbildung 6.1: Die Fldche unter einer (stiickweise stetigen) Funktion ist
naherungsweise durch die Summe der N schmalen Rechtecke gegeben. Fiir den Grenz-
fall N — oo spielt es keine Rolle, ob man jeweils die linke (Abb. links) oder die rechte
(Abb. rechts) Hohe eines Rechtecks betrachtet. Die Differenz zwischen beiden Fléchen
(Abb. Mitte) ist gleich AA = Ax(f(b) — f(a)) und verschwindet fiir Az — 0.

Unter den genannten Voraussetzungen kann man den Grenzwert N — oo und
gleichzeitig Az — 0 betrachten, wobei N - Az = (b — a) konstant bleiben soll. Man

erhalt in diesem Grenzfall die Flache unter der Kurve. Dafiir schreibt man:

b N
A / fyde = Jim S fa) - A (6.2)
. (N-Ax=0b—a fest).

A bezeichnet man als das Integral [integral] {iber die Funktion f auf dem Intervall
[a, b]. Konkret spricht man auch von einem Riemann-Integral. Ich werde spéter (Kap.
9) im Zusammenhang mit der Mafitheorie eine verallgemeinerte Definition fiir Integrale
einfithren.

Die Konvergenz dieser Reihe gegen die Flédche unter einer Kurve lésst sich leicht
zeigen, wenn man die tatsichliche Flache einmal durch Rechtecke unterhalb der Kurve
(Abb. 6.1 links) und einmal Rechtecke oberhalb der Kurve (Abb. 6.1 rechts) abschétzt.
Es handelt sich somit um eine Intervallschachtelung der tatséchlichen Fliache (im vor-

liegenden Fall sei f(x) monoton steigend; bei einer monoton fallenden Funktion drehen
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sich die Ungleichheitszeichen um):

N—-1 N
] . < < ] .
J&gnoog flxn) - Az <A< Jgnm; flan) - Az (6.3)

Die Differenz zwischen den beiden Néherungen (Abb. 6.1 Mitte) verschwindet im
Grenzfall N — oo bzw. Az — 0, da

S fon) - Ar— S flw) - Az = (f) - (@) Ax. (6.4)

Alle Terme aufler dem letzten der ersten Summe und dem ersten der zweiten Summe
heben sich paarweise weg.

Ersetzt man Az noch durch (b — a)/N, so wird deutlich, dass die Fldche gleich
dem ,Mittelwert“ der Funktionswerte f(z;) ist, multipliziert mit der ,Grundseite®
(b—a):

A= [ fla)do= Jim (b —a) - 5 3 1o, (6.5)

6.1.1 Einfache Eigenschaften des Integrals

Aus der Interpretation (und Definition) des Integrals als Fléche ergibt sich unmittelbar
folgende Identitét:

A /acf(x) dz = /abf(x) dz + /bcf(as) dz (6.6)

fiir alle a < b < c.
Die folgenden beiden Beziehungen folgen ebenfalls aus der Definition des Inte-

grals:

b b b
[ U@ ganae = [ rades [ g de (6.7)
b b
/ a- f(r)yde = a/ f(z)dz (o € R konstant) . (6.8)

Diese beiden Bedingungen kennzeichnen die Bildung des Integrals als sogenannte ,,li-
neare Abbildung“. Dabei ist der Vektorraum, fiir den diese Linearitét gilt, der Vektor-
raum der stetigen (bzw. stiickweise stetigen) Funktionen. Da das Bild dieser Abbildung
eine reelle Zahl ist, handelt es sich bei dem bestimmten Integral um ein Element des
Dualraums dieses Vektorraums.

Ist f(x) negativ, wird auch der Beitrag zur Fliche negativ. Ist man an dem

Betrag einer Fldche unter einer Kurve interessiert, muss man entweder iiber |f(x)]



144 KAPITEL 6. INTEGRALE

integrieren, oder (was zu demselben Ergebnis fiihrt) zunéchst die Nullstellen von f(z)
bestimmen sowie die Bereiche, in denen f(z) positiv bzw. negativ ist, und dann die
Beitrage dieser Bereiche entsprechend addieren oder subtrahieren.

Auflerdem definieren wir, dass der Wert des bestimmten Integrals das Vorzei-

chen umkehrt, wenn man die Integrationsgrenzen vertauscht:
b a
/ flz)dz = —/ f(z)dz. (6.9)
a b

6.1.2 Der Hauptsatz der Integralrechnung

Wir bezeichnen mit F(z) das Integral von einem Punkt a zu einem Punkt x > a {iber

eine Funktion f(z):
Fl(:v):/ f(z)dz. (6.10)

Fir diese Funktion berechnen wir:
Fi(x+h) :Fl(x)—l—F{(x) ~h+o(h). (6.11)

Es gilt:
Fi(x+h)= / f(z)dz :/ f(2) dz+/ f(z)dz. (6.12)

Der erste Term auf der rechten Seite ist F(x), der zweite Term verlduft fiir sehr kleine
Werte von h iiber ein entsprechend kleines Intervall, sodass sich aus der Definition des
Integrals ergibt:

z+h
/ f(z)dz = f(x) -h+o(h). (6.13)

Damit folgt:
Fl(z) = f(x). (6.14)

Die Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze ist somit gleich der Funktion f(x).
Damit ist das Integral (6.10) selbst eine sogenannte Stammfunktion von f(x), also eine
Funktion, deren Ableitung gerade f(z) ist. Diese Funktion ist nicht eindeutig, da man
immer eine z-unabhingige Konstante addieren kann (dies entspricht der freien Wahl
der unteren Integrationsgrenze).

Wir kénnen die entsprechende Rechnung auch fiir die untere Grenze wiederholen

und erhalten fiir )
Fy(x) = / f(z)dz (6.15)

die Ableitung:
Fjfa) = —f(z). (6.16)
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Damit konnen wir das bestimmte Integral angeben:

/f@Nm:F@—FmL (6.17)

wobei F(z) eine Stammfunktion zu f(z) ist. Bei der Differenzbildung féllt die freie
Konstante heraus, sodass dieses Ergebnis eindeutig ist. Oft schreibt man fiir die rechte
Seite auch:

F(z)| = F(b) - F(a). (6.18)

a

Diese Beziehung zwischen der Integration und der Ableitung bezeichnet man

auch als Hauptsatz der Integralrechnung. Anders ausgedriickt gilt:

Lnﬂﬂdx:F@)

= F(b) — F(a). (6.19)

6.1.3 Unbestimmte Integrale

Fiir die Stammfunktion einer Funktion f(z) schreibt man manchmal auch ein unbe-

stimmtes Integral [indefinite integral] (ein Integral ohne Grenzen):

/f(x) de =F(z)+c. (6.20)

Die freie Konstante c fillt bei der Ableitung wieder heraus. Die Stammfunktion ist
daher nur bis auf diese Konstante ¢ eindeutig.

Von einigen Funktionen kennen wir die Stammfunktionen:

1
Ydr = — gyt -1 6.21
[arde = —etiae w#-D (6:21)
1
/—dx = Inz+c (6.22)
x
1
/e)‘””da; = Xe)‘x—i—c (6.23)
L.
/coswxdx = —sinwzr+c (6.24)
w
1
/Sinwxdx = ——coswx+c. (6.25)
w

Im Gegensatz zur Ableitung von elementaren Funktionen (rationale Funktionen, Expo-
nentialfunktionen, trigonometrische Funktionen und Funktionen von diesen Funktio-
nen), fir deren Berechnung es feste Regeln gibt, kann man von manchen elementaren
Funktionen die Stammfunktionen nicht in geschlossener Form durch elementare Funk-

tionen angeben.
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6.2 Integrationsregeln

Zu den allgemeinen Ableitungsregeln gibt es entsprechende Integrationsregeln.

6.2.1 Partielle Integration
Die Produktregel (vgl. S. 120) fiir Ableitungen besagte:
(f-9)=f-9+f4d. (6.26)
Wir bilden auf beiden Seiten dieser Gleichung das Integral:
/(f'g)’dx:/f’~gdx—|—/f-g/dx. (6.27)

Fiir die linke Seite folgt nach dem Hauptsatz der Integralrechnung:

/U@rmmwmzf@»am, (6.28)

dieses Integral ist also bekannt. Auf der rechten Seite stehen zwei im Allgemeinen
unbekannte Integrale und wir kénnen die Identitéit in folgender Form schreiben:

/jwwyqu:—/f@»m@mijwm@. (6.29)

Unter Beriicksichtigung der Grenzen gilt:

/ f@)-g'(x)dz = —/ f'(@) - g(z)dz + f(b)g(b) — f(a)g(a). (6.30)

Diese Regel bezeichnet man als partielle Integration [partial integration]. Man
»schiebt® somit die Ableitung von der einen Funktion auf die andere Funktion hiniiber.

6.2.2 Partialbruchzerlegung

Dieses Verfahren ist kein ausgesprochenes Integrationsverfahren, sondern dient eher der
Vereinfachung von rationalen Funktionen, was allerdings bei Integralen helfen kann.
Betrachten wir als Beispiel die Funktion
1
T)=——F—5,

wobei f(x) nahezu beliebig sein kann (f(x) # £1). Der Nenner lésst sich faktorisieren

(6.31)

und man findet:
1 1 1 1

g(x) = = + - )
D= @) T2 )
Diese Zerlegung des Bruchs erleichert manchmal das Finden der Stammfunktion.
Ahnliches gilt fiir:
flx) 1 1 1

1
L—f@? 201 f(z) 2(1+f@)

(6.32)

(6.33)
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6.2.3 Substitutionsregel

Die Substitutionsregel entspricht in gewisser Hinscht der Kettenregel (vgl. S. 121) bei
der Ableitung. Die Idee ist, dass sich die Flache unter einer Kurve nicht &ndert, wenn
man den Mafistab auf der z-Achse (lokal) anders wihlt (beispielsweise die Intervall-
breiten Az unterschiedlich wéahlt), dieser neuen Wahl aber natiirlich Rechnung trigt.

Betrachten wir nochmals die Kettenregel der Ableitung einer Funktion F(z) =

9(y(x)):

Wir integrieren beide Seiten dieser Gleichung in den Grenzen von a bis b und erhalten:

F(b) — F(a) = g(y(b)) — g(y(a)) = / g (y(x)) -y (z)de. (6.35)

Wenn es uns also gelingt, die zu integrierende Funktion f(x) in dem gesuchten Integral

b
F= / f(z)dx (6.36)
in folgender Form darzustellen

f(@) =4 (y(x)) -y (z), (6.37)

haben wir das Integral bestimmt.
Betrachten wir dazu ein Beispiel. Berechnet werden soll

b
1
F = v e V¥ du. (6.38)

Wenn wir folgende Funktionen betrachten:
g(y) = =2 und y(z) =V (6.39)

gilt tatséchlich:

flz) =7 % — ¢ y(@) ¥ (), (6.40)
denn
A2 . A(yi) 1
—dy y:ﬁ—Qe vZ  und i (6.41)

Also erhalten wir als Ergebnis:

b
1 b
/ e Vidy = —2e V| =2eVE — eV (6.42)
o VT

a
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Oftmals ist es jedoch schwer, die richtigen Funktionen ¢(y) und y(x) auf Anhieb
zu erkennen. Es soll daher ein direkterer Weg angegeben werden, die Substitution
durchzufiihren.

Berechnet werden soll das bestimmte Integral

F—/ f(z)dx. (6.43)

Die Grenzen sind in diesem Fall wichtig, weil bei der Substitutionsregel auch die Gren-
zen beeinflusst werden. Will man ein unbestimmtes Integral berechnen, muss man die
Definition der Stammfunktion als Integral bis zur Grenze der Variablen x verwenden.

Wir nehmen an, die Funktion f(z) ldsst sich als Funktion g(y(z)) schreiben,
d.h., f(z) lasst sich in geeigneter Weise als Hintereinanderschaltung zweier Abbildun-
gen schreiben. Statt einer Integration iiber die Variable x soll das Integral als eine
Integration iiber die Variable y umgeschrieben werden.

Die folgende Herleitung ist mathematisch nicht ganz , sauber“, aber sie ist eine
hilfreiche Eselsbriicke, falls man die Formeln mal vergessen hat.

Es gilt

dy

i y'(x) bzw. dy=1y'(z)dz. (6.44)

Im Integral ersetzt man nun dx durch dy, auBlerdem muss man allerdings noch die

Umkehrfunktion von y(z) bestimmen, also x = z(y). Dann gilt

b y(b)
F= [ gtwende= [ o) oo dy. (6.45)

(a) y'(x(y))

Als Beispiel berechnen wir nochmals dasselbe Integral wie zuvor, diesmal aller-
dings nach Formel (6.45). Es ist

y(z)=vr = dy= ﬁdx. (6.46)

In dieser Formel ist \/x noch durch y zu ersetzen:

1
dy = —d 4
y =35, (6.47)
oder
dr =2y dy. (6.48)

Die neuen Crenzen sind y(a) = v/a und y(b) = v/b. Damit erhalten wir:

Ve
F :/ —e Y 2ydy
Va Y
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Eine dritte Version der Substitutionsregel fasst den Integrationsparameter x als
Funktion von einer Variablen y auf, dann gilt:

b y=2"1(b) T
[owar= [ ot G e (6.49)

Es handelt sich jedoch nicht um drei verschiedene Integrationsregeln sondern dieselbe

Regel wird in unterschiedlicher Form (welche Variable ist eine Funktion von welcher
anderen Variablen) interpretiert.
Hiufige Anwendungen der Substitutionsregel

Die folgenden Formeln folgen aus der Substitutionsregel und finden in der Physik
héufig Anwendung:

b 1 b2
/ f(@®)zdr = 5/, fly)dy. (6.50)
Hier wurde y = 22 substituiert. Es ist dy = 2z dz. Allgemeiner
b X 1
ny ..n— d —
|t tan =

Diese Gleichung gilt (fiir Integrationsbereiche im R*) auch fiir beliebige reelle n # 0.

a

bTL

Sy dy. (6.51)

a

Gelegentlich tritt auch das Integral

B cos 8
/ f(cos) sinfdf = —/ fly)dy (6.52)

auf (und natiirlich umgekehrt: sinf als Argument der Funktion f und cosfdf als
»Integrationsmafl*).

Ein weiteres Beispiel ist so allgemein, dass es oftmals nicht als Anwendung der
Substitutionsregel empfunden wird:

/a f(Az + ¢)dx = %/)\ cf(y) dy . (6.53)

a-+c

Hier wurde y = Az + ¢ substituiert. Besonders hilfreich ist diese Regel bei Integralen

b 1 [MFeq 1 b+ ¢
—  dz== “dy = =1 . 54
[ e A/A ;Y7 “(Aa+c) 654

6.3 Zwei Anwendungen

der Form

6.3.1 Arbeit als Integral iiber eine Kraft

In der Physik wird die ,,Arbeit* W oft vereinfacht als , Kraft mal Weg® definiert und
man schreibt:
W=F-s. (6.55)
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Genauer ist die Arbeit gleich der Kraft F' multipliziert mit der Wegstrecke s, um die
ein Korper gegen die Kraft bewegt wird.

Gleichung 6.55 ist nur giiltig, wenn die Kraft entlang der Wegstrecke konstant
ist. Andert sich die Kraft jedoch entlang der Wegstrecke, ist also eine Funktion vom
Ort z, miissen wir die Beitrage der Teilstrecken addieren:

W=> F(x;) Ax. (6.56)

Hierbei ist Az eine sehr kurze Wegstrecke am Punkt z;, entlang der die Kraft F(z;)
niherungsweise als konstant angesehen werden kann. Im Grenzfall sehr vieler sehr
kurzer Wegstrecken erkennt man in dieser Formel die Definition des Integrals wieder:

W = /b F(z)dx. (6.57)

Beispiele

1. Ist die Kraft I konstant (wie ndherungsweise im Gravitationsfeld der Erde, wo
F = myg ist) und ist die Wegstrecke die Hohe von 0 auf h, so folgt:

h h
W:/Fds:F-s =F-h—F-0=F-h. (6.58)
0 0

Das ist das vertraute Ergebnis.

2. Die Federkraft ist F' = R - s; sie wéchst also proportional zur Auslenkung s. Die
Spannungsenergie in einer Feder, die von 0 bis zu einer Auslenkung x gedehnt
wurde, ist gleich der Arbeit, die bei dieser Dehnung aufgebracht wird:

N 1 z ]
W:/ R-sds=-R-s*| =-Ra”. (6.59)
0 2 o 2

Arbeit als Wegintegral im R?

Wegintegrale im R? betrachten wir ausfiihrlicher im Kapitel 10. Trotzdem hier einige
Vorbemerkungen.

Verschiebt man einen Gegenstand im R?® um eine Wegstrecke As gegen eine
Kraft F (man beachte, dass nun sowohl die Wegstrecke als auch die Kraft Vektoren
sind), so ist die geleistete Arbeit:

AW = —F . As. (6.60)

Das Minuszeichen tritt auf, weil Arbeit geleistet werden muss (also W positiv ist),
wenn die Kraft der Verschiebungsrichtung entgegen gerichtet ist Wird der Weg durch
eine Bahnkurve Z(t) beschrieben, gilt fiir die infinitesimale Wegstrecke ndherungsweise:
dz(t)
dt

As = §(t) At = At (6.61)
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Im Grenzfall ,unendlich vieler infinitesimal kleiner Abschnitte® erhélt man fiir die
Arbeit:

t1 =
W= —/ 7o g, (6.62)
Das Produkt
> dE(t o
P(t)y=—-F- z(t ) =—F-9(t) (6.63)

bezeichnet man auch als Leistung. (Hier soll P positiv sein, wenn Energie von der
Umgebung in das System, das sich im Kraftfeld bewegt, hineinflieft, also wenn die

Kraft gegen die Geschwindigkeit gerichtet ist.)

6.3.2 Rotationskérper und Lingen

Wir betrachten im Folgenden drei Félle, bei denen mithilfe des Integrals (als Flache un-
ter einer Kurve) auch Volumina, Mantelflachen oder Langen berechnet werden kénnen.

Das Volumen eines Rotationskorpers

Einen Rotationskérper erhélt man aus einer Kurve f(x), indem man den Graphen der
Funktion um die z-Achse dreht. Man kann nun das Volumen dieses Rotationskorpers
bestimmen. Im Gegensatz zur Flichenmessung, wo die Fldchen von Rechtecken der
Form f(x)- Az addiert wurden, bildet man nun die Summe von Zylindern mit Radius

f(z) und ,,Héhe“ Axz. Das Volumen eines solchen Zylinders ist:
AV =7f(z)* - Ax. (6.64)

Damit erhéalt man fiir das Volumen des Rotationskorpers zwischen zwei Punkten a

und b:
N

b
V:]\;ii?)o;wf(xi)Q-szﬁ/a f(z)?dz. (6.65)

Die Lange einer Kurve

In #hnlicher Form kann man auch die Lénge einer Kurve f(x) zwischen zwei Punkten
a und b bestimmen. Fiir einen ,infinitesimalen“ Abstand Az gilt fiir die Lénge der
Kurve zwischen f(z;) und f(z; + Ax):

Al = (Az) + (f(zi + Ax) — f(x:))? (6.66)
_ Ax.\/1+(f(xi+Ax)_f(xi)>2. (6.67)

Az
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Damit ergibt sich fiir die Gesamtldnge der Kurve zwischen den beiden Punkten a und
b:

N—o0 4

_ / VIF F@Pde. (6.69)

Beim letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass im Limes N — oo bzw. Az — 0 der

L(a,b) = lim ZAQ:J&E&Z 1+( o > Az (6.68)
i=1 i=1

Differenzenquotient zur ersten Ableitung der Funktion wird.

Die Mantelfliche eines Rotationskorpers

Abschlieflend soll noch gezeigt werden, wie man die Mantelfldche eines Rotationskorpers
in den Grenzen a und b bestimmen kann. Wir zerteilen die Mantelfliche durch Schnitte
senkrecht zur z-Achse in kleine Scheiben, die man ndherungsweise als Kegelstiimpfe
der Hohe Az interpretieren kann. Wir berechnen zu jedem dieser Kegelstiimpfe die
Mantelflache und addieren schliellich die Beitrage.

Wie wir oben gesehen haben, lédsst sich ein ,infinitesimales Linienelement in
folgender Form darstellen:

Azi—m.\/u (ﬂxﬁm)_ﬂxi)y. (6.70)

Ax

Die Mantelfliche des zugehorigen Kegelstumpfs ist durch

gegeben. f(x;) ist der Radius des Kegelstumpfs und somit ist 27 f(z;) der Umfang.
Insgesamt folgt fiir die Mantelflache:

A= lim AA; = lim 27f(z;)Al

N—oo N—oo

b
= 27?/ flz) /14 fl(x)?dx. (6.72)



Kapitel 7

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung [differential equation] ist eine Gleichung zwischen einer Funk-
tion und ihren Ableitungen, die an jedem Punkt des Definitionsbereichs erfiillt sein soll.
Bei einer gewdhnlichen Differentialgleichung [ordinary differential equation] hingt die
Funktion nur von einem Argument ¢ € R ab (in der Physik handelt es sich dabei oft
um die Zeit). Bei einer partiellen Differentialgleichung [partial differential equation]
kann die gesuchte Funktion von mehreren Argumenten abhidngen und dementspre-
chend handelt es sich um eine Beziehung zwischen der Funktion und ihren partiellen
Ableitungen. In diesem Kapitel geht es nur um gewohnliche Differentialgleichungen;
partielle Differentialgleichungen werden in der Physik meist im Rahmen der Elektro-
dynamik behandelt. Den Grad der hochsten Ableitung, die in der Gleichung auftritt,
bezeichnet man als die Ordnung [order| der Gleichung.

Die so genannten Newton’schen [Newton’s equations of motion| Bewegungsglei-
chungen (fiir ein einzelnes Teilchen der Masse m) haben die Form

d2Z(t)
dt?
wobei F (Z,7,t) die Kraft bezeichnet, die auf ein Teilchen mit der Geschwindigkeit

—

¢ = Z(t) am Ort Z (und eventuell zum Zeitpunkt ¢) wirkt. Diese Kraft bezeich-

= F(Z(t), 5(t),1), (7.1)

m

net zundchst ein verallgemeinertes Feld (sofern sie explizit von der Geschwindigkeit
abhéngt) fiir alle Orte und Geschwindigkeiten. Die gesuchte Bahnkurve Z(t) sollte dann
die obige Differentialgleichung zu jedem Zeitpunkt ¢ erfiillen. Bei der Newton’schen
Bewegungsgleichung handelt es sich somit um eine gewohnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Da es sich bei der Bahnkurve #(t) eigentlich um drei Funktionen
handelt (die drei Komponenten x;(t)) und die Kraft fiir jede dieser Komponenten von
den anderen Komponenten abhéngen kann, spricht man auch von einem gekoppelten

System gewdhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnunyg.

153
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Man beachte, dass sich bei Differentialgleichungen die Beziehungen zwischen der
Funktion und ihren Ableitungen immer auf denselben Ort bzw. denselben Zeitpunkt
beziehen und an jedem Ort bzw. Zeitpunkt gelten miissen. Dies driickt fiir physikali-
sche Systeme eine lokale Kausalitit [local causality] aus: Ereignisse an einem Ort zu
einem bestimmten Zeitpunkt beeinflussen nur Ereignisse in unmittelbarer Umgebung
und in unmittelbarer Zeitndhe weitere Ereignisse. In der Physik gibt es (vermutlich)
keine nachweisbaren Fernwirkungen [action at a distance], weder raumlich noch zeit-
lich. Theorien, welche solche Beziehungen beschreiben, sind meist phdnomenologischer

Natur und vernachléssigen die Mechanismen der Wirkungsiibertragung.

7.1 Zwei Beispiele

Ich beginne dieses Kapitel mit zwei Beispielen fiir Differentialgleichungen, bei denen
die Losungen schon bekannt sind bzw. leicht ,erraten” werden koénnen. Die an den

Beispielen gewonnenen Erkenntnisse kénnen wir spéter entsprechend verallgemeinern.

7.1.1 Die Zerfalls- bzw. Wachstumsgleichung

Wir betrachten die folgende Differentialgleichung;:
(t) = Az(t). (7.2)

Die Ableitung der Funktion (zum Zeitpunkt ¢) ist also proportional zu der Funktion
selbst (zum selben Zeitpunkt).

Fiir A > 0 hat die Ableitung dasselbe Vorzeichen wie die Funktion, d.h., ist die
Funktion positiv, ist auch die Ableitung positiv und die Funktion wird noch grofler.
Ist die Funktion negativ, gilt dies auch fiir die Ableitung und die Funktion wir noch
negativer. Fiir positive Werte von A\ beschreibt die Differentialgleichung exponentiel-
les Wachstum. Entsprechend beschreibt die Gleichung fiir A < 0 den exponentiellen
Zerfall.

Die Losung dieser Differentialgleichung ist schon bekannt:

x(t) = Aexp(At) . (7.3)

A ist eine Konstante, die durch die Differentialgleichung nicht festgelegt ist. Man
bezeichnet eine solche Konstante als Integrationskonstante [integration constant]. Sie
wird erst durch eine Bedingung an die Losung festgelegt, beispielsweise die Anfangs-
bedingung [initial condition] x(0). Im vorliegenden Fall gilt

x(t) = x(0) exp(At) . (7.4)
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Im Hinblick auf die spétere Diskussion zur Existenz und Eindeutigkeit von Dif-
ferentialgleichungen soll hier ein konstruktives Verfahren zur Losung der Gleichung
gezeigt werden. Dieses Verfahren bezeichnet man allgemein als Verfahren von Picard

und Lindeldf. Dazu integrieren wir beide Seiten der Differentialgleichung;:

]Cti(r)dT _ ,xjgtx(T)dT (7.5)

- z(t) —xz(0) = )\/0 x(r)dr, (7.6)

oder
ﬂﬂ:ﬂ®+A4xﬁMr (7.7)

Die offene Integrationskonstante wurde hier durch die Anfangsbedingung festgelegt,
denn zum Zeitpunkt ¢ = 0 verschwindet das Integral auf der rechten Seite. Allgemeiner
hétte man auch .
z(t) = x(to) + )\/ x(7)dr (7.8)
to
schreiben koénnen.

Gleichung 7.7 bezeichnet man als Integralgleichung [integral equation]. Allge-
mein driickt eine Integralgleichung eine Beziehung zwischen dem Wert einer Funktion
und einem Integral {iber diese Funktion aus (sowie eventuell Ableitungen dieser Funk-
tion.) Sie ist dquivalent zur Differentialgleichung, enthilt aber zusitzlich noch die
Information zu der gewéahlten Anfangsbedingung.

Wir ersetzen nun die Integralgleichung durch eine iterative Gleichung [iterative
equation|: t

Tni1(t) = z(0) + )\/ (1) dT. (7.9)
0
Die Idee ist, mit dieser iterativen Gleichung eine Folge von Funktionen z,,(t) zu kon-
struieren, die gegen die gesuchte Losung der Integralgleichung konvergiert.
Als Startfunktion setzen wir xo(t) = x(0). (Wir hétten auch mit der Funktion

xo(t) = 0 beginnen konnen, dann wire x1(t) = x(0); die Folge wire somit dieselbe,
nur der Index wére um 1 verschoben.) Es folgt

z1(t) = x(0) + A /Ot z(0)dr = z(0) + Az(0)t, (7.10)

und

xo(t) = x(0) + A /Ot x1(7)d7r = 2(0) + Az(0)t + %)\Z:B(O)tQ : (7.11)

Man kann nun leicht zeigen (beispielsweise durch vollsténdige Induktion), dass

n k
%@:amzfﬁ). (7.12)
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Offenbar ist
lim x,(t) = z(t) = 2(0) exp(At) . (7.13)

n—o0

7.1.2 Der harmonische Oszillator
Wir betrachten nun die Differentialgleichung
i(t) = —w?z(t). (7.14)

Es handelt sich um die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators.

Spezielle Losungen dieser Gleichung sind die Sinusfunktion sin(wt) und die Kosi-
nusfunktion cos(wt). Die allgemeine Losung ist eine beliebige Linearkombination dieser
beiden speziellen Losungen:

z(t) = acoswt + bsinwt . (7.15)

Wir konnen dies als Uberlagerung von zwei Schwingungen (mit Phasenunterschied
7/2) mit den Amplituden ¢ und b deuten. Wir kénnen die allgemeine Losung aber
auch in der Form

z(t) = Acos(wt + ¢o) (7.16)

schreiben, wobei A nun die Interpretation der Amplitude hat und ¢y die Phase zum
Zeitpunkt ¢t = 0 ist. Den Bezug zwischen beiden Losungen sieht man, wenn man das
Additionstheorem fiir die Kosinus-Funktion ausnutzt:

x(t) = A(coswt - cos gy — sinwt - singy) . (7.17)

Es gilt also a = A cos g und b = — A sin ¢.

Wir kénnen die Integrationskonstanten auch durch Anfangsbedingungen erset-
zen, beispielsweise indem wir zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Anfangslage z(0) und die
Anfangsgeschwindigkeit v(0) festlegen. Offenbar folgt aus Gl. 7.15:

z(0)=a und z(0) =v(0) =wb (7.18)

und damit

x(t) = z(0) cos wt + @ sinwt . (7.19)

(Diese Gleichung hat unter anderem auch den Vorteil, dass wir in sinnvoller Weise den
Grenzwert w — 0 untersuchen kénnen und zur Losung der freien Bewegung z(t) =
z(0) + v(0)t gelangen.)

Es erhebt sich die Frage, ob wir d&hnlich wie im letzten Abschnitt eine Losung
explizit iiber eine Integralgleichung konstruieren kénnen. Dazu formen wir die Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung zunéchst in zwei Differentialgleichungen erster Ordnung
um:

o(t) = v(t) o(t) = —w?z(t). (7.20)
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Die linke Gleichung ist einfach die Definition der Geschwindigkeit und die rechte Glei-
chung beinhaltet die eigentliche Differentialgleichung, ndmlich dass die Ableitung der
Geschwindigkeit (die Beschleunigung) gleich —w?x ist.

Wir integrieren beide Gleichungen und erhalten:

x(t) = x(0) —l—/o v(T)dr v(t) =v(0) — w2/0 z(7)dr. (7.21)

Nun ersetzen wir diese beiden gekoppelten Integralgleichungen wieder durch iterative
Gleichungen:

(1) = 2(0) + /0 on(T)dr v (t) = 0(0) — /0 (P dr.  (722)
mit
zo(t) = x(0) und wvo(t) = v(0). (7.23)

Die ersten beiden Iterationen liefern:

z1(t) = x(0) +v(0)t v1(t) = v(0) — w?x(0)t (7.24)

w(t) = 2(0) + v(0)t — %wa(O)tz vs(t) = 0(0) — W’ (0)t — %wZU(O)tZ

und allgemein erhélt man (hier sind nur die Losungen fiir gerade Schritte angegeben,
entsprechende Losungen erhélt man auch fiir ungerade Schritte):

n

Ton(t) = x(O)Z%(wt)%nva)Z (2(];31)!(@)%“ (7.25)

Vo, (t) = v(0) Z ((;B' (wt)?* — wx(0) Z %(wzﬁ)%Jrl . (7.26)
! P !

Bl
o

Im Grenzfall n — oo konvergieren diese Folgen gleichméfig gegen die schon bekannten

Losungen:

z(t) = x(0) coswt + @ sinwt (7.27)

v(0) coswt — wz(0) sinwt . (7.28)

c
—~
~~
SN—
I

Abschlieflend mochte ich noch anmerken, dass man die Losung fiir x(¢) auch
dadurch erhilt, dass man die Differentialgleichung 7.14 zweimal integriert,

(t) = v(0) —w? /0 z(t') dt’ (7.29)
z(t) = x(0)+v(0)t—w2/0 </0 J;(T)dT) dt’, (7.30)
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und nun zu einer Iterationsgleichung iibergeht:

Tpi1(t) = 2(0) + v(0)t — w2/0 (/0 2 (7T) dT) dt’. (7.31)

Auch hier kann man mit zo(t) = 0 beginnen und erhélt im ersten Schritt z;(t) =
z(0) 4+ v(0)t. Fiir xo(t) folgt nun:

zo(t) = x(0) 4+ v(0)t — wQ/ (/o (z(0) +v(0)T d7> dt’ (7.32)

= w0+ o= [ (500 + o007 ) (7.33)
= 20) +00)t - (e + u(0)r) (7.3
= a(0) (1= 32) 400 (£ - g (7.35)
= 2(0) (1 - %w2t2> - 2(0) (wt — %w?’t?’) (7.36)

w

Man erkennt nun an den beiden Ausdriicken in Klammern die ersten Terme der Rei-
henentwicklung der Kosinus- und der Sinus-Funktion. In n-ter Ordnung findet man
(Beweis z.B. durch vollstdndige Induktion)

2o (t) = 2(0) (Z ((;3' (m)?n) + @ <Z %(wfﬂﬂ) (7.37)

n=0

und damit im Grenzfall n — oo das bekannte Ergebnis

zp(t) = x(0) coswt + @ sinwt . (7.38)

Das Verfahren fiihrt sogar schneller zum Ziel.

7.2 Allgemeine Bemerkungen
Typischerweise hat eine gewthnliche Differentialgleichung die Form

F(t,a(t), (), #(t),..) = 0. (7.39)

Es handelt sich also um eine Beziehung zwischen einer Funktion z(¢) und ihren Ab-
leitungen &(t), Z(t), ... zu einem gegebenen Zeitpunkt t. Diese Beziehung soll fiir alle
Zeitpunkte ¢ (in einem vorgegebenen Definitionsbereich) erfiillt sein. Letztendlich han-
delt es sich also um unendlich viele Bedingungen (fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine) an eine

Funktion z(t). Gesucht ist die Funktion z(t), die diese Bedingungen erfiillt.
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Damit die Losungen zu vorgegebenen Anfangsbedingungen existieren und ein-
deutig sind, verlangen wir fiir f meist Lipschitz-Stetigkeit (siehe Ende dieses Ab-
schnitts). In der Physik setzen wir die notwendigen Stetigkeits- und Ableitbarkeitsbe-
dingungen im Allgemeinen voraus, sodass ich diese im Folgenden nicht immer explizit
erwahne. Wie ersichtlich, kann die Funktion f auch explizit von ¢ abhingen (ausge-
driickt durch das erste Argument). Falls f nicht explizit von ¢ abhéngt (sondern nur
implizit iiber x(t) und seine Ableitungen), bezeichnet man die Differentialgleichung als
autonom [autonomous).

In vielen Féllen kann man die Gleichung nach dem Term mit der hochsten

Ableitung (im folgenden Beispiel die zweite Ableitung) auflosen:
Z(t) = F(t,z(t), z(t)). (7.40)

Wie schon erwahnt, sind Differentialgleichungen dieser Form typisch fiir Newton’sche
Bewegungsgleichungen, die nach dem zweiten Netwon’schen Gesetz zum Ausdruck
bringen, dass die Beschleunigung eines Teilchens proportional zur Kraft auf dieses
Teilchen ist. Fiir die folgenden Uberlegungen muss F' (t,z,v) ebenfalls Lipschitz-stetig
in seinen Argumenten sein. Im beschrinke mich im Folgenden im Wesentlichen auf
die Behandlung von Differentialgleichungen (maximal) zweiter Ordnung, aber es soll-
te offensichtlich sein, wie sich die Uberlegungen auf Differentialgleichungen hoherer
Ordnung verallgemeinern lassen.

In GL. 7.40 kann x(t) beispielsweise auch fiir die drei Koordinaten eines Teilchens
stehen oder auch fiir die Koordinaten von mehreren Teilchen, wobei die , Kraft* F' nun
entsprechend viele Komponenten hat:

Fi(t) = Fy(t, (21(8), 2a(t), ooy @1 (8), E2 (1), ...) (7.41)

Ich verwende in diesem Kapitel weiterhin die ,, Vektornotation® z(t) = (x(t), x2(%), ...),
dh. z(t) kann fiir (endlich viele) Komponenten stehen.

Zunéchst kann man jede Differentialgleichung héherer Ordnung durch einen
Satz von Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzen, indem man mehr Variable
einfiihrt. Beispielsweise ist Gl. 7.40 dquivalent zu folgenden zwei gekoppelten Differen-

tialgleichungen erster Ordnung:

B(t) = o(t) (7.42)
o(t) = F(t,x(t),v(t)). (7.43)

Da wir ohnehin mehrkomponentige Variable zulassen, reicht es somit, sich fiir die
folgende Diskussion auf Gleichungen von dem Typ

#(t) = F(t, (1) (7.44)
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zu beschrénken. In obigem Fall (Gl. 7.42) steht z(t) eigentlich fiir (x(¢),v(¢)) und die
zugehorigen Komponenten der , Kraft sind F, (¢, x,v) = v und F,(t,z,v) = F(t,z,v).
(Man beachte, dass sowohl z(¢) als auch v(t) selbst nochmals mehrere Komponenten
haben konnen.)

Bei dem Verfahren von Picard-Lindelof, das wir bei den Beispielen angewandt
haben, wird dieser Satz von Differentialgleichungen in einen Satz von Integralgleichun-
gen tiiberfiithrt, indem beide Seiten der Gleichungen integriert werden:

x(t) = z(to) + / F(r,z(r))dr. (7.45)

to

Die Werte z(ty) bezeichnen die Anfangsbedingungen der Losung. Da es sich im Allge-
meinen um mehrere gekoppelte Gleichungen handelt (z(¢) kann mehrere Komponenten
haben!), erhilt man auch entsprechend viele Anfangsbedingungen. Ganz allgemein be-
zeichnet man den Raum der méglichen Anfangsbedingungen einer Differentialgleichung
als Phasenraum [phase space].

Im néchsten Schritt des Picard-Lindelof-Verfahrens werden diese Integralglei-
chungen durch iterative Gleichungen ersetzt:

Tpt1(t) = z(to) —I—/ F(r,x,(7))dr. (7.46)

to
Als Startfunktion kann man wieder z((t) = z(ty) (eine von ¢ unabhéngige Konstante)
wéhlen. (Dieses Verfahren, eine Differentialgleichung durch eine dquivalente Integral-
gleichung zu ersetzen und diese dann interativ zu losen, wird in der Physik sehr oft ver-
wendet, wenn Gleichungen nicht exakt l6sbar sind und eine sogenannte Stirungsrethe
oder Storungsentwicklung [perturbation expansion] konstruiert wird.)

In der Mathematik interessiert nun die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen
solcher Differentialgleichungen. Der Satz von Picard und Lindel6f besagt, dass die an-
gegebene Folge von stetigen Funktionen x,(t) zumindest in einem ausreichend klei-
nen Intervall um ¢y gleichférmig gegen einen Grenzwert konvergiert, und wegen der
gleichméfigen Konvergenz ist diese Grenzwertfunktion wieder stetig. Genauer lautet
die Aussage: Es gibt ein § > 0, sodass in dem Intervall (ty — d,to + ) die Folge x,,(¢)
gleichméBig konvergent ist. Zum Beweis (siehe z.B. [10]) schreibt man

Tn(t) = 2o(t) + (21(1) = 2o(1)) + (w2(t) — 21(t)) + oo + (2n(t) = 200 () (7.47)

und beweist nun, dass fiir geniigend kleine ¢ gilt: |2, (to +t) — zp_1(to + t)|| < c[t]”
(fiir diesen Schritt bendtigt man die Lipschitz-Stetigkeit von F'). Dann kann man die
Reihe durch eine geometrische Reihe abschéitzen und hat die Konvergenz bewiesen.
Daraus folgt auch die Existenz einer Losung.

Fiir die Eindeutigkeit der Losung bendtigt man ebenfalls wieder die Lipschitz-

Stetigkeit (ein ausfiihrlicher Beweis findet sich in [12]). Man nimmt zunéchst an, dass es
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zwei Losungen z(t) und y(t) mit denselben Anfangsbedingungen gibt. Dann betrachtet
man die Funktion u(t) = ||z(t) — y(¢)|* (fiir die u(0) = 0 gilt) und zeigt, dass ||u(t)]] <
Cu(t) (mit einer Konstanten C'). In einem néchsten Schritt zeigt man, dass die einzige
Losung zur Anfangsbedingung «(0) = 0 die Funktion u(¢) = 0 ist und damit z(t) = y(¢)
gelten muss.

7.3 Lineare Differentialgleichungen

Eine spezielle und fiir die Physik besonders wichtige Klasse von Differentialgleichungen
sind die sogenannten linearen Differentialgleichungen [linear differential equations].
Bei diesen treten die Funktion und ihre Ableitungen immer nur in der ersten Potenz
(und niemals als Produkte voneinander) auf.

7.3.1 Allgemeine Eigenschaften

Auch wenn ich in dieser Vorlesung nur gewohnliche Differentialgleichungen betrachte,
gelten die folgenden Uberlegungen grofitenteils auch fiir partielle Differentialgleichun-
gen.

Eine lineare Differentialgleichung von der Ordnung n hat die Form:

n

> at)a®(t) = F(t), (7.48)
k=0
wobei () (t) die k-te Ableitung von z(t) nach ihrem Argument ¢ bezeichnet und
2 (t) = z(t) die Funktion selbst ist. Die Funktion F(t) beschreibt in der Physik
meist eine duflere Kraft, ,Storung” bzw. einen Quellterm des Systems.
Héngen die Koeffizientenfunktionen nicht explizit von ¢ ab — gilt also ¢ (t) =
cx — handelt es sich wieder um eine autonome Differentialgleichung. Fiir F(t) = 0
bezeichnet man die Differentialgleichung als homogen [homogeneous], andernfalls als
inhomogen [inhomogeneous].

Lineare homogene Differentialgleichungen

Fiir lineare homogene Differentialgleichungen gilt das Superpositionsprinzip: Zu je zwei
Losungen x;(t) und xo(t) der Differentialgleichung ist auch die Superposition z(t) =
axi(t) + Pre(t) eine Losung. Das erkennt man sofort, indem man diese Summe in die
homogene Differentialgleichung einsetzt. Die Menge der Losungen bildet also einen
Vektorraum. Allgemein bezeichnet man einen Satz von Funktionen yi(z) (1 < k < n)

als linear unabhdngig, wenn die Gleichung

Z ckyr(x) =0 (7.49)
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fiir alle  im Definitionsbereich nur die Losungen ¢, = 0 (fur alle k) hat.

Fiir eine lineare Differentialgleichung der Ordnung n gibt es genau n linear un-
abhéngige Losungen und die allgemeinste Losung ist eine Linearkombination dieser
linear unabhéngigen Losungen. Die Dimension des Vektorraums der Losungen ist so-
mit n. Die Koeffizienten sind die Integrationskonstanten der allgemeinen Losung und
konnen so bestimmt werden, dass beispielsweise die Anfangsbedingungen erfiillt wer-
den. Als Anfangsbedingung kann man die Funktion z(¢) zusammen mit ihren ersten
n — 1 Ableitungen zu einem festen Zeitpunkt ¢y, vorgeben. Der Raum dieser moglichen
Anfangsbedingungen ist wieder der Phasenraum der Differentialgleichung.

Die beiden Beispiele zu Beginn dieses Kapitels waren von diesem Typ. Fiir die
Gleichung des harmonischen Oszillators waren die Sinus- und die Kosinus-Funktion
die beiden linear unabhénigen Losungen und die allgemeinste Losung war die Super-
position dieser beiden Funktionen (Gl. 7.15 bzw. 7.19).

Lineare inhomogene Differentialgleichungen

Die Losungen einer inhomogenen Gleichung bilden natiirlich keinen Vektorraum. Al-
lerdings gilt folgender Satz:

Sei z4(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung und sei xo(t)
die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung, dann ist die
allgemeinste Losung der inhomogenen Differentialgleichung durch x(t) = xs(t) + xo(t)
gegeben.

Der Beweis ist offensichtlich: Seien x4 (t) und z4(t) zwei Losungen der inhomogenen
Gleichung, dann ist die Differenz z4(t) — x4 (t) offensichtlich eine Losung der homo-
genen Gleichung. Damit erhélt man aber eine beliebige Losung immer aus der Summe
einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung und einer Losung der homogenen
Gleichung. Anders ausgedriickt: Fiir die allgemeinste Losung der inhomogenen Glei-
chung reicht es somit, die allgemeinste Losung der homogenen Gleichung und eine
beliebige spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu kennen.

Wir konnen diese Aussage sogar noch verallgemeinern: Falls sich der inhomogene

Term als Summe oder Integral von einfacheren Termen schreiben lésst,
FO) =3 fult)  bow. F(O) = [ flot)y, (7.50)

ist die allgemeinste Losung eine Summe (bzw. Integral) von speziellen Losungen je-
weils zu den Funktionen f,,(¢) (bzw. f(y,t)) und der allgemeinen Lésungen zu der
homogenen Gleichung. Seien also {z(m,t)} die Losungen von

ick(t)x(k) (m,t) = fi(t), (7.51)
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dann ist

p(t) = a(m,t) + (1) (7.52)

m

die allgemeine Losung der Differentialgleichung
D )z ®(t) =D fult) = F(t). (7.53)
k=0 m

Lineare inhomogene Differentialgleichungen 16st man meist mithilfe von soge-
nannten Green’schen Funktionen [Green’s functions oder Green functions]. Da dies
die Kenntnis von Distributionen voraussetzt, gehe ich hier nicht auf dieses Verfahren
ein (Nédheres dazu in der Vorlesung zur Theoretischen Elektrodynamik). Es verwendet
aber die oben genannte Idee, dass man jeden Quellterm F'(t) nach einer geeigneten
»Basis“ entwickeln kann (speziell wihlt man dafiir die sogenannten é-Distributionen)
und sucht nach Losungen zu dieser speziellen Basis. Abschnitt 7.3.4 betrachtet ein
Beispiel aus der Mechanik, bei dem ein etwas anderes Verfahren angewandt wird.

7.3.2 Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstan-

ten Koeffizienten

Sowohl die Differentialgleichung zum Wachstums- bzw. Zerfallsgesetz als auch die Dif-
ferentialgleichung zum harmonischen Oszillator hatten konstante Koeffizienten. Das
wird in vielen Féllen in der Physik der Fall sein. Es zeigt sich, dass homogene lineare

Gleichungen dieser Art generell mit einem einfachen Ansatz gelost werden kénnen.

Der gedidmpfte Oszillator

Wir betrachten zunéchst als weiteres und etwas komplizierteres Beispiel die Differen-

tialgleichung zum geddmpften harmonischen Oszillator:
mi(t) = —pa(t) — kx(t) . (7.54)

Hierbei sind m die Masse, p ein Reibungskoeffizient und % die Federkonstante (bzw.
allgemeiner die Konstante der riicktreibenden Kraft). Nach Division durch m folgt:

i(t) + 27ya(t) + wpr(t) = 0 (7.55)

mit 2y = p/m und w? = k/m (wo bezeichnet die Frequenz des ungedimpften — also
v = 0 — Oszillators).

Gleichungen dieser Art 16st man héufig durch den sogenannten Ezxponentialan-
satz. Man ,,vermutet®, dass spezielle Losungen die Form

x(t) = e (7.56)
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mit einer zundchst noch unbekannten Grofie o haben. Dieser Ansatz fiihrt auf die
Gleichung:
—a?x(t) +i2vax(t) + wix(t) = 0. (7.57)

Da die Losung x(t) nicht identisch verschwinden soll, folgt eine Bedingung fiir a:

a? —i2ya —wi =0, (7.58)

ay =iy /wi—~2. (7.59)

Wir konnen nun drei Falle unterscheiden:

oder:

- w2 >k
Mit w = ++/wi — 2 ist
ap =iy tw. (7.60)

Wir haben also zwei spezielle Losungen gefunden:
Fi(t) =e e und () =e e, (7.61)

Statt dieser beiden komplexen Loésungen kénnen wir ebensogut die reellen Real-
und Imaginérteile dieser Funktionen betrachten (beliebige Linearkombinationen
sind ja wieder Losungen, inbesondere auch der Realteil (Z; + #3)/2 und der

Imaginarteil (2, — Z9)/(21):
zi(t) =e " coswt und 3y(t) =e " sinwt. (7.62)
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet somit:
z(t) = e " (acoswt + bsinwt) (7.63)

oder, dquivalent:
z(t) = Ae " cos(wt + ) . (7.64)

Die abfallende Exponentialfunktion beschreibt die Dampfung der Schwingung
und w (was etwas kleiner als die Frequenz wy der ungedampften Schwingung ist)
charakterisiert die Frequenz der Schwingung. Die freien Integrationskonstanten

lassen sich wieder mit den Anfangsbedingungen in Beziehung setzen:
z(0) =a und v(0) = —ay + wb, (7.65)
bzw.

z(t) =e (x(O) coswt + M sin wt) : (7.66)

Diesen Fall bezeichnet man auch als gedimpfte Schwingung oder Schwingungsfall.
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- wg < ’)/2:
Nun ist o (Gl. 7.59) rein imaginir, ax = i(y £ /7% — w?), und wir erhalten eine
reine Ddmpfung (exponentiellen Abfall):

2(t) = ac” 0TV pommV/A et (7.67)

Man beachte, dass im vorliegenden Fall 70! = ~ + \/m immer positiv
ist, sodass beide Anteile der Losung eine abklingende Bewegung beschreiben. 7.
sind Zeitkonstanten, die angeben, nach welcher Zeitspanne die Losung auf 1/e
abgeklungen ist. Da die Losung 7_ = (y— /72 — w2)~! die gréBere Zeitkonstante
ist, beschreibt sie das Abfallverhalten fiir grofie Zeiten.

2 _ 2.
- Wo =

Diesen Fall bezeichnet man als aperiodischen Grenzfall. Die Losung zu o = iy

beschreibt ebenfalls eine reine Dampfung:
Ti(t) =e . (7.68)

Damit haben wir jedoch nur eine Losung gefunden. Nach den allgemeinen Uber-
legungen muss es aber noch eine zweite, linear unabhéngige Losung geben, die
wir offensichtlich durch den Exponentialansatz nicht gefunden haben. Betrach-
ten wir jedoch in der allgemeinen Losung 7.66 den Grenzfall w — 0 (was dem

aperiodischen Grenzfall entspricht), so erhalten wir:
z(t) = e (2(0) + (z(0)y + v(0))t) . (7.69)
Die beiden speziellen Lésungen sind somit:

zi(t)=e "  und a9(t) =te . (7.70)

Allgemeiner Fall

Eine Differentialgleichung der Form
caxz®(t) =0 (7.71)
k=0
kann man wiederum durch einen Exponentialansatz (zumindest teilweise) 16sen. Ein
solcher Ansatz fiithrt (vgl. den Weg zu Gl. 7.58) auf die Gleichung

n

> ()faFe, =0. (7.72)

k=0

Dies ist eine Polynomgleichung fiir «, von der wir nach dem Fundamentalsatz der

Algebra wissen, dass sie n Losungen besitzt.
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Sind alle Losungen {o;} dieser Gleichung verschieden (d.h. Nullstellen erster
Ordnung von Gl. 7.72), haben wir n linear unabhéngige Losungen gefunden:

zi(t) = et (7.73)
Ist eine Losung «; p-fach entartet, sind folgende Losungen linear unabhéngig:
z,(t) = tlel™! . (7.74)

wobei ¢ die Werte ¢ = 0,1,...,p — 1 annehmen kann. Die allgemeinste Losung der

homogenen Gleichung ist eine Linearkombination dieser Losungen:
w(t) = ami(t), (7.75)
i=1

wobei die Integrationskonstanten a; beispielsweise durch die Anfangsbedingungen z*) (¢,)

(0 < k < n) festgelegt werden konnen.

7.3.3 Weshalb Exponentialansatz?

Man wird sich vermutlich fragen, was den Exponentialansatz gegeniiber anderen Funk-
tionen auszeichnet, dass dieser (zumindest im allgemeinen Fall) zu den linear un-
abhéangigen speziellen Losungen fiihrt.

Der unmittelbare Grund ist die Eigenschaft der Exponentialfunktion, unter der
Operation der Ableitung sich selbst zu reproduzieren, also die Gleichung

dexp(at)

S exp(at). (7.76)

(Dabei spielt es keine Rolle, ob « reell oder komplex angenommen wird.) Da dies
auch fiir die hoheren Ableitungen gilt, wird in jedem Term der Differentialgleichung
dieselbe Funktion reproduziert. Da die Gleichung fiir alle ¢ (im Definitionsbereich)
gelten soll, konnen wir somit diese Funktion herauskiirzen und erhalten eine algebrai-
sche Gleichung fiir den offenen Parameter a. Genau dies haben wir im letzten Kapitel
gemacht.

Es steckt aber noch ein tieferer Grund hinter dem Exponentialansatz fiir ho-
mogene lineare Differentialgleichungen. Eine solche Differentialgleichung ist invariant
unter Zeittranslationen. Das bedeutet, mit jeder Losung x(t) ist auch x(t + At) eine
Losung (fiir beliebige Werte von At). Der mathematische Grund ist, dass die Koefhi-
zienten nicht explizit von ¢ abhédngen. Physikalisch bedeutet dies, dass es keine Rolle
spielt, zu welchem Zeitpunkt ein Experiment durchgefiihrt wird — die physikalischen
Gesetze sind dieselben. Und damit spielt es auch fiir die Losungen der Differential-

gleichung (z.B. die Bahnkurven) keine Rolle, zu welchem Zeitpunkt sie ,beginnen*.
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Da sich die allgemeinste Losung aber als Linearkombination der speziellen Losungen
schreiben lésst, muss sich die Funktion x(t + At) als Linearkombination der speziellen
Losungen x;(t) schreiben lassen:

ot + At) =Y ci(At)ay(t) (7.77)

(wobei die Entwicklungskonstanten ¢; natiirlich von At abhéngen diirfen).
Bei einer Differentialgleichung erster Ordnung ist die Exponentialfunktion da-
durch schon festgelegt, denn wenn

z(t + At) = c¢(At) x(t) (7.78)

gelten muss, bleibt nur noch die Exponentialfunktion iibrig. Bei einer Differentialglei-

chung 2. Ordnung muss zumindest gelten:
x(t + At) = c1(At)x1(t) + co(At)xa(t), (7.79)

wobei x1(t) und z5(t) die speziellen Losungen sind. Die Exponentialfunktionen (zu
verschiedenen Dampfungs- bzw. Schwingungsfaktoren) erfiillen diese Bedingung eben-
falls, daher ist der Exponentialansatz immer noch gerechtfertigt, aber auch Expo-
nentialfunktionen multipliziert mit cos- und sin-Funktionen erfiillen diese Bedingung
(das war beim geddmpften harmonischen Oszillator der Fall). Schliefllich erfiillen auch
die Funktionen exp(at) und texp(at) diese Bedingungen, kommen daher ebenfalls als
Losungen in Betracht. Im Fall von Differentialgleichungen hoherer Ordnung gibt es ent-
sprechend mehr linear unabhéngige Losungen, somit kommen dort auch Funktionen
der Form t?exp(at) in Frage, wobei ¢ immer kleiner als die Ordnung der Differential-
gleichung sein muss.

Ganz allgemein muss der Vektorraum der Losungen also unter Zeittranslationen
in sich selbst abgebildet werden. Anders ausgedriickt: Eine beliebige Zeittranslation
(um At) definiert eine lineare Abbildung des Losungsraums auf sich selbst. Mathema-
tisch sucht man also nach sogenannten linearen Darstellungen der Translationsgruppe
auf endlichdimensionalen Funktionenrdumen. Die Ausarbeitung dieser Bemerkungen
wiirde hier zu weit fiithren, aber bei den genannten Darstellungen spielen eben die Ex-
ponentialfunktionen eine besondere Rolle, weil sie selbst schon die geforderten Trans-

formationeigenschaften erfiillen.

7.3.4 Der getriebene geddmpfte Oszillator

Als Beispiel fiir eine inhomogene Differentialgleichung betrachten wir

B(t) 4+ 27yi(t) + wix(t) = F coswt . (7.80)
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Diese Gleichung beschreibt einen geddampften harmonischen Oszillator, der zusétzlich
von einer periodischen dufleren Kraft getrieben wird.

Um wieder mit einem Exponentialansatz Erfolg zu haben, zerlegen wir die
Kosinus-Funktion in ihre Exponentialanteile (dies ist eine Anwendung der allgemeinen

Uberlegungen, Gl. 7.50 bis 7.53):

1., . .
coswt = 7 (e“' +e7") (7.81)
und 16sen zunéchst die Gleichungen
. . 2 F tiwt
E(t) + 2ya(t) + wix(t) = PR (7.82)

Die Losung fiir die Kosinusfunktion ist dann gleich der Summe dieser beiden Losungen.
Diesmal ldsst der Exponentialansatz fiir die Losungen

l‘i<t) = Aieiiwt (783)

nicht die Winkelfrequenz w offen, diese ist nun extern vorgegeben und nach geniigend
langer Zeit sollte der Oszillator mit derselben Frequenz wie der externe Quellterm
schwingen. Wir erwarten somit keine Gleichung fiir die Frequenz sondern fiir die Am-
plituden A.. (Diese waren im homogenen Fall nicht bestimmt sondern die freien Inte-
grationskonstanten.)

Einsetzen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung fithrt auf die Bedingungen:

F
(—w? + 2viw + W) Ay = 3 (7.84)

bzw.
L _F 1
T2 (W — w? £ 2yiw)

Bei der Amplitude handelt es sich also um eine komplexe Zahl. Die (spezielle) Losung
von Gl. 7.80 lautet somit:

(7.85)

w(t) = Aet™ 4 A e, (7.86)

Da A% = A_ ist diese Losung reell. Aus ihr folgen die Resonanzphédnomene, die hier

aber nicht diskutiert werden sollen.

7.4 Gekoppelte lineare Differentialgleichungen

Fast immer haben wir es in der Physik mit gekoppelten Differentialgleichungen zu
tun. Das bedeutet, das Verhalten von einem Freiheitsgrad (einer Koordinate) hangt
von den anderen Freiheitsgraden (Koordinaten) ab. Auch hier bilden lineare Differen-

tialgleichungen wieder einen besonderen Fall, da sie sich in vergleichsweise allgemeiner
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Form losen lassen. Wir betrachten zwei Spezialfélle: lineare Differentialgleichungen 1.
Ordnung und lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung (ohne Démpfungen) mit je-
weils konstanten Koeffizienten. Der erste Fall dient hauptséchlich dazu, den Begriff
der Diagonalisierung einzufithren, der zweite Fall ist fiir die Physik der wichtigere.
Die Verallgemeinerung auf nicht-konstante Koeffizienten tritt in der Physik zwar gele-
gentlich auf, erfordert aber spezielle Verfahren, die in den entsprechenden Vorlesungen
behandelt werden.

7.4.1 Gekoppelte lineare homogene Differentialgleichungen er-
ster Ordnung

Wir betrachten folgendes System von Differentialgleichungen:
x(t) = Az(t). (7.87)

x(t) beschreibt eine mehrkomponentige Variable z(t) = (z1(t), z2(t), ..., x,(t)), und
A ist eine konstante n x n Matrix, durch die diese Variablen gekoppelt werden. In
Komponenten lautet also obige Differentialgleichung:

fEl = allxl(t) + alz.iﬂg(t) 4+ ... = Z alixi(t)
i=1

l"g = 21T (t) + GQQI‘Q(t) +... = Z G/QZ‘.Ti(t) (788)
i=1

ftn = @nlxl(t) + Gngl'Q(t) + ... = Z an.%l(t) .
i=1

Wir haben nun zwei Mdéglichkeiten, dieses Differentialgleichungssystem zu l16sen. For-
mal kénnen wir die Losung wie im eindimensionalen Fall als Exponentialfunktion

schreiben:
x(t) = exp(At) z(0). (7.89)

exp(At) ist nun eine n x n Matrix, die man durch eine Reihendarstellung definieren
kann:

1 =1
exp(At) = 1+ At + 5A%ﬁ +o=) EAktk . (7.90)
k=0

Hierbei ist 1 die Identitatsmatrix, also die Matrix, bei der iiberall auf der Diagonalen
eine 1 steht und alle Nebendiagonalelemente sind 0. Die Potenzen der Matrix A sind
sukzessive durch Matrixmultiplikation (vgl. Gl. 2.48) definiert. Dabei handelt es sich
jeweils wieder um n xn Matrizen. Die Summe von n xn Matrizen ist komponentenweise
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definiert. Somit ist die obige Summe mathematisch sinnvoll, sofern die Reihe konver-
giert (was aber fiir reguldre Matrizen, bei denen also alle Eintrége endliche Zahlen
sind, der Fall ist).

Diese n x n Matrix exp(At) kann man mit dem Vektor der Anfangsbedin-
gungen z(0) = (z1(0),22(0),...) multiplizieren und erhélt so die Losung z(t). Man
kann sich (mit etwas Rechenaufwand) davon iiberzeugen, dass die so erhaltene Losung
tatséchlich das Differentialgleichungssystem (7.88) erfiillt.

Es gibt aber auch noch eine andere Moglichkeit, letztendlich zu derselben Lésung
zu gelangen, die aber in der Praxis oft einfacher ist. Auch diese zweite Moglichkeit lésst
sich ganz allgemein durchfiithren, erfordert aber einige Fallunterscheidungen, die eher
technischer Natur sind. Daher beschrénke ich mich auf den Fall, bei dem die Matrix
A diagonalisierbar [diagonalizable] ist. Das bedeutet, man kann neue Koordinaten

y1 = Riyxq(t) + Ripwo(t) + ... = Z Ry;z(t)
i=1

Yo = Rgll‘l(t) + RQQCL’Q(t) +... = Z RQle(t) (791)
i=1

Un = Runa1 () + Rupwa(t) +... = > Ruwi(t),
i=1

bzw. in Matrixnotation

y = Rx, (7.92)

wéhlen, sodass das Differentialgleichungssystem in den neuen Koordinaten entkoppelt

[decoupled)] ist, also

no o= M)
U2 = Aaya(t) (7.93)
Un = Mnln (t) .

Dieses Gleichungssystem léasst sich natiirlich sehr einfach 16sen. Fiir jede einzelne Kom-
ponente gilt:

yi(t) = ;(0) exp(A\it) . (7.94)

Die Wahl neuer Koordinaten entspricht einer Wahl eines neuen Koordinatensystems,
und der Wechsel der Koordinaten von {z;} auf {y;} sollte eindeutig und ohne Informa-
tionsverlust sein. Das bedeutet, die lineare Abbildung R soll umkehrbar sein, d.h. es soll
eine Matrix R~! geben, sodass im Sinne der Matrixmultiplikation RR™! = R"1R =1
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ist. (Die erwéhnten technischen Feinheiten beziehen sich unter anderem darauf, ob die-
se inverse Matrix R~ tatsichlich diese Bedingung rechtsseitig und linksseitig erfiillt,
bzw. welche Bedingungen tatsdchlich ganz allgemein gelten miissen, sodass die Diago-
nalisierbarkeit von A garantiert ist.)

Ist die Transformation umkehrbar, so erhalten wir aus den Losungen {y;(t)}
auch wieder die Losungen fir {z;(¢)}:

x(t) = R 'y(t) (7.95)
bzw.
21 (t) = (R g (t) + (R Dgp(t) + ... = Z(R_l)li?/i(t)
To(t) = (R awn(8) + (R aop(t) + ... = Z(R_l)%yi(t) (7.96)
2n(t) = (B )mya () + (B Dmaa() + ... = D (R niwi(t)

=1

wobei (R™1);; die Komponenten der inversen Matrix R~ bezeichnen.
Wir kénnen diese Umformungen auch abstrakter in Matrixnotation schreiben.
Dazu wenden wir auf das Differentialgleichungssystem (7.87) auf beiden Seiten von
links (bei Matrizen ist es wichtig, von welcher Seite man die Matrix multipliziert) die
Matrix R an:
y(t) = Ri(t) = RAx(t). (7.97)

Da die Matrix A (und damit auch die Matrix R) konstant sein soll, also nicht von ¢
abhédngt, kann man die Ableitung nach der Zeit mit der Matrix vertauschen, sodass

also dz(t) _ dRx(t)  dy(t)

dt At dt

(Dies wiirde nicht gelten, wenn die Matrix A, also die Koeffizienten der Gleichung,

R

(7.98)

selbst zeitabhéngig sind. Dann ist auch R(t) zeitabhéngig.)
Nun nutzen wir aus, dass es zu R eine inverse Matrix geben soll, sodass

RAx(t) = RAR’lR:c(t) = RAR’ly(t) ) (7.99)
Damit erhalten wir in den neuen Koordinaten
y(t) = RAR 'y(t). (7.100)

Bisher haben wir aufler der Invertierbarkeit der Transformationsmatrix R keine wei-

teren Einschrénkungen vorgenommen, diese Umformungen gelten also allgemein. Wir
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wollten jedoch eine spezielle Koordinatentransformation durchfiihren, sodass die Diffe-
rentialgleichungen in den neuen Koordinaten entkoppeln. Die Bedingung dafiir lautet,
dass die Matrix RAR! diagonal ist, also alle Matrixelemente auer denen auf der Dia-
gonalen verschwinden. Die Angabe der Bedingungen, unter denen es zu einer Matrix
A solche Matrizen R gibt und wie man sie konstruiert, ist ein Problem der linearen
Algebra und wird dort ausfiihrlich behandelt. Die Zahlen {);} bezeichnet man auch
als die Eigenwerte [eigenvalues] der Matrix A.

Wenn die Matrix A symmetrisch ist, also A;; = Aj; gilt, lasst sich das Verfah-
ren immer durchfiihren. Man kann in diesem Fall zeigen, dass R eine Rotation des
Koordinatensystems darstellt (insbesondere ein Orthonormalsystem wieder zu einem
Orthonormalsystem wird). In diesem Fall kann man auch beweisen, dass die Zahlen
{\:} alle reell sind (vgl. Abschnitt 2.6). Ansonsten kann es sein, dass man einen Um-
weg iiber die komplexen Zahlen wahlen muss. Letztendlich sind natiirlich von jeder

komplexen Losung der Real- und Imaginérteil wiederum Losungen.

7.4.2 Gekoppelte lineare homogene Differentialgleichungen zwei-

ter Ordnung

Sehr oft entwickelt man in der Physik ein System um seine Gleichgewichtslage. Wie
wir sehen werden, beschreibt man dadurch ndherungsweise kleine Schwingungen. Da
dieser Fall sehr oft auftritt, soll er etwas ausfiihrlicher behandelt werden.

Entwicklung Newont’scher Bewegungsgleichungen um eine Gleichgewichts-
lage

Wir betrachten die Newton’schen Bewegungsgleichungen zu konservativen Kriften
(d.h., die Kéfte lassen sich als verallgemeinerter Gradient einer potenziellen Energie
beschreiben):

#(t) = —VU(21(t), .y 2a(t))  bzw. jji(t):—aU(“"l(%;Zj"x"(t)). (7.101)

(Ich habe hier angenommen, dass alle Teilchen dieselbe Masse m haben, die ich der
Einfachheit halber gleich 1 gesetzt habe.)
Nun stellen wir uns vor, dass es fiir dieses System einen Gleichgewichtszustand

gibt, bei dem also alle Teilchen in Ruhe sind. Es soll also einen Vektor z geben, sodass
der Gradient von U an der Stelle Z (in allen Komponenten) verschwindet:

oU (1, ..., xp)

o —0. (7.102)

Befinden sich die Teilchen des Systems an diesem Punkt (bzw. den durch & beschrie-

benen Punkten), verschwinden alle Krifte auf die Teilchen und sie sind in Ruhe. Man
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stelle sich beispielsweise einen Kristall oder ein Molekiil vor, bei dem es solche Ruhe-
lagen gibt (im Rahmen einer quantenmechanischen Beschreibung muss diese Aussage
noch prézisiert werden).

Nun betrachtet man eine kleine Stérung um diese Ruhelage, d.h. wir betrachten
die Freiheitsgrade:

Dann folgt fiir die Bewegungsgleichungen:

z(w::__ﬁU(m(ﬂ%igngn@)4£n)' (7104

Da GIl. 7.103 nur eine zeitunabhéngige Verschiebung der Koordinate x; darstellt, gilt

OU(x) _U(=+3)

Zi(t) = Z(t) und o o7,

(7.105)

Da z ,klein“ sein soll (in welchem Sinne, wird noch geklart) kénnen wir U nach
Potenzen von z entwickeln:
1 0?U

Zi+_

2 py 822 82’]' p—

Ul +2) = U(@) + —aU(gzj ?)

z=0

Der Gradient verschwindet aber nach Voraussetzung an der Stelle 2, da z ein stati-

ondrer Punkt (Gleichgewichtslage) von U sein soll. Also erhalten wir

Bilden wir nun von dieser Funktion die partiellen Ableitungen nach z, so folgt fiir die
Kréfte (daher das Minus-Zeichen):

P 8Uw+z Z

Gd..==) Kijz+... (7.108)
J

azz 82]

Die symmetrische(!) Matrix [;; ist nun zeitlich konstant, d.h. genauer gilt:

O*U (% + 2)

Ki; =
J 82, 8zj

(7.109)

2=0

(man beachte, dass z = 0 gleichbedeutend ist mit x = ). Kj; ist also die Hesse-Matrix
(vgl. Abschnitt 5.4) der potenziellen Energie um die Gleichgewichtslage .
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Gekoppelte Oszillatoren

Die Entwicklung fiir kleine Stoérungen um eine Gleichgewichtslage fithrte uns also in
fiihrender Ordnung auf folgendes Gleichungssystem:

(Statt der Koordinate z verwende ich nun wieder die Bezeichnung x.)

Da es sich bei der Matrix K um eine symmetrische Matrix handeln soll, gibt es
sogar eine Rotationsmatrix R (d.h., diese Matrix beschreibt eine einfache Drehung des
Koordinatensystems; Rotationsmatrizen erfiillen RR” = 1 oder R~! = R”, wobei R”
die transponierte, also an der Hauptdiagonalen gespiegelte Matrix bezeichnet), sodass
RKRT = D, und D ist eine Diagonalmatrix:

kL 0 -+ 0
0 ky -+ 0

= o ) (7.111)
0O 0 ... k,

Ahnlich wie im letzten Abschnitt bedeutet dies, dass das Gleichungssystem in den
gedrehten Koordinaten y(t) = Rx(t) entkoppelt:

gty = =Dy(t)  bzw.  Gi(t) = —kyi(t) (7.112)

Hierbei sind k; die Eigenwerte von K bzw. die Diagonalelemente der Matrix D. Ist
k; > 0 konnen wir k; = w? schreiben und die Losungen der Gleichungen sind harmo-
nische Schwingungen der Form y;(t) = A cos(w;t) + Bsin(w;t). In diesem Fall bleiben
,kleine* Auslenkungen um die Gleichgewichtslage y; = 0 auch klein, wobei , klein“
bedeutet, dass die Abweichungen von der harmonischen Schwingung vernachlassigbar
sind (diese Schranke wird letztendlich durch die Messgenauigkeit festgelegt, mit der
die Schwingung beobachtet wird). Ist jedoch k; < 0, lauten die speziellen Losungen
yi(t) = exp(£+/|ki|t). Entweder fiir sehr grofie positive oder negative Zeiten wird auch
diese Auslenkung sehr grofl und die harmonische Naherung wird nicht fiir alle ¢ giiltig
sein konnen.

Letztendlich bedeutet k; < 0, dass das Potenzial fiir diese Koordinate zwar
einen Extrempunkt annimmt, aber kein Minimum. Insofern handelt es sich bei Z in
diesem Fall auch nicht um eine stabile Gleichgewichtslage. Der Fall k; = 0 bedeutet
fiir die zugehorige Bewegungsgleichung j;(t) = 0 und beschreibt somit eine kréftefreie
Bewegung.

Wir hatten angenommen, dass alle Teilchen dieselbe Masse (m = 1) haben. Un-

ter dieser Annahme ist die Matrix K symmetrisch. Im allgemeinen Fall (verschiedene
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Massen) muss die Matrix R, durch die K diagonalisiert wird, keine Rotationsmatrix
(Drehmatrix) sein. Die neuen Koordinaten sind dann nicht unbedingt orthogonal. Da
hier nur das Prinzip zur Losung gekoppelter linearer Differentialgleichungen vorgestellt

werden sollte, gehe ich auf diese technischen Details nicht ein.

7.5 Spezielle Losungsverfahren

Es gibt nur wenige nicht-lineare Differentialgleichungen, bei denen sich die Losungen
zum Anfangswertproblem allgemein finden lassen. Meist handelt es sich dabei um
Differentialgleichungen in einer Variablen. Wir betrachten zwei Klassen solcher Diffe-
rentialgleichungen, bei denen eine allgemeine Losung moglich ist. Ich sollte allerdings
betonen, dass ,l6sen ldasst hier allgemeiner zu verstehen ist, ndmlich ,bis auf ein In-
tegral®, d.h., es kann sein, dass sich die Losung als ein Integral schreiben lésst oder in
einem Integral auftritt, das aber selbst nicht in elementarer Form l6sbar ist.

7.5.1 Trennung der Variablen

Die erste Klasse von Differentialgleichungen, die sich geschlossen losen lasst, hat die
Form:

0 _ rnten). (7.113)

Die gesuchte Funktion z(¢) ist nun einkomponentig. Die allgemeinen Sétze zur Existenz

und Eindeutigkeit der Losungen verlangen, dass f(¢) und 1/g(x) (wie wir gleich sehen
werden) Lipschitz-stetig sind.

Das Integrationsverfahren (man spricht in diesem Zusammenhang auch schon
mal von der ,Quadratur” der Differentialgleichung) trennt die Variablen ¢ und z in

folgender Weise:

dz
e flo)dt, (7.114)

und nun werden beide Seiten in ihren Variablen integriert:

z(t) dx t
/:C(to) m = [0 f(T) dT . (7115)

Man sollte allerdings betonen, dass der Schritt (Gl. 7.114) nur eine , Eselsbriicke®
darstellt und diese Gleichung im strengen Sinne nicht definiert ist. Formal teilt man

Gleichung 7.113 durch g(z(t)),

= f(t) (7.116)
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und integriert beide Seiten dieser Gleichung nach dem Argument ¢:

o1 da(n) [ N
/tog(:c(f)) dr dT‘/tO fr)dr. (7.117)

Auf der linken Seite dieser Gleichung kann man nun die Substitutionsregel anwenden
und das Integrationsargument 7 durch z(7) substituieren (vgl. Gl. 6.49). Die neuen
Integrationsgrenzen sind damit x(¢p) und x(¢). Das fiithrt auf Gl. 7.115.

Auf der linken Seite von Gl. 7.115 erhélt man die Stammfunktion G(x) von
1/g(x) und auf der rechten Seite die Stammfunktion F(t) von f(t):

G(x(t)) — G(x(to)) = F(t) — F(to) - (7.118)

Diese Gleichung kann man im Prinzip nach z(t) auflésen. Die freie Wahl von ¢, ent-
spricht der freien Integrationskonstanten einer Differentialgleichung erster Ordnung.

Beispiel: & = az?

Als erstes Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung
i = az?. (7.119)

Trennung der Variablen fiithrt auf

z(t) 1 t
/ —dz = a/ = ot —to). (7.120)
x to

(to) ©°

Die linke Seite kénnen wir leicht integrieren und erhalten:

_% + oy = ol =) (7.121)
bzw.
o) = —— ;(t — (7.122)

Diese Losung divergiert bei t — to + 1/(ax(ty)), also nach einer endlichen Zeit. Eine
Wachstumsgleichung der Form 7.119 hat also nach endlicher Zeit zu einem unendlich
grofen Wachstum gefiihrt. Solche Modelle sind natiirlich unphysikalisch (oder unbio-
logisch), sie sind aber ein Beispiel dafiir, dass auch scheinbar sehr , harmlose“ Diffe-
rentialgleichungen Losungen haben kénnen, die nur in einem begrenzten Zeitintervall

existieren.
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Beispiel: © = a\/z(t)

Diese Gleichung ist (fiir reelle Losungen) nur sinnvoll, solange x(t) > 0. Insbesondere
sei @ > 0 und z(tg) > 0. Das Verfahren der Trennung der Variablen fiihrt auf die

Gleichung

z(t) dx t

/ — =a [ dr (7.123)
x(to) \/5 to

mit der Losung:

2¢/x(t) — 2/ 2(tg) = a(t — to) (7.124)
bzw.

() = }1 (alt —t0) +2/2(t0)) - (7.125)

Fiir ¢t > ty (und z(ty) > 0) bleibt die rechte Seite positiv, sodass die Losung sinnvoll
ist.

Interessant ist der Fall z(¢y) = 0. In diesem Fall lautet die Losung

042

x(t) = I(t —tg)?. (7.126)
Man kann sich leicht durch Ableiten dieser Funktion iiberzeugen, dass sie die Differen-
tialgleichung erfiillt. Es gibt aber noch eine zweite Losung zu der Anfangsbedingung
x(tp) = 0, ndmlich die Funktion z(t) = 0, die offenbar ebenfalls die Differentialglei-
chung erfiillt. Wir haben zu derselben Anfangsbedingung zwei (unabhéngige) Losungen
gefunden. Der Grund ist offensichtlich: /z ist bei x = 0 nicht Lipschitz-stetig. Daher

gilt der Satz von der Eindeutigkeit der Losung in diesem Fall nicht.

7.5.2 Beispiel: Die logistische Differentialgleichung

Das letzte Beispiel soll etwas ausfiihrlicher behandelt werden, da man hier auch einige
andere Verfahren (Stabilitdtsanalyse und Flusslinien) sehr schon beschreiben kann.
Unter der logistischen Differentialgleichung [logistic differential equation] ver-

steht man die folgende Gleichung (wiederum nur in einer Komponente):
T =rz(t)(1—x(t)). (7.127)

Diese Gleichung tritt unter anderem in der Biologie als Beispiel fiir ein begrenztes
Wachstum auf: Fiir sehr kleine Werte von x(t) verhilt sich die Losung ndherungsweise
wie ein exponentieller Anstieg, doch fiir groe Werte von z(t) (,gro* bedeutet hier:
nahe bei 1) wird das Wachstum gedampft. Als Beispiel wihlt man gerne eine Popula-
tion, bei der die Ressourcen zu knapp werden, wenn die Dichte dieser Population zu
grof} wird.
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Trennung der Variablen fiihrt auf die Gleichung

[ Lt =r(t—t) (7.128)
—dx:r/ dt =r(t —tg). 7.128
x(to) x(]‘ - x) to

Die linke Seite lasst sich ebenfalls leicht integrieren, wenn man die Partialbruchzerle-

gung
1 1 1

m:;—i_l—x (7.129)
verwendet:
”(t); z=lnz—1In(l—=z o0 . z(t)(1 — x(to)
/m) z(1— ) dz =1 In(1 )x(to) =1 ((1 _x(t))x(to)) : (7.130)

Wir erhalten also die Gleichung

-t _
n (L sty = (s

bzw.:

= lf’t exp(r(t — t)), (7.132)

() =1 +cexp(1—r(t ) (7.133)
mit | — ()
=y (7.134)

Die Konstante ¢ lidsst sich also durch die Anfangsbedingungen ausdriicken. Je nach
gewihlter Anfangsbedingung lassen sich verschiedene Fille unterscheiden:

O<I(t0) <1

Im Hinblick auf die Interpretation als Wachstumsgleichung sind nur Werte von 0 <
x(tg) < 1 sinnvoll. In diesem Fall ist ¢ > 0. Fiir (ty) — 0 gilt ¢ — oo, fir z(ty) — 1
findet man ¢ — 0. Da die Exponentialfunktion fiir alle Argumente positiv ist, wird der
Nenner nie null und z(t) ist fiir alle Werte von t eine wohl-definierte Funktion (siche
Abb. 7.1).

Die Funktion 7.133 spielt (mit vollkommen anderer Interpretation der Konstan-
ten und Variablen) auch in der Festkorperphysik eine groe Rolle als Fermi-Verteilung.

Die ,,physikalischen bzw. biologischen“ Anfangsbedingungen sind 0 < f(zg) <
1. In diesem Fall fiihrt ein sehr kleiner Anfangswert von f(x) zundchst zu einem
exponentiellen Wachstum. Sobald f(x) jedoch groBer und die obere Grenze f(z) =1
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z(t)

to t

Abbildung 7.1: Die Losung der logistischen Differentialgleichung fiir Anfangswerte 0 <
I(to) < 1.

spirbar wird, ndhert sich die Losung exponentiell dem Grenzwert f(x) = 1. In die
Vergangenheit extrapoliert wird eine Population immer kleine. Sie entstand in der
fernen Vergangenheit aus einer exponentiell kleinen Anfangspopulation. Auch das ist
natiirlich eine Idealisierung, denn eine ,sehr kleine“ Populatiion besteht aus einzelnen

wenigen Individuen, sodass diese kontinuierliche Gleichung nicht giiltig ist.

[E(to) S 0 und l’(to) Z 1

Wir betrachten nun die ,,unphysikalischen“ Anfangsbedingungen, fiir die sich x(t) nicht
als Dichte (sei es einer Population, einer chemischen Substanz in einer chemischen
Reaktion, etc.) interpretieren ldsst. Die Losungen zu z(ty) = 0 und x () = 1 sind die
konstanten Funktionen:

x(tp) =0 mit der Losung x(t) =0 (7.135)

und
x(tp) =1 mit der Losung z(t) = 1. (7.136)

Fir 2(tp) < 0 ist —oo < ¢ < —1; fiir z(ty) — 0 folgt ¢ — —oo und fiir z(ty) - —oo
folgt ¢ — —1. Nun gibt es einen Wert ¢ fiir den der Term im Nenner der Losung
verschwindet und somit die Funktion z(¢) dort nicht definiert ist. Das Gleiche gilt fiir
den Fall z(ty) > 1, wobei nun ¢ im Bereich —1 < ¢ < 0 liegt (¢ — 0 fiir zp — 1 und
¢ — —1 fir z(ty) — o0).

Die Stelle, bei der die Losung ,,explodiert®, ist durch

1
ts =ty + —In|c| (7.137)
r

gegeben. Fiir einen Anfangswert x(tg) > 0 bleibt die Losung negativ, ndhert sich
aber x(t) — —oo nach einer endlichen Zeit ¢ — tg in der Zukunft von ¢y. In der
Vergangenheit war die Losung exponentiell nahe bei z(t) = 0 (sieche Abb. 7.2; Zweig

1).



180 KAPITEL 7. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Abbildung 7.2: Die Losung der logistischen Differentialgleichung fiir Anfangswerte
z(tyg) < 0 (Zweig 1) und z(ty) > 1 (Zweig 2).

Fiir z(t9) > 1 liegt die Singularitidt der Losung in der Vergangenheit von ¢
(le| < 1, daher ist der Logarithmus in Gl. 7.137 negativ). Die Losung nédhert sich fur
grofle Werte von t von oben exponentiell dem Wert z(¢) = +1 (siehe Abb. 7.2).

Fixpunkte und Flusslinien im Phasendiagramm

In vielen Féllen (insbesondere, wenn es sich um mehrkomponentige gekoppelte Dif-
ferentialgleichungen handelt) kann man eine Losung nicht explizit angeben. Oftmals
mochte man aber auch nur eine qualitative Vorstellung vom Verhalten der Losungen
in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen erhalten. Dazu eignet sich folgendes
Verfahren:

Man bestimmt zunéchst die sogenannten stationdren Losungen bzw. die (zeit-
lich) konstanten Losungen und macht anschlielend eine sogenannte Stabilitdtsunter-
suchung in linearer Ndherung um diese Losung. Das bedeutet, man nimmt eine Losung
an, deren Anfangswert in der Néhe der konstanten Losung liegt und untersucht, ob
sich diese Losung von der Konstanten entfernt oder der Konstanten néahert. Dies soll
nun anhand der logistischen Differentialgleichung gezeigt werden.

Zuvor jedoch ein paar Begriffsklarungen: Ein Fizpunkt [fived point] einer Ab-
bildung ® : M — M ist ein Element x € M, fiir das gilt: ®(x) = z. Das Element x
wird unter der Abbildung ® also auf sich selbst abgebildet. Bei einer gewohnlichen Dif-
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ferentialgleichung ist der Phasenraum der Raum der moglichen Anfangsbedingungen
(vgl. S. 160). Unter dem Fluss [flow] ®; versteht man die Abbildung, die ein Element
x des Phasenraums auf das Element ®,(z) = x(t) abbildet, wobei x(t) der Wert zum
Zeitpunkt t der Losung der Differentialgleichung zur Anfangsbedingung x(0) = z ist.
Der Punkt x wird also auf den Punkt abgebildet, zu dem er in der Losung der Differen-
tialgleichung nach der Zeit ¢ ,,geflossen ist. Wenn man bei einer Differentialgleichung
von einem Fixpunkt spricht, ist meist ein Fixpunkt dieses Flusses ®; gemeint, wobei
t beliebig sein kann. Das bedeutet, man sucht nach Loésungen, die konstant sind und

damit stationar.

1.) Bestimmung der Fixpunkte

Wir betrachten nun die logistische Differentialgleichung und suchen nach den zeitlich
kostanten Losungen. Fiir diese Losung gilt © = 0 und somit wird aus der Differential-

gleichung eine gewohnliche algebraische Gleichung:
re(l—2)=0 = x0=0 und z;=1. (7.138)

Die Losungen zu diesen beiden Anfangsbedingungen sind x(¢) = 0 und z(t) = 1.

2.) Stabilitétsanalyse

Wir betrachten nun einen Punkt € in der Ndhe von zy bzw. x1 und untersuchen, wie
sich die zugehorige Losung z(t) = x; + €(t) zu dieser Anfangsbedingung (als ,, Anfang*
wéhlen wir der Einfachheit halber t; = 0) verhélt. Dabei wird eine sogenannte linea-
re Niherung [linear approximation| vorgenommen, d.h., es werden nur Terme in der
Differentialgleichung beriicksichtigt, die linear in €(¢) sind. Diese lineare Ndherung ist
gerechtfertigt, da die Anfangsbedingung ja sehr nahe an einer Losung (dem Fixpunkt)
liegt und somit €(t) zumindest fiir kurze Zeiten ¢ auch klein bleiben sollte. Dabei inter-
essiert, ob sich die Losung von dem Fixpunkt entfernt oder ob sie sich dem Fixpunkt
néahert.

Betrachten wir zunéichst den Fixpunkt xy = 0 und eine Losung z(t) = 0+ €(t).
Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein und beriicksichtigen nur die linearen
Terme, folgt:

é(t) = ge(t) — gett)” (7.139)

mit der Losung €(t) = e exp(gt). Offensichtlich nimmt der Wert von €(¢) mit wachsen-
dem t zu, d.h., die Lésung entfernt sich von dem Fixpunkt x = 0. Dies ist unabhéngig
davon, ob € positiv oder negativ ist.

Betrachten wir nun den Fixpunkt x; = 1 und eine Losung z(t) = 1 + €(¢).
Wiederum soll der Anfangswert ¢(0) = € sehr klein sein (also die Funktion z(¢) in

der Néhe des Fixpunkts beginnen), sodass nicht-lineare Terme vernachléssigt werden
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kénnen. Da @(t) = €(t) folgt:

ét) =g(1+e(t)(1 — (1 +€(t) = —ge(t) + O(e(t)?) (7.140)
mit der Losung €(t) = eexp(—gt). In diesem Fall wird €(¢) also kleiner, d.h., die Losung
nahert sich dem Fixpunkt.

3.) Das Flussdiagramm im Phasenraum:

Wir erhalten also folgendes Bild (siche Abb. 7.3). In der Néhe des Fixpunktes x = 0
werden Losungen vom Fixpunkt weg getrieben, wohingegen eine Losung in der Niahe
des Fixpunkts x = 1 zu diesem Fixpunkt hin getrieben wird. Man bezeichnet z = 0
auch als instabilen Fixpunkt, weil eine winzige Abweichung von diesem Fixpunkt die
Losung wegtreibt. Der Fixpunkt = 1 ist ein stabiler Fixpunkt, da eine winzige
Abweichung wieder in den Fixpunkt zuriickgetrieben wird.

Abbildung 7.3:  Qualitativer Fluss im

Phasenraum der logistischen Differential- I —— T et
gleichung. 0 1

Diese Informationen reichen schon aus, um ein qualitatives Bild der Losungen zu
erhalten, das auch mit unseren exakten Losungen im letzten Abschnitt iibereinstimmt:
Fir z(tp) < 0 wird die Losung exponentiell schnell zu negativen Werten getrieben
(Zweig 1 in Abb. 7.2). Dass die Losung nach einer endlichen Zeit divergiert, kann
man der linearen Néherung allerdings nicht ansehen, da hierfiir der quadratische Term
verantwortlich ist. Fiir 0 < z(¢y) < 1 wird die Losung in der Néhe von 0 exponentiell
von diesem Wert weggetrieben und néhert sich fiir grofle ¢ exponentiell rasch dem
Wert « = 1. Dies entsprich der regulidren Losung aus Abb. 7.1. Fiir z(¢y) > 1 wird die
Losung zu dem Fixpunkt x = 1 hingetrieben (Zweig 2 in Abb. 7.2). Auch hier kann
die lineare Nédherung allerdings das singuldre Verhalten in der Vergangenheit nicht
beschreiben.

7.5.3 *Die logistische Abbildung

Eng verwandt mit der logistischen Differentialgleichung und doch mit einem quanti-
tativ und qualitativ sehr viel reichhaltigerem Verhalten ist die logistische Abbildung
[logistic mapping]. Hierbei handelt es sich um eine iterative Gleichung der Form:

Tpr1 = 1r2,(1 —xy) . (7.141)

In diesem Fall soll gelten: 0 < z, < 1 und 0 < r < 4. Man kann leicht zeigen, dass
die anderen Fille (z.B. r > 4 oder z,, > 1 bzw. z,, < 0) im Allgemeinen zu einer
divergenten Folge fiir {xz, } ey fithren. Fiir die angegebenen Werte divergiert die Folge

nicht, aber man kann sich natiirlich fragen, ob es Grenzwerte gibt.
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Fixpunkte

Falls es einen Grenzwert gibt, sollte dieser die Gleichung
r=rz(l —x) (7.142)

erfiillen. Das fiihrt auf die Losungen:

r—1

- (7.143)

z0=20 und T =

Es ist offensichtlich, dass sich beide Punkte, wenn man sie in die iterative Gleichung
einsetzt, reproduzieren. Doch das bedeutet nicht, dass sich die Folge fiir einen allge-
meinen Anfangswert o (im Bereich (0, 1)) einem dieser Punkte néhert.

Dazu betrachtet man wieder die Stabilitat dieser Fixpunkte. Bei einer iterativen
Gleichung machen wir den Ansatz

T = Ti+ €, (7.144)

wobei Z; einer der Fixpunkte sein soll und ¢,, die Folge angibt. Allerdings sollte gelten:
€p < 1, sodass man fiir die ersten Iterationen erwarten kann, dass auch die Werte von
€, klein bleiben und somit eine lineare Naherung der iterativen Gleichung gerechtfertigt
ist.

Beginnen wir mit zy = 0, sodass z,, = €, und
€npl = T€y — T2 =716, + O(2). (7.145)
Sofern €, klein genug ist, sodass die lineare Naherung gerechtfertigt ist, folgt als Losung
€n =1"€. (7.146)

Falls |r| < 1 erhalten wir also den Grenzwert ¢, — 0 und der Punkt x = 0 ist ein
stabiler Fixpunkt. Fiir |r| = 1 miisste man die néchste Ordnung berechnen, doch fiir
|| > 1 wird ¢, immer grofler und die Folge divergiert. Das bedeutet nicht unbedingt,
dass die Folge {x,} divergiert, aber wenn der Wert von z,, nicht gleich 0 ist, entfernt
sich die Folge von 0 und irgendwann ist die lineare Naherung nicht mehr gerechtfertigt.
In diesem Fall ist 2y = 0 kein stabiler Fixpunkt.

Betrachten wir nun den Fall z; = %, sodass

r—1

T, = + €. (7.147)

Setzt man dies in die iterative Gleichung ein und beriicksichtigt nur die linearen Terme
in €,, folgt
€ni1 = (2 —71)en + O(2). (7.148)
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Der Fixpunkt ist stabil, wenn die zugehorige Folge eine Nullfolge ist, und das ist der
Fall fiir
2—r| <1 oder 1<r<3. (7.149)

In diesen Fillen ist |e,11| < |€,| und wir erhalten eine Nullfolge. Die lineare Naherung
bleibt gerechtfertigt, da €, immer kleiner wird (vgl. Abb. 7.4).

Wir konnen sogar noch etwas ausfiihrlicher feststellen: Sofern 1 < r < 2 kon-
vergiert die Folge {¢,} monoton gegen 0. Fiir r = 2 konvergiert diese Folge sehr rasch
(bei einer kleinen Abweichung e ist der néichst Term in der Folge schon von der Ord-
nung €%). Fiir 2 < r < 3 konvergiert die Folge {¢,} alternierend gegen Null, d.h. das
Vorzeichen wechselt bei jedem Schritt.

4+ Fixpunkt

wWro
|

Abbildung 7.4: Fixpunkte der logistischen Abbildung: Fiir 0 < r < 1 konvergiert die
Folge gegen 0, in dem Bereich 1 < r < 3 hat die Folge einen stabilen Fixpunkt, der

von r abhéngt.

Zyklen und chaotisches Verhalten

Die logistische Abbildung hat somit fiir 1 < r < 3 stabile Fixpunkte. Bei r = 3 ist
ein sogenannter Bifurkationspunkt [bifurcation point]. Aus dem einen Fixpunkt fiir
r < 3 werden nun zwei Haufungspunkte fiir » > 3. Bei einem beliebigen Anfangswert
nahert sich die Folge alternierend diesen beiden Haufungspunkten. Dieses Verhalten
kann man mit etwas Rechenaufwand noch analytisch erhalten. Dazu muss man die

Gleichung zweimal iterieren,
Tpio = 2w, (1 — z,) (1 —ra,(l — xn)> : (7.150)

und nun sucht man nach Fixpunkten dieser Gleichung (jeder zweite Term in der Folge
ist nun gleich). Das ist eine Gleichung 4. Ordnung fiir Z, doch die beiden Lésungen
Zo=0und 7; = 9;71 sind natiirlich auch Losungen dieser Gleichung. Damit kann man

das Problem auf eine quadratische Gleichung reduzieren. Die beiden Losungen sind
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die Haufungspunkte, zwischen denen die Folge fiir grole Werte von n alternierend hin
und her springt.

Dieses alternierende Verhalten ist stabil, sofern » < 1 + /6 ~ 3,45. Dort be-
findet sich ein weiterer Bifurkationspunkt, bei dem aus der alternierenden Folge zwi-
schen zwei Haufungspunkten ein sogenannter Zyklus [cycle] der Periode 4 mit vier
Héufungspunkten wird. Dieser Zyklus ist nur fiir einen sehr kleinen Bereich stabil,
dann entsteht ein Zyklus der Periode 8, anschliefend ein Zyklus der Periode 16, etc.
SchlieBlich, bei r &~ 3,57, setzt chaotisches Verhalten [chaotic behavior] ein: Die Terme
der Folge springen scheinbar ungeordnet zwischen einem Maximal- und einem Mini-
malwert hin und her. Fiir ¢ — 4 werden diese beiden Grenzpunkte zu 0 und 1. Dazwi-
schen findet man kleine ,,Fenster® bei denen die Folge endlich viele Haufungspunkte
hat. Abbildung 7.5 zeigt das Verhalten der Folge fiir grole Werte von n als Funktion

von g.

1.0

os P -4\

06 4 7H‘\\

X N o .

0.4 Abbildung 7.5: Verhalten der Fixpunk-

o2 | te, Zyklen und chaotischen Bereiche der
i logistischen Abbildung im Bereich 2,4 <

00 T T T T T r < 4. (aus Wikipedia - , Logistische

. ' 6 38 40 Gleichung*)

Zuammenhang zur logistischen Differentialgleichung

Wenn wir in der logistischen Differentialgleichung den Differentialquotienten durch
einen Differenzenquotienten ersetzen, also eine diskrete Approximation mit Zeitschrit-

ten At betrachten, erhalten wir:

z(t + At) — x(t)

A = gz(t)(1 — z(t)) (7.151)
oder
z(t + At) = x(t) + gAtz(t)(1 — x(t)) = (1 + gAt)z(t) (1 1 iAgtAtx(t)) . (7.152)
Definieren wir nun die Funktion
at) = 92 (7.153)

B 1+gAtx
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so erfiillt diese Funktion die Gleichung:
u(t + At) = (1 4+ gAt)u(t)(1 — u(t)). (7.154)

Dies entspricht einer logistischen Abbildung zu Werten von r = 1 + gAt.
Die logistische Differentialgleichung lésst sich also approximativ durch die logi-

stische Abbildung in dem Bereich r £ 1 beschreiben, d.h., wenn r etwas grofer ist als
At

lj]-gAt

gegeben ist. Um diesen Wert muss man die Funktion reskalieren (Gl. 7.153), sodass

1. Dort hat die logistische Abbildung einen stabilen Fixpunkt, der durch % =
der stabile Fixpunkt zu 1 wird.

Die Mandelbrot-Menge

Die Mandelbrot-Menge [Mandelbrot set] ergibt sich aus einer Verallgemeinerung der
logistischen Abbildung zu komplexen Zahlen. Zunéchst betrachten wir eine Transfor-
mation der Variablen

1 1
In den neuen Variablen y, lautet die logistische Gleichung:
Yni1 =y§+£(2—r) =2+ mit ¢ = 2(2—7"). (7.156)

Die Einschrinkung 0 < r < 4 bedeutet fiir die Konstante ¢: =2 < ¢ < }l. Die Be-
schranktheit der Folge {y —n} héngt nun von dem Wert von ¢ ab, aber man kann sich
leicht davon iiberzeugen, dass die Folge immer divergiert, sobald |y,| > 2.

Wir betrachten nun eine Verallgemeinerung dieser iterativen Gleichung zu kom-
plexen Zahlenwerten:

Zny1 =22 +c Zn,c € C (7.157)

und im Folgenden sei immer 2z, = 0. Ausgedriickt durch die reellen Real- und Ima-

ginérteile, z, = x,, + iy, und ¢ = a + ib, ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

o = (@ —y2)+a (7.158)

Yns1 = 2TYn+0, Zo,yo = 0. (7.159)

Die Mandelbrot-Menge ist definiert als die Menge aller Punkte ¢ = a + ib in
der komplexen Ebene, fiir welche die Folge {z,} beschrénkt bleibt. (Sie muss nicht
konvergieren!). Auf der reellen Achse (b = 0) erwarten wir nach den Uberlegungen zur
logistischen Abbildung, dass dies fiir Werte —2 < ¢ < % der Fall ist. In der komplexen
Ebene ergibt sich jedoch das schwarze Gebiet aus Abb. 7.6.

Die farbigen Zeichnungen oder Filme, die man im Internet findet, entstehen
meist dadurch, dass man fiir einen gegebenen Punkt ¢ = (a,b) die Anzahl N an Ite-

rationen z#&hlt, bis zu denen ein bestimmter Wert fiir |z,| (> 2, meist im Bereich von
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Im[c]
1

Re[c]

Abbildung 7.6: Die Mandelbrotmenge: Die schwarz eingezeichnete Punktemenge in
der komplexen Ebene bezeichnet die komplexen Werte fiir ¢, bei denen die Folge {z,}
mit 2,41 = 22 + ¢ und zg = 0 beschriinkt bleibt. Man beachte, dass es auch kleine
Gebiete gibt, die nicht mit dem sogenannten ,, Apfelmdnnchen* zusammenhéngen. (Aus
Wikipedia: Mandelbrot Set)

1000) iiberschritten ist. In Abhéngigkeit von N wéhlt man dann eine farbliche Kodie-
rung (oftmals werden die Farben fiir goere Werte von N immer heller, sodass sich ein
scharfer Kontrast zur Mandebrot-Menge ergibt). Wird N grofler als eine vorgegebene
Grenze (oftmals im Bereich von Millionen bis hin zu mehreren Milliarden, je nach
angestrebter Genauigkeit), wird die Folge als konvergent angenommen und der Punkt

entsprechend mit schwarz markiert.

7.5.4 Die Energieerhaltung

Das folgende Beispiel zeigt, wie eine Erhaltungsgriffe, also eine Funktion, die sich fiir
eine gegebene Losungskurve zeitlich nicht &ndert sondern konstant bleibt, zur Auffin-
dung der Losungen genutzt werden kann.

Viele Bewegungsgleichungen in der Physik haben folgende Form
mi(t) = —=VU(x(t)). (7.160)

Das gilt fiir alle Newton’schen Systeme, bei denen die Kraft ,,konservativ® ist und sich

als Gradient eines Potentials U(x) schreiben lésst. (Man beachte, dass = hier durchaus
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mehrkomponentig sein kann.) Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit der
Geschwindigkeit (im Sinne einer Skalarmultiplikation), folgt

mi(t) - @(t) = —VU(z(t)) - & . (7.161)

Fiir die rechte Seite der Gleichung gilt nach der Kettenregel

_VU(x(t)) - i = —w, (7.162)

und fiir die linke Seite gilt

mi(t) - i(t) = " (am(a'c(t))Q) : (7.163)

Insgesamt folgt somit

i (Gt + Utat)) =0 (7.164)
Die Grofie

o %maa(tf + U () (7.165)

dndert sich also nicht als Funktion der Zeit, sofern z(t) eine Losung der Differential-
gleichung ist. Diese Grofle E ist die Gesamtenergie (kinetische plus potentielle Energie)
des Systems.

Wir betrachten nun speziell eine einkomponentige Gleichung der Form:
= f(x), (7.166)

die zweite Ableitung einer Funktion ist also gleich einer (integrablen) Funktion f dieser
Funktion. Die Stammfunktion zu f sei F', sodass wir auch

i = F'() (7.167)

schreiben konnen. Die gleiche Argumentation wie vorher fithrt nun auf die Gleichung

d /1
— (z2(t)* = F(z(t))) =0 7.168
3 (3202 - Fa0) (7.168)
oder .

5:‘5@)2 — F(z(t)) = c, (7.169)
wobei ¢ eine beliebige Konstante sein kann (¢ ist eine Integrationskonstante, da wir es
aber mit einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zu tun haben, gibt es noch eine
zweite Integrationskonstante). Man bezeichnet ¢ auch haufig als erstes Integral [first

integral] der Differentialgleichung.
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Diese Gleichung kénnen wir nach #(t) auflosen:
z(t) = /2(c+ F(x(t)) (7.170)

und haben auf diese Weise eine Gleichung gewonnen, die sich mit der Methode der

Variablentrennung (s.o.) 16sen lasst:

z(t) 1

/ ——dz = (t — 1) . (7.171)
a(to) V/2(c + F(x))

Sofern das Integral auf der linken Seite 16sbar ist und sich das Ergebnis nach x(t)

auflosen ldsst, haben wir die Losung zu obiger Differentialgleichung gefunden. Die

zweite Integrationskonstante ist .
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Kapitel 8
Parametrisierte Raume

Im Folgenden betrachten wir Kurven, Flachen und allgemeiner Teilrdume im R™. Da-
zu zdéhlen auch die speziell fiir die Physik und Mathematik wichtigen Kegelschnitte.
Auflerdem behandeln wir allgemeinere Koordinatensysteme, die man als Reparame-
trisierungen des R™ auffassen kann. Das Kapitel ist eine Einfithrung in die Methoden
der Differentialgeometrie und dient als Vorbereitung fiir das néchste Kapitel, in dem
Integrale iiber Fldchen und Volumina behandelt werden. In Kap. 10 werden einige der
Konzepte zur Differentialgeometrie noch weiter vertieft.

Grofle Teile dieses Kapitels sind dem Skript ,,Einfiihrung in die Methoden der
Theoretischen Physik“ [6] entlehnt. Zum besseren Verstandnis (hoffentlich) verwende
ich in den folgenden Kapiteln meist den Vektorpfeil zur Kennzeichnung von Vektoren,

auch wenn es sich um Vektoren im R™ handelt.

8.1 Parametrisierte Wege im R"

Das Konzept eines parametrisierten Weges wurde schon kurz in Abschnitt 5.3.3 ein-
gefiihrt. Hier betrachten wir einige allgemeine Eigenschaften solcher Wege oder Bahn-

kurven.

8.1.1 Die Parametrisierung von Wegen

Ein parametrisierter Weg (oder, falls die Parametrisierung sich auf die Zeit bezieht,
eine parametrisierte Bahnkurve) ist eine Abbildung von einem Intervall in den R™:

v:ICR—R" telw—~(t)=2(t) e R". (8.1)

Eine physikalische oder mathematische Interpretation des Parameters ¢ besteht zu-
néchst nicht, obwohl dieser Parameter in der Physik hiufig die Rolle der Zeit spielt

(d.h., wir geben an, an welchem Raumpunkt Z(¢) sich ein Kérper zu einem bestimmten

191
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Zeitpunkt t befindet). In diesem Fall bezeichnet man den parametrisierten Weg auch
als Bahnkurve oder Trajektorie. In der Mathematik wihlt man fiir ¢ oft die sogenannte
Bogenldnge. Auf diese spezielle Parametrisierung kommen wir noch zu sprechen.
Bezieht man sich nur auf die Punktemenge, aus denen ein parametrisierter Weg
besteht, spricht man héufig einfach von einer Kurve. In diesem Sinne bezeichnet ein
Kreis eine Kurve, z.B. charakterisiert durch die Punktmenge, welche der Bedingung

2’ +y' =R’ (8.2)
geniigt, wohingegen die Darstellung
Z(t) = (Rcos2nt, Rsin 2t) te|0,1) (8.3)

einer parametrisierten Kreiskurve entspricht.
Eine andere Parametrisierung derselben Kurve entspricht anderen Funktionen
z;(t"). Dabei sollte sich ¢’ als bijektive Funktion von ¢ ausdriicken lassen.

Beispiel: Die Bahnkurve einer Helix im R? entlang der z-Achse lisst sich durch fol-
gende Abbildung beschreiben:

t — (x1(t), 22(t), z3(t)) = (rcoswt, rsinwt, at) . (8.4)

r, w und « sind feste Parameter zur Charakterisierung der Helix. So ist r der Radius
der Helix (in der Projektion auf die xy-Ebene), w legt den Parameterbereich T fest,
der einem Umlauf der Helix entspricht (T" = 27/w), und « charakterisiert (zusammen
mit w) die so genannte Ganghdhe h, um welche die Helix bei einem Umlauf zunimmt
(h = oT = 27 /w). Eine solche Bahnkurve ergibt sich beispielsweise fiir ein geladenes

Teilchen in einem konstanten Magnetfeld, das nur eine 3-Komponente hat.

Zur Notation: Im Folgenden bezeichne ich mit ¢ meist den Parameter ,,Zeit*“
und mit s die so genannte Bogenlange (siche G1.8.11).

8.1.2 Der Tangentialvektor - Die Geschwindigkeit

Die Ableitung eines Weges Z(t) nach dem Parameter ¢ liefert einen Tangentialvektor an
die Kurve am Punkte Z(¢). Handelt es sich bei dem Parameter ¢ um die physikalsiche
Zeit und bezeichnet Z(t) die Bahnkurve eines Teilchens, so ist dieser Tangentialvektor
der Geschwindigkeitsvektor des Teilchens:

3(t) = diff) i) (8.5)

bzw.

(W1 (8), vs(£), - v () = <dm5t(t), d‘”’“";t(t),..., dxgt(t)) — (i1(8), E2(t), s in (1)) . (3.6)
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Der Geschwindigkeitsvektor ist zu jedem Zeitpunkt tangential zur raumlichen Trajek-
torie. Da die Geschwindigkeit im Laufe der Zeit verschiedene Werte annehmen kann,
entspricht sie im mathematischen Sinne ebenfalls einer Bahnkurve bzw. Trajektorie,
allerdings nicht im gewohnlichen Ortsraum, sondern im Raum der Geschwindigkeiten.

Die Geschwindigkeit ist eine gerichtete Gréfle und daher ein Vektor. Es besteht
allerdings ein grundlegender Unterschied in der Interpretation des Vektors & zur Be-
schreibung des Orts eines Teilchens und ¢ zur Beschreibung seiner Geschwindigkeit. Es
gibt zunéchst keinen Grund, weshalb der physikalische Raum, in dem sich ein Teilchen
bewegt, ein Vektorraum sein sollte. Beispielsweise konnte sich das Teilchen auch auf
der Oberfliche einer Kugel oder einer allgemeinen Mannigfaltigkeit bewegen (wie es
beispielsweise in der allgemeinen Relativitétstheorie der Fall ist). Auf einer solchen
Mannigfaltigkeit muss (zumindest lokal, d.h. in der Umgebung von jedem Punkt) ein
Koordinatensystem definiert sein, das ganz allgemein einem Ausschnitt (einer offenen
Menge) des R™ entspricht. Doch das macht diese Mannigfaltigkeit noch nicht zu einem
Vektorraum. So ist meist weder eine Addition von Raumpunkten noch die Multipli-
kation eines Raumpunkts mit einer reellen Zahl definiert. Der R™ dient in diesem Fall
lediglich als Koordinatensystem zur Beschreibung der Raumpunkte.

Bei der Geschwindigkeit (bzw. bei einem Tangentialvektor) ist es jedoch anders:
Geschwindigkeiten kann man addieren und auch mit reellen Zahlen multiplizieren. Ge-
schwindigkeiten sind also Vektoren im eigentlichen Sinne. Bei einer allgemeinen Man-
nigfaltigkeit driickt sich das dadurch aus, dass die Geschwindigkeit nicht ein Element
der Mannigfaltigkeit selber ist, sondern zum Tangentialraum an einem bestimmten
Punkt der Mannigfaltigkeit gehort. Dieser Tangentialraum ist immer ein Vektorraum.

Allgemein ist der Betrag des Tangentialvektors

0(t)| = Vult) - 0(t). (8.7)

Fiir das Beispiel der Helix erhalten wir die Geschwindigkeit durch Ableitung von GI.
8.4 nach der Zeit:

—

U(t) = (—rwsinwt, rw coswt, a) . (8.8)

Fiir den Betrag der Geschwindigkeit folgt:

|0(t)| = Vr2w? sin wt + r2w? cos? wt + a2 = Vr2w? + a?. (8.9)

Der Betrag der Geschwindigkeit ist fiir die angegebene Parameterdarstellung (¢ ent-
spricht der Zeit) der Helix zeitlich konstant. Die Trajektorie wird also mit konstanter
Geschwindigkeit durchlaufen, allerdings éndert die Geschwindigkeit sténdig ihre Rich-
tung.

Bei einer Parametrisierungsanderung

t—t'=1(t)
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dandert sich der Betrag des Tangentialvektors, nicht aber seine Richtung:

dZ(t)  dE()  dE() dt
— _- 1
a  ar dt dt’ (8.10)

Durch eine geeigente Parametrisierung kann man daher erreichen, dass der Tangenti-

alvektor immer den Betrag 1 hat. Eine Parametrisierung Z(s) einer Kurve, sodass

dz(s)
ds

=1, (8.11)

bezeichnet man als Bogenldngenparametrisierung. Der Parameter s entspricht in die-
sem Fall der Bogenlédnge der Kurve, wie wir in Kap. 9.2 zeigen werden.

8.1.3 Die Beschleunigung

Die Beschleunigung eines Teilchens ist gleich der Ableitung der Geschwindigkeit nach
der Zeit (es folgen verschiedene Notationen fiir die Beschleunigung):

a(t) = dzgf) _ iy = 4 dft W _ (8.12)

bzw.

dt dt

Auch die Beschleunigung ist Element eines Vektorraums.

(a1(t), as(t), ... an(t)) = (d”(;;t), duoft) d”"(t)> | (8.13)

Fiir die Beschleunigung der Helix-Kurve erhalten wir:

2

a(t) = (—rw? coswt, —rw? sinwt, 0) . (8.14)

Die Beschleunigung hat in diesem Fall keine 3-Komponente, da die Bahnkurve in 3-
Richtung einer konstanten Bewegung entspricht. Der Betrag der Beschleunigung,

|G@(t)] = V/r?w cos? wt + r2whsin wt = rw?, (8.15)

ist bei der gegebenen Parametrisierung ebenfalls konstant.
Das Skalarprodukt von Geschwindigkeit und Beschleunigung ergibt fiir die He-
lix:

#(t) - @(t) = r’w’ sin wt coswt — r*w? coswt sinwt = 0. (8.16)

Weder die Geschwindigkeit noch die Beschleunigung verschwinden, daher bedeutet
dieses Ergebnis, dass die Beschleunigung zu jedem Zeitpunkt senkrecht zur Geschwin-
digkeit gerichtet ist. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass der Betrag der
Geschwindigkeit konstant ist. Generell gilt:

= 25(t) - (1), (8.17)
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und da bei konstantem Geschwindigkeitsbetrag die linke Seite verschwindet, muss auch
die rechte Seite null sein. Falls @ und ¢ selbst nicht null sind, miissen sie senkrecht
zueinander orientiert sein.

Bei der Bogenlidngenparametrisierung (d.h., |Z(s)’| = 1) sind Beschleunigung
und Tangentenvektor also immer senkrecht zueinander. In diesem Fall bezeichnet man
die Beschleunigung auch als Krimmungsvektor der Kurve im Punkte Z(s). Der Betrag

des Kriimmungsvektors ist die Krimmung,

d27(s)
= 8.18
w(s) = |52 (8.18)
und ihr reziproker Wert
1
= — 8.19
o) = (519

heifit Krimmungsradius der Kurve im Punkte Z(s). Fiir eine allgemeine Parametrisie-
rung Z(t) der Kurve gilt

_ V@) -a@) @) -a(t)) — () - a(t))?
K(t) = GOMOIE . (8.20)

Fiir unsere Helix erhalten wir als Kriitmmungsradius

r2w? + a?
p= . (8.21)

rw

Ohne Ganghohe (o = 0) finden wir das fir eine Kreisbahn zu erwartende Ergebnis:

p = r. Durch die Ganghthe wird der Kriimmungsradius der Helix etwas gréfer.

8.1.4 Das mitgefiihrte Dreibein

Kurven im R? besitzen im Allgemeinen (die Einschrinkungen werden gleich offensicht-
lich) in jedem ihrer Punkte ein durch die Geometrie ausgezeichnetes Koordinatensys-
tem, das man auch als mitgefiihrtes Dreibein bezeichnet. Dies kann beispielsweise ein
Beobachter, der sich entlang der Kurve bewegt, als Koordinatensystem verwenden.

Zwei geometrisch ausgezeichnete Vektoren einer Bahnkurve kennen wir bereits:
den Geschwindigkeitsvektor (allgemeiner Tangentialvektor) ¢(¢) und den Beschleuni-
gungsvektor @(t). Auch wenn beide Vektoren von der gewéhlten Parametrisierung der
Kurve abhéngen, ist die Ebene, die durch die beiden Vektoren aufgespannt wird, para-
metrisierungsunabhéngig. Auflerdem ist der Geschwindigkeitsvektor immer tangential
zu einer Kurve, seine Richtung ist also ebenfalls parametrisierungsunabhéangig. Di-
vidieren wir den Geschwindigkeitsvektor ¢ durch seinen Betrag, erhalten wir einen
Einheitsvektor

e(t) = : (8.22)
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der an jedem Punkt tangential zur Kurve ist. Dieser Vektor ist der erste Vektor unseres
Dreibeins. Notwendig (und hinreichend) fiir seine Existenz ist, dass der Geschwindig-
keitsvektor nicht null ist. Dies lasst sich durch eine geeignete Parametrisierung der
Kurve immer erreichen. In der Bogenldngenparametrisierung hat der Tangentialvek-
tor bereits den Betrag 1 und entspricht somit dem ersten Vektor des Dreibeins.

Fiir den Beschleunigungsvektor @(t) hingen sowohl der Betrag als auch die
Richtung von der Parametrisierung der Kurve ab. Wir kénnen jedoch den Beschleu-
nigungsvektor immer in einen Anteil parallel zur Tangente, @), und einen Anteil senk-
recht zur Tangente, @, aufspalten. Die Komponente parallel zur Tangente erhalten
wir durch das Skalarprodukt mit €, und es gilt:

7. (8.23)

Diese Komponente beschreibt die Anderung des Betrags der Geschwindigkeit. Ist die
Geschwindigkeit konstant, steht @ senkrecht auf v und dieser Anteil verschwindet.
Den senkrechten Anteil der Beschleunigung erhalten wir, indem wir den paral-

lelen Anteil von @ subtrahieren:

i =G =d-

V= —

o] |02

(@ @) 1 (w_g)g_ (5@)5), (8.24)

Dieser Anteil beschreibt das Maf§ der Richtungsénderung der Kurve. Als zweiten Vek-

tor unseres Dreibeins wihlen wir den Einheitsvektor, der in die Richtung von @ zeigt:

E.(t) = . (8.25)

Diesen Vektor bezeichnet man auch als Hauptnormalenvektor. In der Bogenlédngen-

parametrisierung ist

7 (5) = ).
e.(s) = a6 (8.26)

Damit €,(t) eindeutig gegeben ist, muss die Kurve in dem Punkt #(¢) ihre Richtung
dndern. Fiir eine Gerade (bzw. Ausschnitte einer Geraden) ist dieser Vektor nicht mehr
eindeutig definierbar.
Die von den beiden Vektoren €,(t) und €,(t) (bzw. dquivalent ¢(¢) und a@(t))
aufgespannte Ebene bezeichnet man als Schmiegeebene an die Kurve im Punkte Z(t).
Als dritten Vektor des ausgezeichneten Dreibeins wéhlen wir einen Einheitsvek-
tor, der senkrecht auf ¥(¢) und senkrecht auf @(¢) steht. Diesen erhalten wir aus dem

Kreuzprodukt:

é’n(t) = étu(t) X e_»a(t) = % .

Man bezeichnet é,(t) auch als Binormalenvektor der Kurve im Punkte Z(t).

(8.27)
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Die drei Vektoren (€,(t), €,(t), €,(t)) (Tangentenvektor, Hauptnormalenvektor,
Binormalenvektor) bilden zu jedem Zeitpunkt ¢ ein kartesisches Koordinantensystem
(es handelt sich um drei Einheitsvektoren, die jeweils senkrecht aufeinander stehen),

das durch die Richtung und die Kriimmung der Kurve ausgezeichnet ist.

8.2 Flachen

Eine Abbildung von einem Ausschnitt des R? (beispielsweise einem Rechteck oder einer
Kreisfliche) in den R beschreibt eine Fldche (dhnlich wie eine Kurve einer Abbildung
von einem Ausschnitt des R in den R” entspricht). Sei U C R? ein Parametergebiet,
beschrieben durch Koordinanten (u,v), so ist eine Fliche im R™ gegeben durch:

(u,v) € U C R* — #(u,v) € R, (8.28)
bzw. ausgedriickt in Koordinaten:
(U,'U) = (II(U,U),ZE2(U,U),...,$n<u,U>). (829)

Diese Beschreibung einer Fléche bezeichnet man wiederum als eine Parameterdarstel-
lung der Flache.
Als Beispiel betrachten wir die Kugeloberfliche im R?. Eine Kugel lisst sich
durch die Bedingung
(1) + (22)* + (23)* = R (8.30)

charakterisieren. Eine solche Beschreibung einer Flédche bezeichnet man als implizite
Beschreibung. Wir gehen in Abschnitt 8.4 noch genauer auf implizite Beschreibungen
ein.

Diese Bedingung kénnen wir nach jeder der Koordinaten auflosen, beispielsweise

nach x3:

T3 = +/R? — (21)? — (22)2. (8.31)

Wir wahlen nun x; und x5 als unabhéngige Parameter, setzen also 1 = v und x5 = v,
und erhalten:

ri(u,v) =u  wo(u,v) =v x3(u,v) = VR —u?—0v?. (8.32)

Das positive Vorzeichen beschreibt die ,nérdliche Halbkugel, das negative Vorzeichen
die siidliche. Die Parameter (u, v) sind durch die Bedingung u*+v* < R? eingeschrinkt.
Das Parametergebiet im R? ist also eine (offene) Kreisscheibe. Allerdings werden die
Punkte am Aquator durch diese Darstellung nicht beschrieben.

Wir konnen eine Kugeloberflache aber auch durch zwei Winkel charakterisieren.

Dazu iiberzeugen wir uns zuniichst, dass sich jeder Vektor # = (x,x9,73) im R?
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durch seinen Abstand r vom Nullpunkt, dem Winkel 6 zur z-Achse und den Winkel ¢
zwischen der Projektion auf die xy-Ebene und der z-Achse beschreiben lésst:

(21,29, x3) = (rcospsinb, rsinpsinb, rcos). (8.33)

Es handelt sich hierbei um eine andere Beschreibung der Punkte des R3. Solche Ko-
ordinatentransformationen werden uns in Abschnitt 8.6 noch beschéftigen. Im vorlie-
genden Fall geniigt es, dass die Kugeloberfliche durch konstantes r gekennzeichnet ist.
Wir erhalten daher fiir die Beschreibung der Kugeloberfliche:

(p,0) = (21(p,0), 22(p,0), 23(p,0)) = (rcosesinb, rsinpsind, rcosf).  (8.34)

Fiir die Parameter gilt ¢ € [0, 27) und 6 € [0, 7]. Das Parametergebiet ist in diesem Fall
ein Rechteck. Ganz anschaulich entspricht ¢ dem Léngengrad auf der Erdoberfliche
(aufgefasst als Kugelfliche) und 6 dem Breitengrad (allerdings mit dem Wert 7 am
Aquator).

Damit es sich allgemein um eine reguldre Fliche handelt, verlangen wir nicht
nur, dass die Funktionen z;(u,v) stetig und hinreichend oft differenzierbar sind, son-
dern wir verlangen auch, dass die Parametrisierung der Flédche in folgendem Sinne
nicht entartet ist: An jedem beliebigen Punkt Z(ug,vg) auf der Flidche sollen sich die
Kurven Z(u,vg) (aufgefasst als Kurve mit Kurvenparameter u) und Z(ug, v) (Kurven-
parameter v) unter einem nicht-verschwindenden Winkel schneiden. Konkret bedeutet
dies: Die beiden Tangentialvektoren

> 0Z(u,v) > 0Z(ug,v)
Ju= “ou | und  f, = o | (8.35)
u=ug V=v0
sollen jeweils von null verschieden und linear unabhéngig sein.
Im R3 sind diese beiden Bedingungen genau dann erfiillt, wenn
> > = O ox
Fa(usw) = o x f, = 28w | 0T ) (8.36)

ou ov

fiir alle Werte (u,v) € U von null verschieden ist. f,(u,v) ist ein Vektor, der senk-
recht auf der Flache am Punkte Z(u, v) steht. Diesen Vektor bezeichnet man auch als
Normalvektor.

Am Beispiel der Kugeloberfliche in der Parametrisierung von Gl. 8.32 erkennt
man, dass diese Bedingungen fiir alle (u,v) erfiillt sind, fiir die u? + v < R?. Wenn
wir Punkte auf dem Aquator der Kugeloberfliche beschreiben wollen, sollten wir nicht
nach 3 auflésen, sondern eher nach z; oder x5. Auch bei der zweiten Parametrisierung
der Kugeloberflache (Gl. 8.34) gibt es ,,singulire Stellen: # = 0 und # = 7. Man spricht
in solchen Fillen auch von Koordinatensingularititen: Die beschriebene Flédche selbst
ist an diesen Stellen vollkommen reguldr, aber das Koordinatensystem ist an diesen
Stellen nicht mehr definiert.
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Da die Parametrisierung der Fléche nicht entartet sein soll, konnen wir den
Normalvektor auch durch seinen Betrag dividieren und erhalten den auf 1 normierten

O(u,v) 0 (u,v)
( )

Normalvektor:

ou ov
0% (u,v) " 0% (u,v)
ou ov

(8.37)

n(u,v) =

8.3 Parameterdarstellung d-dimensionaler Riume
im R”

Die Konzepte der vergangenen Abschnitte kénnen wir folgendermaflen verallgemei-
nern: ein d-dimensionaler Raum, eingebettet im R™ (zunichst verlangen wir noch
d < n, spater betrachten wir auch den Fall d = n), besitzt folgende Parameterdarstel-
lung:

(g, Ugy ooy Ug) — T(Up, Uy ..y Ug) (8.38)

wobei jede Komponente x; (i = 1,...,n) eine (stetige und geniigend oft differenzier-
bare) Funktion der Parameter {u,} (o = 1,...,d) ist. Jeder Punkt p auf diesem d-
dimensionalen Raum soll eindeutig durch seine Koordinaten {u,} mit Z(uy, ..., uq) ~ p
bestimmt sein. Statt von einem d-dimensionalen Raum spricht man auch manchmal
von einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit. (Mannigfaltigkeiten lassen sich auch all-
gemeiner definieren, ohne dass man auf die Einbettung der Mannigfaltigkeit in einen
R™ Bezug nehmen muss. Das soll hier aber nicht geschehen.)

Zu jeder der Komponenten u,, konnen wir die Kurve 7, >~ #(u,) betrachten, die
man erhélt, wenn man alle anderen Komponenten {ug}, f # « festhélt. Durch jeden
Punkt des d-dimensionalen Raumes (festgelegt durch die Koordinaten {u,}, wobei
dieser Punkt nicht zu einer Koordinatensingularitéit gehoren soll) finden wir daher d
ausgezeichnete Kurven, die sich in diesem Punkt schneiden. Zu jeder dieser Kurven

konnen wir den Tangentialvektor berechnen:

> 0T (U, ..., Ug)

falu, ... ,uq) = — (8.39)

Dieser Tangentialvektor ist natiirlich eine Funktion der Koordinaten des Punktes, bei
dem der Tangentialvektor berechnet wird. Wenn der Punkt p, der im R™ durch den
Vektor Z'(u',...,u?) dargestellt wird, nicht zu einer Koordinatensingularitit gehort,
sind die d Tangentialvektoren fa(p) alle von null verschieden und linear unabhéngig.
Sie spannen somit einen d-dimensionalen Vektorraum auf, den so genannten Tangen-
tialraum an die Mannigfaltigkeit im Punkte p.

Man sollte an dieser Stelle beachten, dass der Tangentialraum im Allgemeinen

kein linearer Teilraum des R™ im iiblichen Sinne ist. Das wére nur der Fall, wenn der
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Punkt p gerade dem Nullpunkt des R™ entspricht. Man kann einen Tangentialraum
im obigen Sinne als einen affinen Teilraum des R™ auffassen, bei dem der Nullpunkt
entsprechend verschoben ist. Besser ist es jedoch, den Tangentialraum iiberhaupt nicht
als Teilraum des R™ zu interpretieren, sondern einfach als einen d-dimensionalen Vek-
torraum, der sich fiir jeden Punkt p einer Mannigfaltigkeit definieren l&sst.

8.4 Charakterisierung durch Bedingungen — Impli-

zite Funktionen

Oftmals ist es nicht leicht, eine geeignete Parameterdarstellung einer Fléche zu finden.
Insbesondere ist es fiir viele Flachen iiberhaupt nicht méglich, sie durch eine Abbildung
der im letzten Abschnitt genannten Art iiberall und frei von Singularitdten oder Ent-
artungen der Parametrisierung zu definieren. Die Kugeloberfliche ist dafiir ein gutes
Beispiel.

Statt einer Parametrisierung ist es manchmal einfacher, eine Fliche durch eine
geeignete Bedingung zu beschreiben. Im R3 lisst sich eine solche Bedingung héufig in
der Form

f(z1,29,23) =0 (8.40)

schreiben. Fiir die Kugeloberfliche im R3 gilt beispielsweise
fw1, 29, w3) = (21)° + (22)* + (23)° — R?, (8.41)

was auf die Gleichung
(21)* + (22)* + (23)* = R. (8.42)

fiihrt.

Es erhebt sich nun die Frage, unter welchen Bedingungen sich eine Gleichung
der Form f(z1,xq,23) = 0 beispielsweise nach x3 auflosen ldsst, sodass wir die Fliache
auch durch u; = x; und uy = x5 charakterisieren konnen: (u, ug, 3(uy, uz)). In diesem
Fall wird die Fldche also durch eine ,,Hohenfunktion“ x3(uq, us) beschrieben.

Der Satz zu impliziten Funktionen (den wir gleich noch allgemeiner formulie-
ren werden) besagt, dass dies bei allen Punkten (z1,z9,x3) moglich ist, bei denen

M%’—W # 0 ist. Betrachten wir dazu nochmals das Beispiel der Kugeloberfliche:

Of (x1,%2,23)
Ox3

Punkte auf dem ,, Aquator® der Kugel. Tatséchlich ist in der unmittelbaren Umgebung

Die Bedingung = 0 fithrt auf die Gleichung z3 = 0. Das sind gerade die

dieser Punkte x3 keine eindeutige Funktion mehr von den Koordinaten z; und .
Allgemein bedeutet die Bedingung f(x1,xs, 23) = 0, dass die Fliche durch eine

Aquipotentialfliiche von f beschrieben wird. df/0x3 = 0 bedeutet, dass der Gradient

an die entsprechende Aquipotentialfliche (und damit der Normalvektor zur Fliche
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selbst) senkrecht zur z3-Koordinate steht. Damit kann aber die Fliche an dieser Stelle
nicht mehr durch die z;1- und x9-Koordinaten beschrieben werden. Anders ausgedriickt:
An solchen Stellen hat die Hohenfunktion z3(xq,x9) die Steigung unendlich.

Ist in einem Gebiet 0f /0x3 # 0, kann man die Bedingung f(z1, x2, z3) = 0 nach
der Koordinate 3 aufldsen und die Fliche in der Form (u,v, f(u,v)) beschreiben. In
den Bereichen, in denen die partielle Ableitung verschwindet, bricht diese Darstellung
zusammen. Dort lésst sich die Gleichung aber meist nach einer anderen Koordinate
auflosen.

Ganz allgemein beschreiben die Parameter (ob dies bestimmte Koordinaten
sind, die man durch Auflosung der restlichen Koordinaten nach diesen Koordinaten
erhalten hat, oder auch andere Parameter) eine sogenannte Karte. Wenn es fiir jeden
Punkt der Fliche eine geeignete Karte gibt, sodass die Flache in der Umgebung dieses
Punktes frei von Koordinatensingularitdten beschrieben werden kann, so bezeichnet
man die Menge dieser Karten auch als einen Atlas. Aus der Beschreibung der Kugel-
oberflache durch Gl. (8.42) lassen sich beispielsweise sechs besondere Karten finden,
und jeder Punkt der Kugeloberfliche liegt in mindestens einer dieser Karten. Diese
sechs Karten erhélt man, indem man Gl. (8.42) nach jeweils einer der Koordinaten z;
(¢ = 1,2,3) auflost und dann noch die beiden Vorzeichen der Wurzel beriicksichtigt.
Jede der Karten beschreibt eine Halbkugel.

Auch Kurven bzw. Wege lassen sich durch Bedingungen beschreiben. Beispiels-
weise erhilt man im Allgemeinen eindimensionale Linien, wenn man zwei Fldchen
schneidet, also zwei Bedingungen an die Koordinaten stellt:

fl(l’l, $2,ZE3) = 0 fg(l’l, (L’g,[Eg) = 0 . (843)

Zu einer Parameterdarstellung gelangt man in diesem Fall, indem man beide Bedin-

gungen nach einem Parameter, beispielsweise nach ¢t = x; auflost:

A(t) = (6, 2s(t), 2s(2)) (8.44)

Ganz allgemein beantwortet der Satz zu impliziten Funktionen die Frage, wann sich
eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™ durch beispielsweise die ersten d

Koordinaten beschreiben lasst:

Satz zu impliziten Funktionen: Es seien f; : U C R* — R (mit i = 1,...,n — d)
jeweils einmal stetig ableitbare Funktionen iiber einem Teilgebiet des R™. Weiterhin
sei g € R ein Punkt, der den Bedingungen f;(zo) =0 (i = 1,...,n — d) geniigt. Falls
an der Stelle zy die Determinante

‘8fi(951, ey )

i=d+1,d+2, .. 8.45
s J +1,d+2,..,n (8.45)
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nicht verschwindet, dann gibt es eine Umgebung U, von x(, sodass sich die Bedingun-
gen fi(xq,...,x,) =0 zu z; = xj(xq, ..., x4) auflosen lassen, und

T = (U1, .. Ug, Tar1 (UL, ey Ug)y oo T (U .y Ug)) (8.46)

eine lokale Parametrisierung der d-dimensionalen Untermannigfaltigkeit in der Umge-
bung von zy € U, darstellt.

Ein Beispiel bilden auch die im néchsten Abschnitt behandelten Kegelschnitte:
Hierbei wird ein Doppelkegel mit einer Ebene geschnitten (es geht also um die Schnitt-
menge von zwei Flachen und somit um spezielle Kurven, die sich alle als Kurven in

einer Ebene darstellen lassen).

8.5 Kegelschnitte

Gleichsam als Anwendung einiger der in diesem Kapitel eingefiithrten Konzepte wol-
len wir eine wichtige Klasse von Kurven betrachten, die man als Kegelschnitte [conal
sections] bezeichnet. Diese Kurven erhélt man als Schnittkurven aus der Mantelfléche
eines Doppelkegels im R? mit einer Ebene. Neben den Ellipsen und Hyperbeln erhélt
man als Grenzfille noch Kreise und Parabeln (sowie streng genommen noch einzel-
ne Punkte sowie sich schneidende Geraden). Alle diese Kurven kénnen beispielsweise
bei der Bewegung eines Korpers im Gravitationsfeld eines anderen Kérpers (das so
genannte Kepler-Problem) auftreten.
Ein Doppelkegel (der Einfachheit halber mit Steigung 1) ldsst sich durch fol-
gende Bedingung beschreiben:
oyt =2, (8.47)

bzw. in der Parameterdarstellung:
r(u,v) =u ylu,v)=v z(u,v) =tvVu?+v2. (8.48)

(Wir verwenden hier die Komponentenschreibweise (x,y, z) statt (z1,xs,z3), da die

Indexschreibweise in konkreten Formeln manchmal verwirrend sein kann.) Eine voll-

kommen andere aber dquivalente Parameterdarstellung wire die folgende (r > 0, 0 <

© < 2m):

x(r,p) =rcosp y(r,p)=rsing z(r,¢)=r. (8.49)

Eine beliebige Ebene durch den Nullpunkt kénnen wir durch folgende Gleichung
beschreiben:

a-¥=0 bzw. a1 + asy +azz =0, (8.50)

wobei @ ein beliebiger (von Null verschiedener) Vektor ist. Die durch obige Gleichung

beschriebene Ebene besteht aus allen Vektoren, die auf @ senkrecht stehen. Soll die
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Ebene nicht durch den Nullpunkt sondern durch den Punkt b= (b1, by, b3) verlaufen,
folgt:

-

@-(f—b)=0  bzw. a-T=a-b. (8.51)
Als allgemeine Darstellung einer Ebene erhalten wir somit:
a1 + ay +azz =b. (8.52)

Diese Gleichung ist noch iiberbestimmt. Sie enthélt vier freie Parameter, zur Charakterisierung einer
allgemeinen Ebene sind jedoch nur drei Parameter notwendig. Fiir b # 0 kénnen wir obige Gleichung
noch durch b dividieren und finden, dass eine allgemeine Ebene sogar durch die Bedingung

alx+aby +ahz =1 (8.53)

beschrieben wird. Ist b = 0, geht die Ebene also durch den Nullpunkt, kénnen wir durch ein nicht-

verschwindendes a; dividieren, d.h., einen der Koeffizienten vor x,y oder z normieren.

Wir betrachten zunéchst den Fall az # 0 (das bedeutet, die Ebene liegt nicht
parallel zur 3-Achse); dann kénnen wir fiir die Ebene auch schreiben

z=air+ay+b. (8.54)
Ohne Einschriankung der Allgemeinheit setzen wir noch as = 0 und schreiben a; = a:
z=ax+Db. (8.55)

Die Ebene ist in diesem Fall parallel zur 2-Achse. Dies bedeutet keine Einschrankung,
da das Problem ohnehin symmetrisch unter Drehungen um die 3-Achse ist.
Einsetzen in die Kegelgleichung (8.47) liefert:

2 +y* = (ax +b)?, (8.56)

bzw.
(1 —a?)z* — 2abx + 3> = b*. (8.57)

Wir haben immer noch zwei Bestimmungsgleichungen: Gleichung 8.55 erlaubt es uns, die Koordinate
z durch z auszudriicken, und Gleichung 8.57 erlaubt es uns, y durch = auszudriicken. Wir erhalten
also eine Kurve im R3, wobei wir = als Kurvenparameter verwenden. Die Parameterdarstellung (t)
dieser Kurve wére somit:

z(t) =t y(t) =102 — (1 —a)t242abt =z(t) =at+b. (8.58)

Im Folgenden betrachten wir nur die Projektionen dieser Kurve auf die 1-2-Ebene. An den qualitati-

ven Eigenschaften der Losungen dndert sich dadurch nichts.

Allgemein kénnen wir folgende Fille unterscheiden:
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1. Kreise:
Der Spezialfall a = 0 (waagerechte Ebene) fiihrt auf die Gleichung

oyt =0, (8.59)

Dies ist die Kreisgleichung. Fiir b = 0 erhalten wir als Losung nur den Punkt
(0,0,0).

2. FEllipsen:
Die Bedingung a? < 1 fiihrt auf eine Gleichung der Form (o > 0):

alz =)’ +y* =P, (8.60)
Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit Zentrum (v, 0).

3. Parabeln:
Fiir a? = 1 erhalten wir:
y? = b 4+ 2bx . (8.61)

Dies ist die Gleichung einer Parabel.
4. Hyperbeln: Fiir a*> > 1 folgt eine Gleichung der Form (o > 0):
—a(z =) +yP =52, (8.62)
Dies entspricht einer Hyperbelgleichung.

Wir miissen uns nun noch iiberlegen, welche Gleichung wir fiir a3 = ay = 0
erhalten. In diesem Fall lautet die Gleichung fiir die Ebene

ar =b (8.63)
Einsetzen in die Kegelgleichung 8.47 liefert:

2
— 4y =2 oder 22—yt=~r2. (8.64)
a

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, die sich asymptotisch den Geraden z = £y

anndhert. Fiir b = 0 erhalten wir diese beiden sich schneidenden Geraden als Lésung.

8.6 Koordinatensysteme

Wir haben schon mehrfach erwihnt, dass man die Punkte des R? oder R? nicht nur
als Vektoren auffassen kann, die sich beziiglich einer Basis des Vektorraums in Kom-

ponenten zerlegen lassen, sondern dass man sie auch allgemeiner durch Koordinaten
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beschreiben kann, die mit der Eigenschaft des R? bzw. R? als Vektorraum nichts mehr
zu tun haben. Beispielsweise ldsst sich die Summe zweier Vektoren im Allgemeinen
auch nicht mehr als einfache Summe dieser Koordinaten ausdriicken. Auflerdem ist
der Parameterbereich dieser Koordinaten (der Wertebereich, den diese Koordinaten
zur eindeutigen Beschreibung von Punkten annehmen kénnen) nicht immer gleich
dem R? bzw. R3, sondern nur gleich einer Teilmenge.

Strenggenommen fasst man den R? bzw. R? in diesem Fall nicht mehr als Vek-
torraum auf, sondern als so genannte Mannigfaltigkeit. Das macht sich oft auch daran
bemerkbar, dass die allgemeinen Koordinaten fiir bestimmte Punkte nicht mehr ein-
deutig sind oder singulér werden. Wir betrachten zunéchst einige bekannte Beispiele
fiir Koordinaten im R? und R3

8.6.1 Polarkoordinaten im R2

In zwei Dimensionen kénnen wir einen Punkt durch seinen Abstand r» vom Nullpunkt
und den Winkel ¢ zwischen der Verbindungslinie zum Nullpunkt und der z-Achse
beschreiben. Das fiihrt auf die Darstellung eines Punktes in so genannten Polarkoor-

dinaten:

(x1,22) ~ (rcose, rsiny). (8.65)

Die Komponenten {z;} lassen sich somit durch r und ¢ ausdriicken:
1 = 1rCcosp To =rsing. (8.66)

Diese Bedingungen sind umkehrbar, d.h., 7 und ¢ lassen sich durch z! und z? aus-
driicken:

r=/(21)?+ (22)? ¢ = arctan 2 (8.67)
T

Der Nullpunkt (0, 0) ist ein singuldrer Punkt der Polarkoordinaten, da in diesem Punkt
¢ nicht eindeutig durch x; gegeben ist. Streng genommen gelten die Polarkoordinaten
also nur fiir den R? ohne den Punkt {(0,0)}.

Die Koordinaten (r,¢) nehmen folgende Werte an: » > 0 und ¢ € [0, 27). Der
Parameterbereich U € R? der Koordinaten ist also ein Streifen (Breite 27) oberhalb

der positiven reellen Achse.

8.6.2 Zylinderkoordinaten im R3

Ubertragen wir die Polarkoordinaten des R? auf den R3, erhalten wir Zylinderkoordi-

naten:

(1,29, 23) =~ (rcosp, rsing, z). (8.68)
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Die alten Koordinaten x; lassen sich also durch die neuen Koordinaten ausdriicken:
Ty =7rcosy xy=rsing I3=2, (8.69)
ebenso lassen sich die neuen Koordinaten durch die alten Koordinaten ausdriicken:

r=+/(r1)?+ (22)? ¢ = arctan L T3. (8.70)
T

Die Zylinderkoordinaten sind eindeutig sofern r # 0, also auler auf der z-Achse, wo
der Winkel ¢ nicht festliegt.

Der Parameterbereich fiir  und ¢ ist gleich ihrem Bereich fiir Polarkoordinaten,
z kann beliebige reelle Werte annehmen.

8.6.3 Kugelkoordinaten

Wie schon mehrfach erwiihnt, lisst sich ein Punkt im R3 auch durch seinen Abstand
r vom Ursprung sowie zwei Winkel charakterisieren. Der Winkel 6 entspricht dem
Winkel zwischen der Verbindungslinie des Punkts zum Ursprung und der z-Achse, und
der Winkel ¢ entspricht dem Winkel zwischen der Projektion dieser Verbindungslinie
auf die xy-Ebene und der z-Achse. Dann gilt:

(1,9, 23) ~ (rcosesinf, rsingsing, rcosf). (8.71)

Auch diese Beziehungen lassen sich umkehren:

(8.72)

2 2
r= (@) + (@2 + (23)° ¢ =arctan— = arctan (1) + (22)*
T T3

Beide Winkel sind fiir » = 0 nicht definiert. Aulerdem ist ¢ nicht definiert fiir 6 = 0
und # = 7. Damit sind Kugelkoordinaten auf der gesammten z-Achse nicht wohl
definiert.

Die Definitionsbereiche fiir die Parameter sind: > 0, ¢ € [0,27) und 6 € [0, 7).

8.6.4 Allgemeine Koordinatentransformationen

Eine Koordinatentransformation auf dem R" ist eine Abbildung U C R™ — R" derart,
dass sich jeder Punkt p ~ # € R™ durch die Koordinaten (u,us, ..., u,) ausdriicken
lasst. Es gilt somit:

T (21, @, ooy ) 2 (1 (U, Uy ooy U ), To(Un, Uy ey U ) ooy Ty (U, Uy oy Uy)) - (8.73)
Jede Komponente z; ist also eine Funktion der Koordinaten {u;}:

T = xi(Up, Uy ovy Up,) - (8.74)
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Umgekehrt soll sich auch jede Koordinate u; als Funktion der {z;} schreiben lassen:
w; = (T, T, ooy Ty) (8.75)

Eine Koordinatentransformation soll also bijektiv sein und daher eine eindeutige in-
verse Abbildung besitzen. Punkte, an denen dies nicht moglich ist, bezeichnet man
als singulidre Punkte der Koordinatentransformation. In vielen Féllen wird man nur
einen bestimmten Ausschnitt des R™ (beispielsweise den R™ ohne gewisse Punkte, Li-
nien oder Flidchen) durch die neuen Koordinaten eindeutig ausdriicken kénnen. Die
folgenden Uberlegungen gelten immer nur fiir regulire Punkte p, in deren Umgebung
das Koordinatensystem frei von Singularitdten ist.

In jedem regulédren Punkt p € R™ schneiden sich n Kurven ~;, die man erhélt,
indem man die Koordinaten {u;} (j # ¢) festhélt und #(u;) nur noch als Funktion
des einen Parameters u; auffasst. Zu jeder dieser Kurven kénnen wir im Punkte p den

Tangentialvektor bilden: o )

> Z(Up, .oy Up

filp) = on (8.76)
In reguldren Punkten p sind diese n Vektoren von null verschieden und linear un-
abhingig. Sie spannen also einen n-dimensionalen Vektorraum auf. Nach den Uberle-
gungen der vorherigen Abschnitte handelt es sich bei diesem Vektorraum strenggenom-
men um den Tangentialraum im Punkte p. Es ist der ,Raum der Geschwindigkeiten®,
mit denen der Punkt p durchlaufen werden kann.

Wir verwenden in der Newton’schen Mechanik gerne den Raum R™ als den
Raum der méglichen Lagen von Punkten. Dabei haben wir willkiirlich einen Ursprung
(der dem Nullvektor entspricht) festgelegt. Einen flachen Raum ohne Auszeichnung
eines Nullpunkts bezeichnet man als affinen euklidischen Raum.

Dieser ist natiirlich verschieden von dem Vektorraum R”, der an jedem Punkt
p als Tangentialraum (Raum der Geschwindigkeiten) konstruiert werden kann. Auch
wenn eine Identifikation oft vorgenommen wird, sollte man sich der Unterscheidung
bewusst sein. Die Physik ist in diesem Fall iibrigens ,,genauer® als die Mathematik:
Wihrend die Koordinaten von Raumpunkten meist die Dimension einer Lange haben,
haben Geschwindigkeiten die Dimension [Lénge/Zeit]. Die beiden Konzepte werden

daher deutlicher unterschieden.
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Kapitel 9
Mehrfachintegrale

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Integralen iiber Kurven, Flédchen und all-
gemeinen Rdumen. Ziel sind die Integralsitze von Stokes und Gaufl. Streng genommen
ist hierzu in der Analysis eine Einfithrung in die Mafitheorie notwendig, die ich jedoch
auf ein Minimum reduzieren werde. Infinitesimale Flachen- und Volumenelemente las-
sen sich auch aus einer gewissen Anschauung heraus erkldaren, und die teilweise sehr
aufwendigen mathematischen Sétze in diesem Zusammenhang konnen wir hier ohne-
hin nicht beweisen. Trotzdem sollen im ersten Abschnitt einige Grundlagen behandelt
werden, insbesondere auch, weil im Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitstheorie
solche Konzepte von Relevanz werden.

9.1 Elementare Einfiihrung in die Maf3theorie

9.1.1 Messbare Mengen — o-Algebren

Bei der Definition des Integrals haben wir einem Intervall [a,b] (b > a) ein Mafs
[measure] zugeordnet, ndmlich seine Lénge: A([a,b]) = b — a. Dieses Konzept soll im
Folgenden auf mehrdimensionale Rdume verallgemeinert werden. Die erste Frage, die
sich dabei ergibt, ist, welchen Mengen man iiberhaupt ein Mafl zuschreiben kann. Viele
der Erorterungen aus diesem Abschnitt stammen aus [14].

Wir kénnen im Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitstheorie die Proble-
matik verdeutlichen: Gegeben sei eine Dartscheibe und wir fragen nach der Wahr-
scheinlichkeit, ein bestimmtes Gebiet auf der Dartscheibe zu treffen. (Wir gehen von
einem ungeiibten Dartspieler aus, der zwar die Scheibe immer trifft, ansonsten aber
gleichverteilt wirft). Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten (mathematischen) Punkt
(x,y) zu treffen, muss gleich null sein, denn andernfalls wére die Wahrscheinlichkeit,
irgendeinen der iiberabzéhlbar vielen Punkte der Dartscheibe zu treffen, unendlich.

Aber ist es sinnvoll, jeder beliebigen Teilmenge der Dartscheibe eine Wahrscheinlich-

209
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keit zuzuschreiben, diese Menge ,,zu treffen“?

Es zeigt sich, dass es Mengen gibt, denen man kein Maf zuschreiben kann (auch
nicht das Mafl null). Ein Beispiel ist die Menge der Aquivalenzklassen von reellen
Zahlen modulo rationalen Zahlen (zwei reelle Zahlen sind in diesem Fall dquivalent,
wenn ihre Differenz eine rationale Zahl ist). Um solche Mengen ausschlieBen zu konnen,
definiert man zunéchst die ,Menge der messbaren Mengen“.

Zur Definition von Mengen, denen man sinnvollerweise ein Maf3 zuschreiben
kann (eventuell natiirlich auch das Mafl 0 oder auch das Mafl oo), definieren wir

zunéchst eine sogenannte o-Algebra (gesprochen ,,Sigma-Algebra®).

Definition: Eine o-Algebra einer Menge €2 ist eine Menge Y von Teilmengen aus €2
(also X C P(Q2)), sodass folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Die leere Menge ist Element von 3: () € X.

2. Zu jedem Element A € ¥ ist auch das Komplement von A (als Teilmenge von
) Element von : Ae ¥ = (Q—A) e X.

3. Sei (A, )nen eine abzihlbare (bzw. abzdhlbar unendliche) Folge von Elementen
aus 2, dann ist auch deren Vereinigung in >::

A, ey = (G An> €. (9.1)

Aus diesen Axiomen folgt sofort, dass auch die Menge 2 selbst ein Element von
Y ist: Q € ¥. Von je zwei Elementen A, B € ¥ ist auch deren Durchschnitt in 3, da
der Durchschnitt gleich dem Komplement der Vereinigung der Komplemente von A
und Bist: ANB =Q—(2—A)U(Q2— B). Dasselbe gilt fiir jede abzéhlbar unendliche
Schnittmenge von Elementen aus X: Sei (B,)nen eine abzidhlbar (unendliche) Folge
von Elementen aus Y, dann ist auch (A,)eny mit A, = (2 — B,) eine abzihlbar
(unendliche) Folge von Elementen aus 3, deren Vereinigung ist ebenfalls in 3, und
das Komplement dieser Vereinigung ist die Schnittmenge der (B,,). Und natiirlich sind
auch Komplemente von zwei Elementen A und B, z.B. A — B, wieder in X.

Dadurch, dass auch Komplemente eines Elements von > wieder in ¥ sind, sind
o-Algebren allgemeiner als Topologien, obwohl die beiden Definitionen (vlg. 3.7) sehr
ahnlich sind. Falls © auch ein topologischer Raum ist (beispielsweise R™ oder jeder
metrische Raum), bezeichnet man die kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen
enthélt, als Borel-Algebra. Eine Menge () mit einer o-Algebra bezeichnet man als
messbaren Raum, die Elemente von ¥ nennt man messbare Mengen, und falls €2 eine
Topologie hat und die o-Algebra die Borel-Algebra ist, bezeichnet man die Teilmengen

von €2, die Elemente von X sind, als Borel-messbar.
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Falls (Y,3') ein messbarer Raum ist und f :  — Y eine Abbildung, sodass
alle Urbilder von Elementen aus Y’ ebenfalls messbar sind (also f~(S) € X fiir alle
S € ¥'), dann bezeichnet man f als messbar. Falls (€2, %) ein messbarer Raum ist
und (M, T') ein topologischer Raum (vgl. 3.7), dann bezeichnet man eine Abbildung
f:Q — M auch als messbar, wenn das Urbild von jeder offenen Menge messbar ist.
Ist Y ein topologischer Raum und ¥’ die Borel-Algebra zu der definierten Topologie,
sind die beiden Definitionen dquivalent.

9.1.2 Malfle

Bisher haben wir nur definiert, welche Mengen wir als messbar bezeichnen wollen
(nédmlich die Elemente einer o-Algebra). Nun definieren wir ein (positives) Maf fiir
solche Mengen. Dabei lassen wir auch explizit das Mafl co (beispielsweise fiir die ge-
samte reelle Achse) zu. Wir bezeichnen mit [0, 00] die Menge aller nicht-negativen

reellen Zahlen einschliefllich des ,,Elements® oc.

Definition: Sei (€2, ¥) ein messbarer Raum mit der o-Algebra ¥, dann bezeichnet eine
Abbildung p : ¥ — [0, 00| ein (positives) Mafl auf €2, wenn gilt:

M1: p(0) =0,

M2: Fiir jede abzdhlbare (oder abzdhlbar unendliche) Folge { A, } von Elementen aus
¥, die paarweise disjunkt sind (also A4; N A; = 0 fiir ¢ # j), gilt

H (U Ai) = Z f1(As) - (9.2)

(Bei endlichen Folgen erstreckt sich die Vereinigung bzw. die Summe entspre-
chend nur iiber endlich viele Mengen bzw. Terme.)

Aus dieser Definition folgt unmittelbar: Sei A C B (beides Elemente aus X) gilt
u(A) < p(B). Beweis: B lisst sich als Vereinigung der beiden disjunkten Mengen A
und B — A schreiben und das Mafl einer messbaren Menge kann nicht negativ sein.

Manchmal mochte man Aussagen iiber ) treffen, die ,fast tiberall“ [almost
everywhere] gelten. Damit ist gemeint, dass die Punkte z € €, bei denen die Aussage
falsch ist, eine Menge vom Maf} null bilden. Beispielsweise konnen wir sagen, dass eine
Funktion tiber € ,fast iberall“ verschwindet. Das bedeutet, die Menge {z € Q|f(z) #
0} hat das MaB null, oder u({z € Q|f(z) # 0}) =0.

9.1.3 Wahrscheinlichkeitsmafle

Erfiillt ein Mafl zusétzlich noch die Eigenschaft
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M3: u(Q) =1,

so bezeichnet man das MaB als normiert [normalized]. Den Raum (€2, ¥, 1) nennt man
einen Wahrscheinlichkeitsraum [probability space]. € ist der Raum der Elementarereig-
nisse |[elementary events], ¥ die Menge der moglichen Ereignisse [events|, denen eine
Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden kann, und p ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion
[probability function].

Man beachte hier, dass Ereignisse auch Mengen von Elementarereignissen sein
konnen. Beispielsweise spricht man von einem Ereignis, wenn bei einem Dartwurf ein
bestimmtes Feld (das aus unendlich vielen Punkten besteht und damit die Vereinigung
unendlich vieler Elementarereignisse ist) getroffen wird, oder wenn bei einem Wurf
mit zwei Wiirfeln die Gesamtaugenzahl 7 erreicht wird. Bei diskreten (und erst recht
bei endlichen) Mengen () sind Ereignisse beliebige Elemente der Potenzmenge, also
Y =P(Q).

Eine Abbildung von X : Q — R, sodass X (U) fiir jede offene Menge U € R
messbar ist (also ein Element von X), bezeichnet man als Zufallsvariable [random

variable]. Jede Zufallsvariable definiert eine Verteilungsfunktion auf den reellen Zahlen:
Px(x) = p(X ™[00, 2]) = u({a € Q[X(a) < 2}). (9.3)

Der reellen Variablen x wird also das Mafl der Menge von Elementen aus €2 zugeordnet,
die unter der Abbildung X auf Werte kleiner oder gleich x abgebildet werden. Px(z)
ist eine monoton steigende Funktion, die fiir x — —oo gegen den Wert 0 und fiir
r — +oo gegen den Wert 1 geht. Die Ableitung von Py (x) nach z definiert eine
Wahrscheinlichkeitsdichte [probability density] zu der Zufallsvariablen X.

o da

wx () (9.4)

9.1.4 Integrale

Zur Definition eines Integrals iiber eine Funktion f : Q@ — R (oder auch C) betrach-
ten wir zunéchst sogenannte Treppenfunktionen [step functions]. (Allgemein kann das
Bild von f ein beliebiger Banach-Raum sein, also ein normierter, beziiglich der Norm
vollstandiger Vektorraum, siehe S. 56, wir schranken uns hier jedoch auf reellwertige
bzw. komplexwertige Funktionen ein.)

Eine Funktion fr : €2 — R heifit Treppenfunktion iiber {2, wenn die Bildmenge
von fr nur endlich viele Werte z; € R umfasst (bzw. die Urbilder f;'(z) fiir alle
aufer endlich vielen Werten von x die leere Menge bilden), und f'(z;) = A; eine
messbare Menge in  ist. Die (endliche) Menge dieser Urbilder, {4;}, besteht aus
disjunkten Elementen (A4; N A; = 0 fiir i # j) und |J,; A; = Q. Eine solche Menge von
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Teilmengen bezeichnet man auch als eine (endliche) Partition von Q. Fiir eine solche
Treppenfunktion fr definieren wir

/Q frdp = 3 Frl(AuAs). (9.5)

Man beachte, dass fr auf der Menge A; einen konstanten Wert annimmt, insofern ist
fr(A;) = z; wohl definiert. Falls die Funktion fr nur auf einer Teilmenge von € defi-
niert sein sollte, kann man alle folgenden Uberlegungen natiirlich auf diese Teilmenge
einschréanken.

Zu einer beliebigen stiickweise stetigen Funktion f : 2 — R kann man immer
eine Folge aus Treppenfunktionen f, : 2 — R finden, die fast {iberall gleichméfig
auf Q gegen f konvergiert. Von zwei solchen Folgen (f,,) und (g,), die fast iiberall
gegen dieselbe Funktion konvergieren, ist |f,, — g,| eine Folge, die fast iiberall gegen
0 konvergiert. Daher bilden die Integrale iiber |f, — g,| eine Nullfolge und man kann
zeigen, dass die Integrale iiber (f,,) und (g,) gegen denselben Wert konvergieren. Diesen
Wert bezeichnet man als das Integral iiber f:

| 7=t [ g, (9.6)

Oftmals schreiben wir fiir die linke Seite auch
[ rau= | f@)anto). (9.7)
Q 0

Vergleicht man die genannten Schritte nochmals mit der Definition des einfachen
Integrals (Abschmitt 6.1), sieht man, dass die allgemeine MaBtheorie eine Verallgemei-

nerung der einfachen Definition des Integrals erlaubt.

9.1.5 Mehrfachintegrale - Der Satz von Fubini

Im Allgemeinen werden wir in hoheren Dimensionen das Quadermafl verwenden (es
sei b; > a;):

w([ag, by] X [ag, by] X ... X [an, by]) = HAQ;Z- (9.8)

mit Az; = b; — a;. Das MaB verschwindet, wenn eines (oder mehrere) der Intervalle zu
einem Punkt degeneriert (also a; = b;). Daher spielt es auch keine Rolle, ob wir einige
(oder alle) der oberen bzw. unteren Grenzen der Intervalle durch offene Abschliisse
ersetzen; die Mafle bleiben dieselben.

Das Quaderma#f ist ein Beispiel fiir ein sogenanntes Produktmaf [product mea-
sure]. Es seien 0y und 25 zwei Rdume mit den jeweiligen o-Algebren ¥; und Y5 und es
gebe Mafle i1 : X1 — [0, 00] und g : 39 — [0, 0o]. Dann kénnen wir auf Qg = €y X 2y
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eine o-Algebra definieren, indem wir s = {(A1, A2)} mit A; € 3; setzen. Auf g
definieren wir dann das Produktmaf:

,uges<A1 X Ag) = ,LL1<A1) . ILLQ(A2) \V/Al S El,AQ € 3. (99)

Wir betrachten nun eine Funktion (der Einfachheit halber wihlen wir wieder die reellen

Zahlen als Zielmenge)
f291XQQ—>R. (910)

Es gilt der Satz von Fubini: Falls f beziiglich des Produktmafes auf €21 x (25 integrierbar
ist (und das Integral iiber |f| endlich), dann ist auch f(-,y) : ©; — R fiir fast alle
y € Qy beziiglich u; integrierbar,! und ebenso ist f(x,-) : Q2 — R fiir fast alle z €
beziiglich ps integrierbar und es gilt:

/QlXQ2 f(,y) dpges(z,y) = /Ql ( . flz,y) d,uz(y)) dpa (2) (9.11)

= /Q ( . f(z,y) dul(x)) dpa(y) -

Beim Satz von Fubini wird vorausgesetzt, dass f beziiglich des Produktmafles auf
2, x )y integrierbar ist, dann spielt die Reihenfolge der Integrationen keine Rolle.
Eine Verallgemeinerung ist der Satz von Tonelli: Falls eines der beiden Integrale auf
der rechten Seite von Gl. 9.11 fur |f| existiert, existiert auch das andere Integral fiir
|f| und fiir f gilt obige Gleichung.

In dem hier betrachteten Fall sind die Integrationen iiber {2; und {2, unabhéngig.
In vielen praktischen Beispielen ist das nicht der Fall. Insbesondere gilt dies bei karte-
sischen Koordinatensystemen nur, wenn die Integration insgesamt iiber einen Quader
erfolgt. Héngen hingegen die Integrationsgrenzen fiir eine Variable von der anderen
Variablen ab, gilt die Vertauschbarkeit der Integrale natiirlich nicht mehr. Dies ist
ein Grund, weshalb man in solchen Féllen oftmals zu anderen Koordinatensystemen

iibergeht, beziiglich derer die Integrationsgrenzen unabhéngig werden.

9.1.6 Beispiele fiir Mafle

In diesem Abschnitt sollen einige Beispiele fiir bekannte Mafle angegeben werden.

Die Gauf3-Verteilung

Wir hatten in Abschnitt 9.1.3 angegeben, wie man von einer Zufallsvariablen X : € —
R iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, %, 1) zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte

1Zur Notation: f(-,y) bezeichnet die Abbildung f bei festgehaltenem Argument y € o, die somit
zu einer Abbildung auf ; wird; entsprechend ist f(z,-) bei festgehaltenem x € €; als Abbildung auf
)5 zu verstehen.
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wx (z) gelangt. Wéahrend p ein Wahrscheinlichkeitsma8 iiber der (abstrakten) Menge
(2 ist, handelt es sich bei wx(z) um eine Wahrscheinlichkeitsdichte tiber den reellen
Zahlen und das zugehorige Maf3 ist:

dPx(z) = wx(x)dz. (9.12)

Eine bekannte Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Gauf-Verteilung [Gaussian distribu-

tion| (auch Normalverteilung [normal distribution]):

w(z) = —— exp (—<x - f)z) . (9.13)

oV 2w 202

Es gilt:
+o0
/ w(z)dr =1. (9.14)
Die beiden Parameter  (der Mittelwert [mean value] der Verteilung) und o2 (die Vari-
anz [variance]) legen die GauB-Verteilung eindeutig fest. Den Parameter o bezeichnet
man auch als die Standardabweichung [standard deviation| der GauB-Verteilung.
Die mehrdimensionale Gauf3-Verteilung hat die Form

(det A)'/2 1 _ _
W(T1, ey T) = "2 P T > (wi— z) Ayl — 1) | (9.15)
und das zugehorige Maf ist

(det A)1/2 1 <& _ _
dPgauss(T1, -y Tp) = W exp 5 Z (x; — &) Aij(z; — Z;) | doq dog...da,, .

ij=1
(9.16)
Wie bei allen Wahrscheinlichkeitsdichten erhélt man die Erwartungswerte [ez-

pectation values] von einer Funktion der Zufallsvariablen f(x) durch

(f(2) = / f(2) w(z) da (9.17)

speziell den Mittelwert und die Varianz:
= (z) = / rw@)ds  o? = ((x—5)?) = /(x —HPw()dr. (9.18)
R R

Die Gleichverteilung iiber einem Intervall

In vielen Computersprachen werden sogenannte Pseudo-Zufallszahlgeneratoren ange-
boten. Da es sich in Wirklichkeit um einen vordefinierten Algorithmus handelt, sind

die Zahlen nicht in irgendeinem Sinne ,,wirklich® zuféllig; dies ist der Grund fiir das
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Prafix ,,Pseudo®. Oft liefert dieser Zufallszahlgenerator gleichverteilte Zahlen im In-
tervall (0, 1]. Das bedeutet jede Zahl in diesem Intervall (bei den Algorithmen handelt
es sich immer um endlich viele Moglichkeiten, da die Rechengenauigkeit endlich ist)
hat dieselbe Wahrscheinlichkeit.

In unserem obigen Formalismus wiirde man die Situation durch folgende Wahr-
scheinlichkeitsdichte beschreiben:

)0 z¢(0,1]
w(x) = { L ze1] (9.19)

Das zugehorige Integrationsmaf ist w(z) dz. Die Verteilungsfunktion P(x) (die manch-

mal auch kumulative Wahrscheinlichkeit genannt wird), hat die Form:

0 <0
P(x)=¢ = z€(0,1] . (9.20)
1 z>1

Das Dirac-Maf}

Das Dirac-Maf} spielt in der Physik eine besondere Rolle, wenn man den idealisier-
ten Fall einer Punktladung oder Punktmasse beschreiben mochte. Ganz allgemein
kann man (kontinuierliche) Ladungs- und Masseverteilungen durch eine Dichtefunk-
tion py(z) oder p,,(z) darstellen, wobei  beispielsweise einen Punkt im R* darstellt.

Die Gesamtladung () bzw. Gesamtmasse M ist dann

Q:/ px)Pr . M= [ pu(r)ds. (9.21)
R3 R3

Im Idealfall einer Punktladung bzw. Punktmasse wiirde der Triager von p(x) zu einem
Punkt (z.B. xy) schrumpfen, das Integral iiber diesen Punkt sollte aber immer noch
die Ladung bzw. Masse ergeben. Das ist mit den iiblichen Maflen (dargestellt durch
Verteilungsfunktionen) nicht méglich. Fiir einen vorgegebenen Punkt xy € R? ist das
Dirac-Maf definiert als (fiir alle A C R? messbar):

mO(A):{ bed (9.22)

0 sonst

Das Integral iiber eine (stiickweise stetige) Funktion f(z) ist in diesem Fall einfach
f(zo). Satt gz, schreibt man manchmal auch é(x — zo) dz. Man beachte jedoch, dass
d(z) keine gewohnliche Funktion ist, sondern nur durch das Integral definiert werden
kann. Eine punktformige Ladungs- bzw. Massenverteilung wiirde dann durch Qd(z —
xg) bzw. Mé(x — ) beschrieben.
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Eine kurze Zusatzbemerkung zur §-Funktion (das Thema wird in der Elektro-
dynamik ausgiebiger behandelt). Betrachten wir eine Funktion
0 |x — xo| > €

Az — ) = { )

2¢

9.23
|x — 20| <€ (9-23)
Diese Funktion beschreibt ein Rechteck mit Grundseite 2¢ und Hohe 1/2¢ (also der
Flache 1). Sei nun eine (glatte) Funktion f(z) gegeben, die in der Néhe von xy durch

ihre Taylor-Reihe angenéhert werden kann:

Fla) = Fao) + (o) & — o) + 2 f"(xo) & — 7o) + .. (9.24)

dann ist das Integral tiber das Produkt von f(x) mit der Rechteckfunktion:
o 4
/ f(@)Ad(z)dz = f(xg) + gf”(xo)EQ + ... (9.25)

Im Grenzfall ¢ — 0 erhalten wir also f(zo). Dieser Grenzwert lisst sich zwar fir die
Folge von Integralen bilden, nicht aber fiir die Rechteckfunktion A (z—zg). Der Grenz-
wert wére zwar 0 an allen Stellen x # xy, doch an der Stelle x ist er nicht definiert.
Man kann sich §(z — ) als den Grenzwert dieser Folge vorstellen, allerdings sollte
man es immer als Grenzwerte der Integrale und nicht als Grenzwert der Funktionen
interpretieren.

Das Dirac-Ma#f tritt auch auf, wenn man den hier eingefiithrten Formalismus auf
diskrete (beispielsweise endliche) Mengen {2 anwenden mochte. Sei 2 beispielsweise die
Menge der Elementarereignisse bei einem Wurf mit einem normalen Wiirfel. Ein Ele-
mentarereignis wére somit eine bestimmte Augenzahl. Alle Elementarereignisse sollen
gleich wahrscheinlich sein (mit Wahrscheinlichkeit 1/6). Als Zufallsvariable X :  — R
betrachten wir nun die Augenzahl selbst. Dann ist Py(x) eine Treppenfunktion, die
fiir alle x < 1 den Wert 0 hat, bei x = 1 auf den Wert 1/6 springt, bei x = 2 auf den
Wert 2/6 usw. bis sie schliefllich bei x = 6 den Wert 1 annimmt (es wird mit Sicherheit
eine Zahl kleiner oder gleich 6 gewiirfelt). Diesen Wert behélt sie fiir alle Werte x > 6.

Was ist die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte wx (z)? Formal war dies die
Ableitung von Px(x) (Gl 9.4). Da umgekehrt Py (x) durch das Integral iber wx(z)
von —oo bis x gegeben ist, sollte dieses Integral an den Stellen z = 1,2, 3,4, 5, 6 jeweils
um den Wert 1/6 wachsen. Mit der §-Funktion kann man dies in der Form

dp(z) ==Y d(z—n)dz (9.26)

schreiben. Das Beispiel macht auch deutlich, dass man im Zusammenhang mit der
MafBtheorie (oder der Theorie verallgemeinerter Funktionen) fiir die Ableitung einer
Funktion, die an einer Stelle einen Sprung um A f macht, an dieser Stelle die §-Funktion
(mit Faktor Af) erhélt.
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Mafle in Parameterriumen

Da wir uns in den kommenden Abschnitten ausfiithrlich mit Integralen iiber parame-
trisierte Radume beschéftigen werden, soll hier nur ein kurzer Abriss der Idee erfolgen.
Oftmals ist es sinnvoll, allgemeine Flidchen oder Rdume durch andere Koordinaten
als kartesische Koordinatensysteme zu beschreiben. Im Zusammenhang mit Integralen
ist dies besonders dann angebracht, wenn durch die neuen Koordinaten die Integra-
tionsgrenzen unabhéngig voneinander werden (im Parametergebiet also iiber einen
verallgemeinerten Quader integriert wird). Allerdings muss man einem Quader im
Parametergebiet nun das Volumen des Gebietes zuordnen, das durch diesen Quader
beschrieben wird.

Als Beispiel betrachten wir Polarkoordinaten in der Ebene. Mochte man bei-
spielsweise iiber eine Kreisfliche integrieren, wird das Integral iiber die z- und y-
Koordinate (also Integral in der zy-Ebene) wegen der krummlinigen Integrationsgren-
zen recht kompliziert. Beschreibt man jedoch jeden Punkt in der Ebene durch seinen
Abstand r vom Ursprung und seinen Winkel ¢ relativ zur positiven z-Achse (entgegen
dem Uhrzeigersinn), wird die Integration iiber die Kreisfliche zu einer Integration iiber
den Quader [0, 7] x [0, 27).

Das Flachenelement im Parameterraum dr dg entspricht jedoch nicht der Fléche
des durch die Parameter r € [r,r 4+ dr| und ¢ € [¢, ¢ + dp] beschriebenen Gebiets.
Statt dessen sieht man leicht, dass die Flidche durch

du(r, ) = rdrdp (9.27)

beschrieben wird. Dies wire das Integationsmafl in Polarkoordinaten. Die allgemeine
Konstruktion solcher Mafie in Parameterrdumen wird in den folgenden Abschnitten
beschrieben.

9.2 Kurvenintegrale

Kurvenintegrale lassen sich grundsétzlich sowohl {iber skalare Felder als auch Vektor-
felder ausfithren. Dabei sind (etwas vereinfacht ausgedriickt) Skalarfelder einkompo-
nentige Felder, deren Funktionswert sich bei einem Koordinatenwechsel des Raums,
iitber dem die Felder definiert sind, nicht dndert. Ein Vektorfeld besitzt mehrere Kom-
ponenten, die sich bei einem Koordinatenwechsel ebenso wie die Komponenten eines
Vektors transformieren (siehe auch Abschnitt 10.1).

Beim Kurvenintegral iiber Vektorfelder interessiert besonders der Fall, bei dem
die Komponente des Vektorfelds in Tangentialrichtung aufintegriert wird. Dies ist bei-
spielsweise bei der Berechnung der Arbeit der Fall.
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9.2.1 Die Bogenlinge

Als einfachstes Beispiel fiir eine Kurvenintegration {iber ein Skalarfeld betrachten wir
zundchst die Bogenldnge [arc length] einer Kurve. Das Skalarfeld ist in diesem Fall
identisch 1.

Gegeben sei eine Kurve v ~ Z(t) in ihrer Parameterdarstellung. Wir wollen
die Lange der Kurve zwischen zwei Punkten #(ty) und Z(¢;) bestimmen. Fiir zwei
infinitesimal benachbarte Punkte Z(t + dt) und Z(¢) auf der Kurve gilt:

dz

AF = (Z(t + At) — Z(t)) = EAz& +O(At?), (9.28)
bzw.
dz
ds=—dt. 2
5= (9.29)
Fiir den Betrag dieses Elements folgt:
ERE N e U U]
ds-ds= % % dt. (9.30)

Die Bogenlédnge ergibt sich aus der Integration iiber die Bogenldngenelemente:
£(t)

—|dt. 9.31
% (9.31)

Azt
- fo= %
Y to

Nun handelt es sich um ein gewohnliches Integral iiber das Argument t. Das Mafl

fiir eine Integration entlang der Kurve x(t) tiber den Parameter ¢ ist somit du(t) =

Fiir die Bogenléngenparametrisierung ist der Betrag des Tangentialvektors eins
und man erkennt, dass die Lange der Kurve genau der Differenz im Kurvenparameter
entspricht. Daher auch die Bezeichnung Bogenlingenparametrisierung.

Beispiel: Eine Funktion f(z) lasst sich auch als Graph (d.h., als Kurve) in der
xy-Ebene darstellen: y = f(z). Wahlen wir z als den Parameter dieser Kurve, so
kénnen wir in der Parameterdarstellung fiir diesen Graph auch schreiben:

Z(t) = (t, f(1)). (9.32)

Damit folgt fiir das Bogenlédngenelement:

dx dl’1 2 dao(t
=\ I dt < ” ) =1+ f'(t)>dt. (9.33)

Die Léange der Kurve ergibt sich somit zu:

_ / BN oy (9.34)

Dieses Ergebnis hatten wir schon in Kapitel 6.3.2 abgeleitet.
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9.2.2 Kurvenintegration iiber skalare Felder

Wir betrachten nun ein skalares Feld U(Z) iiber dem R?® und eine Kurve 7 in der
Parameterdarstellung ~(t) = Z(t). Fiir die Integration folgt:

1—/@(:3)(13—/“ B(F(1))

Y to

d7(t)
dt

‘w. (9.35)

Dieses Integral entspricht wiederum einem gewohnlichen Integral iiber den Kurvenpa-

rameter t.

9.2.3 Berechnung der Arbeit

Auch die Arbeit hatten wir schon als Kurvenintegral dargestellt (Abschnitt 6.3.1).

W= —/ﬁ -d3. (9.36)
gl
Ist der Weg v durch eine allgemeine Kurvenparametrisierung gegeben, so kénnen wir
wieder 0
Z(t
ds= —-=dt 9.37
5= (9-37)

schreiben und erhalten:

W=— /: {ﬁ(f(t)) : %Sf)

9.2.4 Integration iiber Gradientenfelder

dt. (9.38)

Viele Kréfte lassen sich als sogenannte Gradientenfelder schreiben, d.h., es gibt ein
Potenzial U(Z), dessen (negativer) Gradient gleich der Kraft F ist. In diesem Fall

erhalten wir fiir die Arbeit:

W= — /: [ﬁU(f) : diﬂ dt . (9.39)
Da jedoch
dU(i W) _ sy d“?;) , (9.40)
folgt:
W= — /: %dt — Ui(t)) - U(Eh)). (9.41)

Ist die Kraft also ein Gradientenfeld, hingt die Arbeit, die bei einer Verschiebung
gegen diese Kraft geleistet werden muss, nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
ab.
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Es gilt aber auch der umgekehrte Sachverhalt: Sei F () ein Vektorfeld, fiir

das jedes Wegintegral unabhéngig von der Form des Weges nur vom Anfangs- und
Endpunkt abhéngt; dann ist F ein Gradientenfeld. Das zugehorige skalare Feld (das
Potenzial) lasst sich explizit tiber ein Wegintegral konstruieren:

U(@F) — _][ F@)-di - —lzlfﬁf@»-dif)dt. (9.42)

Hierbei beschreibt x(t) einen (beliebigen) Weg, der bei Zy = #(t;) beginnt und bei
¥ = Z(t;) endet. U ist bis auf eine Integrationskonstante (die durch die Wahl des
Anfangspunktes des Weges festgelegt werden kann) eindeutig.

Damit erhebt sich die Frage, wie man fiir ein gegebenes Vektorfeld F (Z) ent-
scheiden kann, ob es sich als ein Gradientenfeld F(Z) = —VU (%) schreiben lisst. Zu
zeigen wire, dass Wegintegrale nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngen, also vom
Weg selbst unabhéngig sind, oder aber, dass alle Integrale entlang geschlossener We-
ge verschwinden. Dieser Beweis ist im Allgemeinen recht schwierig. Wir hatten jedoch
schon gezeigt (Abschnitt 5.4.3), dass die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet:

VxVd = 0. (9.43)

Lésst sich also ein Kraftfeld F (Z) als Gradientenfeld schreiben, verschwindet die Ro-
tation dieses Kraftfelds. In einem einfach wegzusammenhéngenden Raumgebiet (siehe
Abschnitt 9.3.4) gilt auch das Umgekehrte: Jedes Vektorfeld, dessen Rotation ver-
schwindet, lédsst sich als Gradientenfeld schreiben. Fiir jedes rotationsfreie Kraftfeld
in einem einfach wegzusammenhédngenden Raumgebiet verschwindet das Integral iiber
geschlossene Wege.

9.3 Flachenintegrale und Stokes’scher Satz

9.3.1 Flichenelement und Flichenintegral im R?

Es soll nun beschrieben werden, wie man ein Skalarfeld bzw. ein Vektorfeld iiber ei-
ne Flache F integriert. Die Fliache F sei durch eine Parameterdarstellung definiert:
(u,v) 2 U C R* — R3. Das Bild dieser Abbildung beschreibt gerade die Fliche. Der
Einfachheit halber sei der Wertebereich U von (u, v) das Quadrat 0 < w,v < 1. Das ist
keine wesentliche Einschriankung (allerdings sollte der Parameterbereich fiir die Fléache
ein Rechteck darstellen).

Als nichsten Schritt bendtigen wir ein Maf auf der Fliche. Ahnlich wie schon
beim Tangentialvektor entlang einer Kurve sollte dieses Flachenelement auch die Ori-
entierung der Fldache an einem Punkt beschreiben, sodass man beispielsweise iiber den
Fluss eines Vektorfeldes durch die Fléche integrieren kann. Sein Betrag sollte propor-

tional zum Flacheninhalt sein, und die Orientierung einer Fléache im dreidimensionalen
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Raum lésst sich am einfachsten durch einen Vektor senkrecht zu der Fldche beschrei-
ben. (Die allgemeine Theorie der Integration von Tensorfeldern iiber d-dimensionale
Teilrdume im R™ ist Gegenstand der Theorie der Differentialformen, die hier nicht
behandelt wird.) Wir definieren:

> (0Z(u,v)  0F(u,v)
df = < 5 < 5w dudv . (9.44)
Offensichtlich sind
L 07(u,v) L 04(u,v)
dz, = Tdu und dZ, = 5 dv (9.45)

die Wegstrecken jeweils entlang der Linien &(u, v = const.) bzw. Z(u = const.,v). di,

und dZ, spannen ein Parallelogramm auf, dessen Flédche durch
df] = |dZ, x dZ,| (9.46)

gegeben ist. Der Vektor d f steht senkrecht auf diesem Parallelogramm und zeigt (bei
geeigneter Wahl der Reihenfolge von w und v) nach auflen. Im Grenzfall du,dv — 0
néhert sich die Flédche des Parallelogramms immer mehr dem Flacheninhalt der Fliche
an, die zwischen den Punkten Z(u, v), #(u+ du, v), Z(u, v+ dv), Z(u + du, v+ dv) liegt.
Daher ist d f das gesuchte Flachenelement.

Wir definieren nun das Fléachenintegral {iber ein skalares Feld {iber die Fliche

/F #ldf] - //

Nun handelt es sich um ein gewohnliches Integral {iber zwei Variable v und v.

8f(u, v) y 0% (u,v)

5 5 dudv . (9.47)

Entsprechend definierten wir den Fluss eines Vektorfeldes F durch eine Fliche
F als

/]Eﬁ(f).df - /01/01 {ﬁ(f(u,v))- <8fg:”) X 85(5:”))} dudv.  (9.48)

Wir projizieren also an jedem Punkt der Flidche den Vektor F auf das Flichenelement

d f und bilden anschliefend das Integral iiber v und v.

9.3.2 Beispiel: Die Kugeloberfliche

Als Beispiel betrachten wir die Oberfldche einer Kugel vom Radius R. Als Parametri-
sierung wéhlen wir die beiden Winkel 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27| der Kugelkoordinaten.
Die Kugeloberfliche wird dann beschrieben durch:

(0,0) — Z(0,p) = R(cosyp sinf,sing sinf, cosh) . (9.49)
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Fiir das Fldchenelement an einem Punkt Z(6, ¢) erhalten wir:

% = R(cosp cosf,siny cosf, —sinb)
o7

o R(—sinp sin#, cos ¢ sin b, 0)
I

or 0r\ D S
(89 X 8(,0) = R“(cos psin” 0, sin psin® 6§, sin 6 cos 0)

o

= R’sinf @i mit 7 =

Am Punkt Z(0,p) ist 7 ein Einheitsvektor, der radial nach auflen zeigt, und das

il

Flachenelement ist somit:
df(0,) = R*sinfdfdy i . (9.50)

Der Flécheninhalt der Kugeloberfliche ergibt sich damit zu:

T 27 —+1
A= / |df| = R2/ sin@d@/ dp = 27TR2/ d(cosf) = 47 R? . (9.51)
@ 0 0 -

1

9.3.3 Der Stokes’sche Satz

Wir hatten fiir kartesische Koordinaten die Rotation eines Vektorfeldes durch folgende
Vorschrift definiert (Summenkonvention!, siche S. 59):

(6 X ﬁ)z = eijkﬁij R (952)
bzw.
82F3 - 03F2
(6 x F) ~ O3Fy — 0 Fs | (9.53)
O 5 — 051

mit J; = 0/0x;. Man bezeichnet die Rotation eines Vektorfeldes auch als seine Wirbel-
dichte. Zur Rechtfertigung dieser Bezeichnung beweisen wir zunéchst den Stokes’schen
Satz.

Satz von Stokes: Sei F ein (stetig differenzierbares) Vektorfeld im R® und F
eine (differenzierbare) Fliche im R? mit Rand d.F, dann gilt:

—

/f(ﬁxﬁ)-df:/ F.dz. (9.54)

OF

Das Fléachenintegral iiber die Rotation eines Vektorfeldes ist also gleich dem Integral
des Vektorfeldes iiber den Rand der Flache.
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Zum Beweis benutzen wir folgende Relation:

- o or 07 0 (= 0% 0 (=~ 07
TP (gxg) = (F5) - s (F o). o

die zunachst bewiesen wird:

S or o0r\ O0x; Oxy,
(VX F). <au %) - iﬂ%emk(@a) “im Bu Bv
ox; 0x,,
_ ﬂ%((sﬂ&km — mO) (8, F) al o
B Ox; Oy, Oz, Oz,
B ]Zk((aFk> ou ov (95F%) 5 Ou 81})

- Z 8Fk 6% _ aFk 8:L‘k
B - Ou Ov v Ou
0 Oxy, 0 Oxy,
= — | Fp— ) — — | Fp— )
;(8u<k8v) 8v<k8u>)

Beim ersten Schritt haben wir die Identitdt (Gl. 5.78) fiir das Produkt von e-Symbolen
verwendet. Beim letzten Schritt wurde um die zweifachen Ableitungen von xj erwei-
tert; bildet man in der letzten Zeile die jeweiligen Ableitungen nach der Produktregel,

heben sich die zweifachen Ableitungen von xp weg.
Mit diesem Satz und der Definition des Flachenintegrals erhalten wir also

> = - 0 (=~ 0%

F)-df = — —(F-= )| dud

/J-E<VX )-df // [&u( 81}) v ( 8u)] wew
>\ |u=1 1

:/(Fa—) dv_/<ﬁ@>

0 ov 0 Ju
Auf der rechten Seite steht nun ein Integral {iber den Rand des Rechtecks, das den
Wertebereich von (u,v) bildet. Dieses Rechteck wird auf den Rand der Flache (OF)
abgebildet (siehe Abb. 9.1). Daher steht auf der rechten Seite gerade ein Linienintegral

iiber die Funktion F iiber den Rand der Fliche F. Damit ist der Stokes’sche Satz

bewiesen.

du .

Eine spezielle Form des Stokes’schen Satzes sieht man, wenn man die Rotation
eines Vektorfeldes iiber das Rechteck [0, a] x [0, b] in der z725-Ebene integriert. Dann

F F xo=b x1
/ @—2 dl’ld(l}g:/Fl ’ dxl—/FQ
8:702 8x1 z9=0

x1=0
Auf der rechten Seite steht gerade das Integral iiber den Rand des Rechtecks.

erhalt man

=a

dzs . (9.56)
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z3

z(u,vo+Av)

vo+Av
v0

\
7 T
/x(uo,v)
U0 ug+Au u o

Abbildung 9.1: Der Parameterbereich (links) wird auf eine Fliche im R® abgebildet,
der Rand des Parameterbereichs auf den Rand der Flache. Beim Stokes’schen Satz

wird bewiesen, dass das Fldchenintegral {iber die Rotation eines Vektorfelds, aus-
gedriickt durch ein Integral iiber die Parameterfliche, gleich dem Integral iiber das
Vektorfeld auf dem Rand der Flache ist. Dieses Integral entspricht im Parameterraum
einem Integral iiber den Rand des Rechtecks. Die Pfeile im rechten Bild deuten auf
Koordinatenkurven zu jeweils konstanten Werten von w bzw. von v. Diese Kurven
sind die Bilder der eingezeichneten Koordinatenlinien durch die Punkte (ug,vy) und
(uo + Aug, vg + Avg) im Parameterraum.

Wir wollen nun die Vorstellung von der Rotation eines Vektorfeldes als eine
Wirbeldichte konkretisieren. Das Integral eines Vektorfeldes entlang eines geschlosse-
nen Weges v entspricht der Wirbelstérke dieses Vektorfeldes entlang dieses Weges.
Wir wahlen nun diesen Weg in einer Fliache senkrecht zu einem Normalenvektor 7.
Auflerdem sei dieser Weg sehr kurz und umschliele eine Fliache mit Fliacheninhalt Af.
Dann gilt nach dem Stokes’schen Satz:

L F .4z
(VX F)-i = lim f7

v (9.57)

d.h. die Rotation, projiziert auf den Einheitsvektor 77, ist gleich der Wirbelstérke ent-
lang des Weges ~ dividiert durch die Fliche, die von v umrandet wird, im Grenzfall
verschwindender Flédche — also gleich der Wirbeldichte. Man beachte, dass es sich hier-
bei um eine Fldchendichte handelt, d.h., das Integral von V x F iiber eine Fliche
ergibt die Wirbelstérke.

Diese Definition der Rotation eines Vektorfelds hat eine geometrische Interpre-
tation und ist somit unabhéngig von der Wahl der Koordinaten. Damit kénnen wir die

Rotation eines Vektorfeldes auch in Verallgemeinerten Koordinatensystemen angeben.
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9.3.4 Der Satz von Poincaré

Wir hatten gezeigt, dass fiir ein Gradientenfeld F = V& die Rotation verschwindet

und dass Wegintegrale iiber geschlossene Wege immer den Wert null haben:
F=V®=VxF=0 und %ﬁ~df:0. (9.58)

Wir kénnen nun die Frage umkehren: Unter welchen Bedingungen kénnen wir aus der
Tatsache, dass die Rotation eines Vektorfeldes verschwindet, darauf schlielen, dass es
sich um ein Gradientenfeld handelt bzw. dass die Integrale iiber geschlossene Wege
verschwinden (was dann gleichbedeutend ist zu der Aussage, dass Wegintegrale immer
nur vom Anfangs- und Endpunkt abhédngen und nicht vom Weg selbst)? Diese Frage
kénnen wir nun mit Hilfe des Stokes’schen Satzes beantworten. Der Stokes’sche Satz
gilt fiir Flachen F mit einem Rand 0F. Der Rand einer Flidche bildet immer einen
geschlossenen Weg. Falls die Rotation eines Vektorfeldes verschwindet, verschwindet
auch das Integral iiber alle geschlossenen Wege, die sich als Rand einer Fliche darstel-
len lassen.

Es gibt jedoch unter bestimmten Bedingungen geschlossene Wege, die nicht der
Rand einer (reguldren) Fliche sind. Betrachten wir als Beispiel die Ebene ohne den
Ursprung: R? — {(0,0)}. Ein Weg, der sich einmal um den Ursprung herumwindet,
ist kein Rand einer Kreisscheibe, denn der Ursprung ist nicht Teil des Raumes. In
diesem Fall kann die Rotation eines Vektorfeldes verschwinden, aber das Integral iiber
einen geschlossenen Weg um den Ursprung ist von null verschieden. Ein Beispiel ist
das Vektorfeld (im R?):

F(z)=|— . 9.59
@)= (- ) (9.59
Der Definitionsbereich dieses Vektorfelds ist R? — {(0,0)}, da das Vektorfeld am Ur-
sprung nicht definiert ist. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Rotation
dieses Vektorfeldes (die nun nur aus der Komponente 0y F, — 02 F} besteht) verschwin-

det: . 02 ) 0,2
SR S A— (9.60)

l’2 +y2 x2 _|_y2 .T2 +y2 1'2 +y2

Wir berechnen nun das Integral iiber dieses Vektorfeld entlang eines geschlossenen

(91F2 - 82F1 -

Weges um den Ursprung (beispielsweise entlang eines Kreises vom Radius R, parame-
trisiert durch z(¢) = R(cos ¢, sin ) mit dem Tangentialvektor j% = R(—siny, cos ¢)).
Wir erhalten

. . 27 1
/F ~ds = / E(_ sin ¢, +cos ) - R(—sing, cos @) dyp = 2. (9.61)
0% 0

Obwohl die Rotation des Vektorfeldes verschwindet, ist das Integral iiber dieses Vek-

torfeld (projiziert auf die Tangentialrichtung des Weges) entlang eines geschlossenen
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Weges um den Ursprung nicht null. (Man beachte aber, dass das Integral unabhéngig
von R ist.) Der Stokes’sche Satz ist hier nicht anwendbar, weil der geschlossene Weg
nicht der Rand einer wohl definierten Fliche ist.

Man bezeichnet Gebiete im R"™ als einfach wegzusammenhdingend, wenn sich
jeder geschlossene Weg als Rand einer wohl definierten Fliche interpretieren lésst.
Anders ausgedriickt, ein Gebiet heifit einfach wegzusammenhéngend, wenn sich jeder
geschlossener Weg stetig zu einem Punkt zusammenziehen lédsst. Damit konnen wir
nun den Satz von Poincaré formulieren: In einem einfach wegzusammenhéngenden

Gebiet ist ein rotationsfreies Vektorfeld immer ein Gradientenfeld.

9.3.5 Das eindimensionale Integral als Flachenintegral

Wir hatten das Integral urspriinglich eingefiihrt als die Flache F' unter einer Funktion
f(z) tiber dem Intervall [a,d] :

b
F:/ f(z)dx. (9.62)

Nun haben wir in diesem Kapitel beschrieben, wie man Flédchenintegrale {iber einem
zweidimensionalen Parameterraum behandelt. Wie hingen diese beiden Konzepte zu-

sammen?
y=f(z)
Abbildung 9.2: Das Integral {iber eine Funktion {iber
A einem Intervall ist gleich der Flédche unter dieser Funk-
tion. Dieses Integral lésst sich auch als 2-dimensionales
Integral schreiben, wobei die zu integrierende Funktion
o(z,y) = 1 ist, aber die Grenze in y-Richtung jeweils
“ b T von 0 bis f(x) zu wéhlen ist.

Wenn wir den 2-dimensionalen Raum der Punkte (z,y) als Parameterraum fiir
ein Flachenintegral auffassen, konnen wir zunéchst das Fldchenelement angeben: df =
dz dy (das Kreuzprodukt wird zum normalen Produkt, da die Koordinaten senkrecht
zueinander sind und es interessiert nur der Betrag, da wir {iber die Funktion ¢(x,y) = 1
integrieren wollen). Wir miissen allerdings berticksichtigen, dass die Grenzen fiir die

y-Integration nun immer von 0 bis zum Wert y = f(z) laufen. Damit erhalten wir fir

die Fliche:
b f(=) b
F:/ dx/ dy:/ dz f(z), (9.63)
a 0 a

also das uns schon bekannte Ergebnis. Man beachte, dass nun in jedem Fall das Integral
iiber y zuerst auszufiihren ist, da die obere Grenze dieses Integrals noch eine Funktion
von x ist.
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9.4 Volumenintegrale und der Satz von Gauf3

9.4.1 Volumenelement und Volumenintegration

Wihrend ein Linienelement dZ und ein Fldchenelement d f im R3 gerichtete (vektori-
elle) Grofien sind, ist ein Volumenelement im R? eine (pseudo-) skalare Grofie. Daher
betrachten wir auch nur Volumenintegrale iiber Skalarfelder. Bildet man das Volumen-
integral iiber ein Vektorfeld, so erhélt man einen Vektor, d.h., das Integral ist fiir jede
Komponente gesondert zu bilden.

Das kartesische Volumenelement im R? ist d3z = dx; das dzs. Will man jedoch
iiber ein Volumen ¥V C R? integrieren, so ist es oft schwierig, die Integrationsgrenzen
an {z;} zu beriicksichtigen, da — mit Ausnahme der Integration iiber einen Quader —
die Integrationsgrenzen von den Integrationsvariablen abhéngen kénnen.

Daher ist es meist sinnvoll, eine Abbildung R* — R3 zu finden, die einen Quader
(u1,us,u3) € [0,a] x [0,b] x [0,c] auf das Volumen V abbildet, wobei der Rand des
Quaders auf den Rand des Volumens — d.h. die Oberfliche 9V — abgebildet wird.

Das Volumen des von den drei infinitesimalen Vektoren

. 8f(u1, Uz, Ug)

dz, = du; 9.64
aufgespannten Parallelepipeds ist
or or 0%
dV = : duy dug dusg . 9.65
(9u1 (8u2 % 8U3) ‘ t Gtz Gl ( )

Dieses Volumen definiert somit das Ma8, das wir dem Quader [u, u3 + duy| X [ug, us +
dug| X [us, ug + dus] im Parameterraum zuschreiben miissen.

Der Faktor lasst sich als Betrag der Determinante einer Matrix schreiben und
wird als Jacobi-Determinante bezeichnet:

6131 8902 8I3
8u1 aul 8u1
J = 8(x1,x2,x3) _ 8x1 81’2 81’3 — |det @’ ﬁ, @ . (966)
8(u1,u2,u3) 8u2 8u2 8u2 Gul 8u2 8U3
8:1:1 8332 61’3
a’u?, 3u3 8U3
Die Jacobi-Determinante J = [0x;/0u;| (genauer, der Betrag dieser Determinante)

gibt allgemein in n Dimensionen das Volumenelement fiir einen Wechsel der Koordi-
naten von kartesischen Koordinaten {z;} zu verallgemeinerten Koordinaten {u;} an.
Wir erhalten also:

a prb pc
/ o(7)d*z = / / / O (2(uy, ug, usz)) J dug dug dug . (9.67)
12 o Jo Jo
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Der Vorteil einer solchen Transformation ¥ — « besteht darin, dass nun die Integrati-
onsgrenzen unabhéngig von den Integrationsparametern oder aber einfache Funktionen
dieser Integrationsparameter sind.

9.4.2 Beispiel: Die Kugel vom Radius R

Wir betrachten als Beispiel die Integration iiber das Volumen einer Kugel vom Radius
R. Als Parameter wéhlen wir den Betrag eines Vektors r € [0, R|, sowie die beiden
Winkel 6 € [0, 7] und ¢ € [0,27), die wir schon bei der Beschreibung der Kugelober-
fliche benutzt haben. Wir erhalten somit als Parametrisierung der Kugel:

(r,0,0) — Z(r,0,¢p) = r(cosp sinf,sinp sinf, cosh) (9.68)

mit den angegebenen Bereichsgrenzen. Das neue Volumenelement bzw. die Jakobi-
Determinante J lésst sich leicht berechnen, wenn man beriicksichtigt, dass

(;_x = 7 = (cosp sinf,sinp sinf, cosh) (9.69)
r
ist, und
(g—z X g—;) = r’sinf 7 . (9.70)
Damit folgt
J = ii-(r*sinf)i = r’sinf . (9.71)

Wir erhalten somit als neues Volumenelement
dV = r*sinfdrdfdyp . (9.72)

Fiir das Volumen folgt daher:

R T 27 47
V= / dv :/ Ter/ sin@d@/ dep=—R>. (9.73)
% 0 0 0 3

9.4.3 Der Satz von Gaufl — Die Divergenz als Quellendichte

Der Gaufy’sche Satz besagt, dass das Volumenintegral iiber die Divergenz eines Vek-
torfeldes gleich dem Integral {iber die Oberfliche 0V iiber das Vektorfeld selber ist:

/‘)(§~ﬁ)d3x = /8Vﬁ-df. (9.74)

Der Beweis erfolgt dhnlich, wie der Beweis des Stokes’schen Satzes. Wir gehen von
folgender Identitét aus, die hier nicht bewiesen werden soll, aber durch direktes Nach-

rechnen ,leicht* (das bedeutet ,mit einem gewissen Aufwand aber ohne besondere
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technischen Raffinessen®) iiberpriifbar ist:

G 2, u u) {8:? ' (a:z’ 892*‘)} _

aul 5u2 : 8U3
0 |= (0r 0% 0 |= (0¥ OF 0 |= (0¥ 0OF
3u1 |: (8u2 % 8U3 ) :| + 8u2 |: <8u3 % (?ul ) :| + 8u3 |: <8U1 % 8u2 ) :|

Nun setzen wir diese Identitét in das Volumenintegral iiber die Divergenz eines Vek-

torfeldes ein und erhalten ein Oberflichenintegral, parametrisiert durch den Rand des
Quaders von (uq, ug, ug), iiber das Vektorfeld.

Fiir einen gewdhnlichen Quader im R? (definiert durch die Grenzen z; € [0, al, 75
[0,0], x5 € [0, ¢]) sieht man die Identitdt unmittelbar:

/ (8F1 + OF, + aF‘”’) dz, dzs dzs

8:61 81'2 8.1'3

Auf der rechten Seite wird immer iiber die gegeniiberliegenden Flichen bei einem

1= r3=c

dIl dZEQ
0

adZEQ d[L’g + /F2
0

xro=b
dIl deg + /F3
xo=0

1= 3=

Wiirfel integriert, jeweils mit umgekehrtem Vorzeichen, was zum Ausdruck bringt, dass
der Normalenvektor der einen Seite die umgekehrte Orientierung zum Normalenvektor
der gegeniiberliegenden Seite hat.

Mit Hilfe des Gauf3’schen Satzes konnen wir der Divergenz eines Vektorfeldes
auch die Interpretation einer sogenannten Quellendichte geben. Es gilt:

V.-F = hm—/(ﬁﬁ)dv = lim—/ F-df . (9.75)
v

Das Integral iiber die geschlossene Oberfliche eines Volumens iiber ein Vektorfeld
ergibt aber gerade den Gesamtfluss dieses Vektorfeldes durch diese Oberfléche, also
die ,,Gesamtzahl der Quellen* des Vektorfeldes innerhalb des Volumens. Die Divergenz

ist daher die Quellendichte. In diesem Fall handelt es sich um eine Volumendichte.

9.5 Die Kontinuititsgleichung

Die angegebenen Integralsitze ermdglichen oft den Ubergang zwischen einer lokalen
Aussage, die an jedem Raumpunkt erfiillt sein muss, und einer globalen Aussage, die
fiir beliebige Volumina oder Flichen erfiillt sein muss. Als Beispiel betrachten wir die
Kontinuitétsgleichung fiir elektrische Ladungen.

p(Z,t) beschreibe eine elektrische Ladungsdichte bzw. eine Ladungsverteilung
zum Zeitpunkt £. D.h.

() = [ o) da (9.76)
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ist die Gesamtladung in einem Volumen V zum Zeitpunkt ¢t. Wir fragen uns nun nach
der Ladungsidnderung in diesem Volumen, d.h.

%Qv(t) _ /v (7, 1) &P (9.77)

Es ist kein Prozess in der Natur bekannt, der die Gesamtladung eines abgeschlosse-
nen Systems verdndert, d.h., Ladung ist eine Erhaltungsgrofie. Die Ladungsédnderung
in einem Volumen muss mit einem Ladungsfluss durch die Oberfliche des Volumens
verbunden sein. Den Ladungsfluss driicken wir durch die Stromdichte j(Z) aus. Die
Stromdichte zu einer Ladungsverteilung p(¥), die sich am Punkte # mit der Geschwin-
digkeit ¥(Z) bewegt, ist

j@) = w(@e() . (9.79)

Der Fluss an Ladung durch eine geschlossene Oberfldche 9V pro Zeiteinheit ist:
d 2
Savn) = — [ @-af. (979
oV

Das negative Vorzeichen gibt an, dass Q die Anderung der Ladungsmenge in V ist.
FlieBt beispielsweise Ladung aus V ab, so ist Q negaviv. Der Strom ist nach aufien
gerichtet, d.h., das Integral iiber die Stromdichte gibt die nach aulen abflieende La-
dungsmenge an, die gleich dem negativen der Ladungsdnderung im Inneren ist. Wir
erhalten also die Aussage:

/Vp(i:‘,t)dx S /ij(f)-df. (9.80)

Das Volumenintegral iiber die zeitliche Anderung von p ist gleich dem Oberflichenintegral
iiber den Strom. Diese Aussage gilt fiir jedes Volumen V. Nach dem Gaufy’schen Satz
gilt aber auch

/vp(f,t) Bz = — /V(V-j(j’)) &3z . (9.81)

Da auch diese Aussage fiir jedes Volumen V gilt, konnen wir V' beliebig um einen
Punkt konzentrieren und gelangen so zu er lokalen Aussage:

p(E 1) = —V-(7) . (9.82)
Diese Gleichung bezeichnet man als Kontinuitdtsgleichung [continuity equation]. Abge-
leitet haben wir sie aus einer Art Bilanzgleichung (fiir die Ladung) in einem beliebigen
Volumen V. Ganz &hnliche Bilanzgleichungen (in diesem Fall fiir den Impuls und die
Energie) nutzt man in der Hydrodynamik zur Herleitung der Bernoulli-Gleichung bzw.
der Navier-Stokes-Gleichung.
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Kapitel 10

Elementare Konzepte der
Differentialgeometrie

Dieses Kapitel soll einige der Konzepte der letzten Kapitel unter einem geometrischen
Gesichtspunkt vertiefen. Allgemein befasst sich die Differentialgeometrie mit geome-
trischen Strukturen auf Mannigfaltigkeiten. Dabei werden Mannigfaltigkeiten sehr all-
gemein als topologische Rdume definiert, die lokal Karten besitzen, d.h., die sich lokal
bijektiv mit Teilmengen des R™ (oder bei komplexen Mannigfaltigkeiten des C™) iden-
tifizieren lassen. Diese Teilmengen des R™ (C") bilden dann den Parameterraum, durch
den die Mannigfaltigkeit parametrisiert wird. Durch die Festlegung einer sogenannten
Metrik kann man Weglédngen, Abstdnde und Winkel definieren und somit Geometrie
betreiben. Durch die Art, wie iiberlappende Karten miteinander in Verbindung stehen,

kann man sogar globale Eigenschaften solcher Mannigfaltigkeiten untersuchen.

Zunachst betrachte ich in den R"™ eingebettete Mannigfaltigkeiten, die ihre Me-
trik (und damit die Definition von Abstdnden) durch den einbettenden Raum erhalten.
Dies ist eine Fortsetzung der Konzepte aus Kapitel 8.

In einem zweiten Schritt sollen krummlinige Koordinaten des R™ betrachtet
werden. In gewisser Hinsicht handelt es sich um eine Reparametrisierung des R™ bzw.
eine Einbettung des R” in sich selbst. Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dass der
zugrundeliegende Raum immer noch der euklidische (flache) R™ mit dem kanonischen
Skalarprodukt -y = > . x;y; ist, wobei sich die Koordinaten z;,y; auf kartesische
Orthonormalkoordinaten beziehen. Das Ziel dieses Abschnitts ist die Darstellung von
Differentialoperatoren, insbesondere des Laplace-Operators, in krummlinigen Koor-
dinaten. Eine Verallgemeinerung von Differentialoperatoren auf nicht flache Mannig-
faltigkeiten geht iiber diese elementare Einfiihrung weit hinaus und wird hier nicht
betrachtet. Viele der hier behandelten Konzepte lassen sich aber leicht verallgemei-

nern.

233
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10.1 Indexnotation und Einstein’sche Summenkon-

vention

Wenn man mit krummlinigen Koordinatensystemen (oder allgemein in nicht karte-
sischen Koordinatensystemen) arbeitet, ist eine Notation hilfreich, die insbesondere
in der speziellen und allgemeinen Relativitéitstheorie allgemein verwendet wird: Die
Stellung der Indizes gibt an, um welche Art von geometrischer Grofle es sich handelt.

Zur Motivation der folgenden Konzepte betrachten wir einen Vektorraum V'
(Dimension n) und einen Vektor € V' (in diesem Abschnitt werde ich Vektoren durch
den Vektorpfeil kennzeichnen, um eine Verwechslung mit Koordinaten zu vermeiden).
Wir kénnen in V' eine Basis, also n linear unabhéngige Vektoren { f;} (o =1,...,m),
definieren und den Vektor Z nach dieser Basis entwickeln:

F=> 2fa. (10.1)
a=1

(Aus Griinden, die gleich offensichtlich werden, wurde der Index an den Koordinaten
oben, der Index an den Basisvektoren unten geschrieben.)

Unter einer allgemeinen Basistransformation {f,} — {f’}, also der Wahl eines
neuen Satzes von Basisvektoren, dndern sich auch die Koordinaten des Vektors 7,
wobei der Vektor selbst unveréndert bleibt:

F=Y a"f. (10.2)
a=1

Jede Basistransformation lisst sich eindeutig! durch eine lineare Abbildung A : V' —
V' darstellen, d.h., die neue Basis lidsst sich als Linearkombination der alten Basis
schreiben:

farr fL=) _ASf5. (10.3)
B=1

Da der Vektor Z unter der Basistransformation unverdndert bleibt, miissen sich seine

Koordinaten mit der inversen Abbildung transformieren:

n

22’ =Y (A)ga’ mit  » (ATHIA} =45, (10.4)
B=1 =1

wobei d5 das Kronecker-Delta-Symbol darstellt (vgl. Gl. 2.37: g = 0 fiir o # 8 und
05 = 1 fiir a = 9).

'Fiir die Eindeutigkeit muss die Ausgangs- und Zielbasis nummeriert sein, ansonsten kann man
immer noch Permutationen der Basisvektoren vornehmen, welche die Menge der Basisvektoren nicht
dndert. Die Abbildung A ist eindeutig, sofern fi auf fi, f2 auf f; und allgemein f; auf f; abgebildet
werden.
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Man bezeichnet nun jeden Satz von indizierten Groflen als kovariant bzw. als
kovarianten Vektor, wenn sich seine Elemente bei einem Wechsel der Basisvektoren
untereinander wie die Basisvektoren (also unter der Abbildung A) transformieren, und
man bezeichnet diesen Satz von Groflen als kontravariant bzw. kontravarianten Vek-
tor, wenn sich seine Elemente wie die Koordinaten eines Vektors (also mit A~') trans-
formieren. Kovariante Indizes schreibt man nach unten, kontravariante Indizes nach
oben. Diese Konvention gilt auch allgemeiner fiir geometrische Objekte mit mehreren
Indizes (Tensoren). Wichtig ist, dass die geometrischen Objekte selbst von der Wahl
der Koordinatensysteme unabhingig sind, ihre Komponenten in einem bestimmten
Koordinatensystem aber natiirlich von diesem Koordinatensystem abhingen.

Diese Notation hat den Vorteil, dass in bei geometrischen Grofien (die also
nicht vom Koordinatensystem bzw. der gewdhlten Basis abhéngen) immer iiber einen
Index summiert wird, der auf derselben Seite einer Gleichung einmal oben und einmal
unten auftritt. Man kann sich in diesem Fall das Summenzeichen sogar sparen, wenn
man die Einstein’sche Summenkonvention beriicksichtigt: Uber doppelt auftretende
Indizes, einmal oben und einmal unten, ist immer zu summieren. Dies wird in den
kommenden Abschnitten verwendet. Allgemein kann ein Index auf einer Seite einer
Gleichung entweder doppelt auftreten (dann einmal oben und einmal unten und es
wird {iber ihn summiert) oder einfach (entweder oben oder unten), dann sollte derselbe
Index auf der anderen Seite der Gleichung an derselben Stelle (oben bzw. unten)
auftreten.

10.2 Verallgemeinertes Skalarprodukt und metri-

scher Tensor

In den néchsten Abschnitten (bis zur Einfithrung von Differentialoperatoren) wird
nicht zwischen einer Einbettung einer Kurve, Fldache oder allgemeiner eines d-dimen-
sionalen Raumes in den R” (also d < n) und einer Reparametrisierung des R™ (also

d = n) unterschieden. Daher betrachten wir im Folgenden Einbettungen der Form:
(u', ..., u?) = Z(ut, ..., u?), (10.5)

wobei wir neben d < n (der Einbettung eines parametrisierten Teilraums) auch den
Fall d = n zulassen (eine Koordinatentransformation). Man beachte, dass die Indizes
an den Koordinaten nun oben platziert sind.

Die Parameterdarstellung definiert in einem Punkt p ~ F(u!,...,u?) auf der
Mannigfaltigkeit, der durch die Koordinaten (u!,...,u?) charakterisiert wird, d linear
unabhéngige Tangentialvektoren:

PN 0T (ul, ..., u?)

falp) = =2 (10.6)
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(Man beachte, dass es sich bei dem Index « auf der linken Seite um einen Index han-
delt, der die verschiedenen Vektoren durchnummeriert, wohingegen auf der rechten
Seite nach der Koordinate u® abgeleitet wird.) Die Ableitung nach einer Koordinate
mit oben stehendem Index ergibt einen Ausdruck, bei dem der Index unten steht. Dies
folgt aus Gl. 5.48: Dort ist h ein Vektor, dessen Koordinaten sich kontravariant trans-
formieren. Damit das Produkt mit dem Gradienten eine invariante (skalare) Grofle
ergibt, miissen sich die Komponenten des Gradienten (die sich aus den Ableitungen
nach den Koordinaten ergeben) kovariant transformieren. Das rechtfertigt die Notation

8% = 0O4. Anders ausgedriickt: Damit die Identitét

% =0 (10.7)
auch bei einem Koordinatenwechsel richtig bleibt, muss sich {9/0u®} invers zu {u®}
transformieren.

Die Tangentialvektoren { f;} sind im Allgemeinen weder Einheitsvektoren noch
orthogonal. Wir konnen natiirlich diese Vektoren noch durch ihren Betrag dividieren
und auch zur Konstruktion eines Orthonormalsystems verwenden (dhnlich, wie wir
dies beim begleitenden Dreibein schon gemacht haben). In den meisten Fillen ist es
aber einfacher, direkt mit den Vektoren fa(p) als Basisvektoren des Tangentialraums
im Punkte p zu rechnen. Wenn wir allerdings Vektoren in diesem Tangentialraum
durch ihre Komponenten beziiglich der Basis {fa(p)} ausdriicken, miissen wir bei
der Berechnung des Skalarprodukts (wie es durch den einbettenden R™ definiert ist)
vorsichtig sein: Seien ¥ und y zwei Vektoren im Tangentialraum des Punktes p. Diese
beiden Vektoren lassen sich beziiglich der Tangentialvektoren { f;} zerlegen:

—

r=zx"f, gj’zy@]%. (10.8)

(Die Koordinaten von Vektoren haben die Indizes oben und in beiden Féllen ist nach
der Einstein’schen Summenkonvention iiber die Indizes zu summieren.)

Das Skalarprodukt zwischen diesen Vektoren im einbettenden Raum R™ ist:
7-7= (a"fa)) - (1)) = 2 (o i) = gasa®y’ . (10.9)

Wir konnen also das Skalarprodukt durch die Komponenten der Vektoren beziiglich
der Basis { ﬁ} ausdriicken, miissen dabei aber die symmetrische Matrix

- o 0F(ut, . ud) 0F(ut, ..., ud)
gaﬁ:foz'fﬁ: Ouc : ouP

beriicksichtigen. Gleichung 10.9 bezeichnet man als ein verallgemeinertes Skalarpro-

(10.10)

dukt und die (symmetrische) Matrix g,z als Metrik. Wie wir noch sehen werden,
erlaubt g,5(p) die Berechnung von Langen und Absténden auf der Mannigfaltigkeit.
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Da die Tangentialvektoren ﬂ(p) vom Punkt p abhéngen, an dem sie berechnet
werden, hingen auch die Elemente des Skalarprodukts von diesem Punkt p ab: gs(p).
Man spricht in diesem Fall vom metrischen Feld. Da das Skalarprodukt in jedem Punkt
ein Tensor (2. Stufe — die Matrix hat zwei kovariante Indizes) ist, spricht man auch

vom metrischen Tensor bzw. metrischen Feldtensor.

10.3 Reziproke bzw. duale Basis

Wie erhalten wir die Komponenten z* eines Vektors & beziiglich der Basis {fa}?
Im Fall der Standardbasis {é€; = (0, ..,0,1,0,..,0)} konnten wir den Vektor & einfach
mit einem Basisvektor multiplizieren und erhielten z* = &* - Z. Bei der Standardba-
sis muss nicht zwischen unten und oben stehenden Indizes unterschieden werden, bzw.
¢, = &". Ich werde zwar in diesem Kapitel auch beziiglich der kartesischen Koordinaten
weitgehend diese Unterscheidung treffen, allerdings wird an manchen Stellen ohne Be-
griindung der Index zu den kartesischen Koordinaten manchmal scheinbar willkiirlich
oben bzw. unten gesetzt, ohne dass ich immer explizit eine Begriindung angebe.

Um die Komponenten eines Vektors in einer allgemeinen Basis dhnlich berech-
nen zu konnen, definiert man die sogenannte duale Basis bzw. reziproke Basis. (Streng
genommen sollte man zwischen der dualen Basis, die eine Basis im sogenannten Dual-
raum V* zu dem Vektorraum V ist, und der reziproken Basis, die bei einem gegebenen
Skalarprodukt das entsprechende Gegenstiick im Vektorraum V' ist, unterscheiden. Fiir
praktische Rechnungen ist dieser Unterschied aber nicht relevant.)

Fiir die reziproke Basis {f®} soll gelten:

fofs =105, (10.11)

Bei der reziproken Basis steht der Index oben. Tatsédchlich muss sich die reziproke Ba-
sis kontravariant transformieren, wenn die gewthnliche Basis kovariant transformiert
wird, sodass die Beziehungen 10.11 erhalten bleiben. Offenbar gilt:

—

Fogo fo (xﬁfg) = of (fa-@ = %65 = 27 (10.12)

Anschaulich steht der Vektor fa senkrecht auf allen Basisvektoren { j%} fiir 8 # « und
hat mit f(; das Skalarprodukt 1. Damit wird auch deutlich, dass beispielsweise eine
Streckung von f; zur Folge hat, dass fo‘ entsprechend gestaucht werden muss. Im R?
kann man mithilfe des Kreuzprodukts die reziproke Basis leicht konstruieren:

fa — 1604/37 _ fﬁf f“Y_‘ .
2 fi-(fax fs)
(€27 entspricht dem gewohnlichen Levi-Civita-Symbol — G1. 2.40 — und iiber doppelt

(10.13)

auftretende Indizes auf der rechten Seite ist wieder zu summieren; daher auch der
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Faktor 1/2: jeder Term auf der rechten Seite tritt zweimal auf.) Wir kénnen allgemein
die reziproken Basisvektoren auch in der Form

f=9"fs (10.14)
schreiben, wobei ¢®% = fa . fﬁ die inverse Matrix zu g, ist:
979y = 03 . (10.15)

Da die reziproke Basis ebenfalls eine Basis des Vektorraums V' ist, konnen wir
einen Vektor & auch nach der reziproken Basis entwickeln:

7= o[, (10.16)

und die (nun kovarianten) Koordinaten x, erhalten wir aus den kontravarianten Ko-
ordinaten durch
To = Gapl’ (10.17)

und umgekehrt:
= g™ rg. (10.18)

Wir sehen daher, dass man mit der Metrik g,s bzw. ihrem Inversen ¢*° die Indizes
von Vektoren rauf- bzw. runterziehen kann.

10.4 Intrinsische Bedeutung der Metrik

Wir wollen nun einen Aspekt der Metrik ansprechen, der anschaulich weniger den
Tangentialraum an eine Mannigfaltigkeit betrifft als die Mannigfaltigkeit selber. Er
rechtfertigt die Bezeichnung Metrik als ,, Abstandsmesser”.

Wir betrachten auf dem eingebetteten d-dimensionalen Raum zwei Punkte p ~
F(ut,...,u?) und p' ~ F(u,...,u'?), die nahe beeinander liegen sollen. Der Abstand

zwischen diesen beiden Punkten,

ds = \/(Z(u, ..., w) — Z(ul, ..., ud))?

soll also klein sein. In diesem Fall erwarten wir, dass auch die Koordinaten, durch
welche die beiden Punkte beschrieben werden, nahe beieinander liegen (sofern nicht
eine Koordinatensingularitét vorliegt):

(W, .. ) = (u' 4 dut, . ud 4 du?)

Wir erhalten somit:

=)
—~
:\
o —_
:\
[~W
S~—
|
gall
Q}—\
I
N
I
8y
—

u' + dut,u® + dut) — B uf)
0T (ul, ..., u?)

ot 1\2
e du® + O((du')?) .

I
M=

Q
Il
—
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Die partiellen Ableitungen nach den Parametern sind gerade die Basisvektoren im

Tangentialraum:
- 0T (ul, ..., u?)
folp) = — o

Fiir den , infinitesimalen“ Abstand ds erhalten wir somit:

ds — (Zl f;(p)dua> : <BZ f;(p)duﬁ> = /90 (p) due du? (10.19)

Mithilfe des metrischen Feldes kénnen wir also an jedem Punkt (u?!, ..., u?) unserer Kar-

te bestimmen, welchen Abstand zwei eng beieinander liegende Punkte in Wirklichkeit
haben. Das metrische Feld ist ein ,,orts- und richtungsabhingiger Kartenmafistab®.

Ist ein parametrisierter Weg auf der Mannigfaltigkeit durch (u'(t),...,u?(t))
gegeben (t € [to, t1]), kann man seine Lange durch

t due duf
L= /ds = / \/gCY D —dt 10.20
5 s(P) = (10.20)

berechnen. Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten bezeichnet man als Geodite.

Sie ersetzt fiir allgemeine gekriimmte Mannigfaltigkeiten das Konzept der Geraden im
euklidischen (flachen) Raum (vgl. Gl. 9.31).
In der allgemeinen Relativitdtstheorie gibt man oft den metrischen Feldtensor

in der Form
ds® = gap du®du” (10.21)

an. Dabei bezeichnet ds? das Quadrat des physikalischen Abstands zwischen zwei
(physikalisch eng benachbarten) Ereignissen, den man mit tatséchlichen MaBstédben
oder Uhren ausmessen kann. du® bezeichnet die Differenz in der Koordiante u®, durch
welche man die beiden Ereignisse in einer Karte ausdriickt. Das metrische Feld gibt
die Beziehung zwischen dem physikalischen Abstand und den Koordinatenabsténden

zweier Ereignisse an.

10.5 Jacobi-Determinaten und Metrik

In diesem Abschnitt soll eine Identitdt bewiesen werden, die in den vergangenen Ab-
schnitten mehrfach fiir Spezialféille aufgetreten ist, die aber allgemein gilt. Wir be-
trachten ein kartesisches Koordinatensystem im R" (die Komponenten von Punkten
sind {z'}) und wir wechseln zu einem krummlinigen Koordinatensystem (mit Kom-
ponenten {u’}). Dann miissen wir in einem Volumenintegral die Jacobi-Determinante

dieser Variablentransformation beriicksichtigen (vgl. Gl. 9.66). Die Tangentialvektoren

f(p)a = %. (10.22)

in einem Punkt p sind:
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Diese Tangentialvektoren spannen (sofern keine Koordinatensingularitét vorliegt) ein
n-dimensionales Volumen auf und es gilt:

or 0r or
oul’ ou?’ " dun

dV = Vol ( ) duy dusg - - - du,, . (10.23)

Das Volumen ist aber gerade die Determinante der Matrix zu den n-Tangentialvektoren:

oxr 0x ox
| = det 10.24
Vo <8u1’8u2’ ’8u"> et/ (10-24)

mit 57 oz oz
T Or x
J= e . 10.25
(81@1’ ou?’ " 8u”) ( )
Die Matrixelemente von J sind: o
i ox'
J5 = S (10.26)
Fiir die Matrixelemente der transponierten Matrix gilt:
ox;
Iy = 2. 10.27
()i = (10.27)

(Hier wurde, etwas unmotiviert, ausgenutzt, dass z* = z; fiir kartesischen Koordinaten;
fir andere Koordinaten ist auch die transponierte Matrix eine andere.)
Wir bilden nun das Produkt der Matrizen J? und J:

xy Ok - -
D)y = St = S SO ) =)y (1028)

out ou?
k

Das Produkt der Jacobi-Matrix J mit ihrer Transponierten ist somit gleich der Metrik
im Tangentialraum am Punkt p.

Die Determinante einer Matrix ist gleich der Determinante ihrer Transponier-
ten und die Determinante des Produkts zweier Matrizen ist gleich dem Produkt der

Determinanten. Damit folgt:
(det J)? = det g oder  detJ = 4+/detg. (10.29)

Das Volumenelement fiir krummlinige Koordinaten ist also gleich der Wurzel aus der
Determinante der Metrik. Diese Beziehung gilt ganz allgemein (nicht nur fiir Koordi-

natentransformationen).

10.6 Drei Beispiele

In diesem Abschnitt sollen die Konzepte der vergangenen Abschnitte anhand von drei
Beispielen verdeutlicht werden: Polarkoordinaten in zwei Dimensionen, Kugelkoordi-
naten in drei Dimensionen und die Kugeloberfliche als Beispiel fiir eine eingebettete
Mannigfaltigkeit.
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10.6.1 Polarkoordinaten

Ein Punkt p € R? in der Ebene sei durch seinen Abstand r vom Nullpunkt und
den Winkel ¢ zur z-Achse charakterisiert, also p ~ Z(r,p) = (rcosp,rsinp). Die
Polarkoordinaten definieren durch den Punkt p zwei ausgezeichnete Kurven:

7(p) = (rcosp,rsing) (rfest)  4a(r) = (rcosp,rsing) (¢ fest).  (10.30)

71 () beschreibt einen Kreis vom Radius » um den Nullpunkt, und ~5(r) beschreibt
einen Strahl, der sich radial vom Nullpunkt nach unendlich erstreckt und zur positi-
ven x-Achse den Neigungswinkel ¢ hat. Diese beiden Kurven haben in p jeweils die

Tangentialvektoren:
f;(p) _ 8[Eér7 @) = (—7’ Singp7 r COS gp) (1031)
2
ﬁ(p) = 8250 = (cosp, sinyp). (10.32)

Die Notation f;(p) bzw. f,(p) soll andeuten, dass diese beiden Vektoren im Allgemei-
nen von dem Punkt p, ausgedriickt durch seine Koordinaten r und ¢, abhéngen.

Wir koénnen uns leicht davon iiberzeugen, dass diese beiden Vektoren orthogonal
sind. Normieren wir die beiden Vektoren noch auf die Lénge eins, so erhalten wir ein

Orthonormalsystem von Basisvektoren fiir den Tangentialraum im Punkte p:

€,(p) = (—sing, cosy) é-(p) = (cosp, singp). (10.33)

Wollen wir jedoch Vektoren im Tangentialraum durch die Komponenten beziiglich

ﬁ und j::p ausdriicken, so miissen wir das verallgemeinerte Skalarprodukt verwenden:
9oe(D)  gro(P) rt 0
g(p) ~ ( o7 ’ = . (10.34)
er(P)  grr(P) 0 1
Die inverse Matrix hat die Komponenten

1
o(p)t ~ ( g¢¢(p) 9" (p) ) 2 0) (10.35)
9" (p) 0 1

Die zu f,,, f, (Gl. 10.31, 10.32) reziproke Basis ist

->r

- 1
fgo(p) = (—; sin ¢, 1 cos gp) f (p) = (cosyp, singp) . (10.36)
SchlieBlich erhalten wir fiir das Volumenelement in Polarkoordinaten (vgl. Gl. 9.27):

dV = y/detgdrdp =rdrde. (10.37)
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10.6.2 Kugelkoordinaten

Im R3 sind Kugelkoordinaten durch folgende Parametrisierung gegeben:
Z(r,0, ) = (rsinf cos @, rsin 0 sin p, r cos ). (10.38)

Die Parameterbereiche sind r € [0, 00), § € [0, 7] und ¢ € [0, 27). Wie schon erwihnt,
sind die Rédnder r = 0 und 6 = 0, 7 Koordinatensingularitéten.

Die durch die Koordinaten bestimmte Basis des Tangentialraums bei einem
Punkt p € R? besteht aus den drei Vektoren:

f;«(p) = M = (cospsinf, sin psinf, cosh)
r
- T 0
folp) = %ﬁj) = (—rsinpsinf, rcospsind, 0)
> T 0
folp) = % = (rcospcosf, rsinpcosf, —rsinf).

Auch in Kugelkoordinaten sind die drei Tangentialvektoren zu den Parametern r, ¢
und 6 orthogonal. Fiir die Komponenten des metrischen Tensors erhalten wir:

9rr  Gro Gre 1 0 0
9= Gor Gpo goo | = | 0 r?sin®0 0 |, (10.39)
for  Goo  Goo 0 0 r?

und das Volumenelement ist:

dV =r*sinfdrdfdep. (10.40)

10.6.3 Die Kugeloberfliche

Die beiden bisherigen Beispiele bezogen sich auf Koordinatentransformationen, nun
wollen wir mit der Kugeloberfliche noch ein Beispiel fiir die Einbettung einer Fléiche
in den R? betrachten. Eine mogliche Beschreibung der Kugeloberfliche folgt aus den
Kugelkoordinaten, wobei wir nun den Radius R nicht mehr als Koordinate sondern
als festen Parameter interpretieren. Die Koordinaten der Kugeloberfliche sind somit
die beiden Winkel (¢, #). Die beiden Basisvektoren fiir den Tangentialraum an einem
Punkt auf der Kugeloberfliche (ausgedriickt durch seine Koordinaten (¢, 6)) sind da-
her:

> T 0

folp) = %j’) = (—Rsinpsinf, Rcospsind, 0)

= T 0

folp) = 9%(r,,6) = (Rcospcos, Rsinpcosf, —Rsinf).

00
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Die Komponenten des metrischen Tensors beziiglich dieser Basisvektoren des Tangen-

R%sin®0 0
g= . (10.41)

tialraums lauten:

0 R?

Das ,, Volumenelement“ (das nun der Betrag eines Flidchenelements ist) fiir eine Inte-
gration iiber die Kugeloberfliche (nun zu festem R) ist

df = R?*sinfdfde. (10.42)

Wir kénnen die Kugeloberfliche auch durch die Koordinaten beschreiben, die
wir durch Auflésen von der impliziten Gleichung

(2Y)2 + (22)? + (2°)2 = R? (10.43)

nach einer Komponente erhalten. Wir wéhlen die Parameterdarstellung fiir die ,,nérd-
liche® Hemisphére:

(u,v) = (u,v, +vV R* — u? — v?). (10.44)

Die beiden Tangentialvektoren an den Punkt p (gekennzeichnet durch die Koordinaten
(u,v)) sind:

> _ 0%(u,v) u

Julp) = ouw <1’ 0 R2 — w2 — UQ)
> _ 0%(u,v) v

fv(p) - av - <0717 R2 —u2—112> .

Nun sind die beiden durch das Koordinatensystem definierten Basisvektoren im All-

gemeinen weder Einheitsvektoren noch orthogonal und wir erhalten fiir die Metrik:

u? uv

1+
g:<guu guv) _ R —w?—v? R —w? 02 : (10.45)

Gou  Gov vu 1+ v

R2 —y?2 — 92 RZ — 2 — 2

Offensichtlich sind die Elemente dieser Metrik fiir u?+v* = R? — also auf dem Aquator
— nicht mehr definiert (bzw. gehen gegen unendlich). Dies ist ein typisches Beispiel fiir
eine Koordinatensingularitét, denn der Aquator ist natiirlich keine singulire Punkt-
menge der Kugeloberfliche, sondern das gewéhlte Koordinatensystem ist dort nicht
mehr sinnvoll.

Das ,,Volumen“-element in diesen Koordinaten ist

1
df = y/detgdudv = ———=dudv. (10.46)
1 — uitv?
R2
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10.7 Differentialoperatoren in krummlinigen Koor-

dinaten

Wir betrachten im Folgenden speziell den R? (bzw. bei Polarkoordinaten auch den R?)
und fithren einen Wechsel der Koordinaten durch:

7 — T(u,u? u?). (10.47)

Auch hier kénnen wir an jedem Punkt p, charakterisiert durch seine Koordinaten

(u',u?,u?), die , Tangentialvektoren* bilden:

- 0T (ut, u?, u?)
=17 10.4

Die Bedingung, dass ein Koordinatenwechsel bijektiv sein soll, bedeutet wiederum,
dass das von den Tangentialvektoren aufgespannte Parallelepiped nicht entartet sein
soll. Mit anderen Worten: Die Jakobi-Determinante (vgl. Gl. 10.24) ist nicht null.
Da die Jakobi-Determinante gleich der Wurzel aus der Determinante der Metrik ist
(Gl. 10.29), bedeutet dies gleichzeitig, dass die Determinante der Metrik von null
verschieden sein muss.

Wenn man es mit Vektorfeldern in krummlinigen Koordinaten zu tun hat, muss
man sich entscheiden, beziiglich welcher Basisvektoren man die Komponenten der Vek-
toren ausdriicken mochte. Bei einem kovarianten Vektorfeld bietet sich die kovariante
Basis { f;} an, bei einem kontravarianten Vektor (beispielsweise dem Gradientenfeld
zu einem Skalarfeld) sollte man die reziproke (bzw. duale) Basis wihlen. In vielen
Féllen wird das auch so gehandhabt.

Leider hat sich bei orthogonalen Basisvektoren {f,} (wenn also g5 = 0 fiir
a # [ gilt — dazu zéhlen die meisten der gédngigen Koordinatensysteme wie Polarko-
ordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten) die Konvention eingebiirgert,

eine orthonormierte Basis {€, = } zu wihlen. Der Vorteil ist, dass man nicht

—"fa
zwischen der Basis und ihrer reziproken Basis unterscheiden muss (bei orthonormalen
Basisvektoren sind die beiden Basen gleich), der Nachteil ist jedoch, dass die Ausdriicke
nicht mehr manifest ko- bzw. kontravariant sind, was man schon an der Definition der
normierten Basisvektoren erkennt (hier tritt auf einer Seite der Index a dreimal auf
und es wird nirgendwo summiert).

Wir werden nur den Gradienten und die Divergenz fiir krummlinige Koordinaten
berechnen, mehr oder weniger um das Prinzip zu verdeutlichen. Die Rotation wird man
als Physiker selten in krummlinigen Koordinaten ausdriicken, auflerdem findet man
die Formeln in verschiedenen Formelsammlungen. Der Laplace-Operator tritt jedoch

in der Physik hdufig in krummlinigen Koordinaten auf.
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10.7.1 Reziproke Basis in krummlinigen Koordinaten

— —

Zu der kovarianten Basis {f(p).} konnen wir wieder die reziproke Basis { f(p)*} iiber
die Bedingungen GI. 10.11 bestimmen.

Nun besitzen die reziproken Basisvektoren allerdings noch eine weitere geo-
metrische Bedeutung. Da die Abbildung (2!, 22, 23) — (u!,u? u?) bijektiv sein soll
(zumindest an den Stellen, wo die krummlinigen Koordinaten wohl definiert sind) gilt:
(vel. GL 10.7):

du™ ou® oz’

— = ———=103. 10.49

ouf —~ Ox' ou’ A ( )
Hier steht das Skalarprodukt von f;, dessen i-te Komponente dx°/0u” ist, und ei-
nem Vektor, dessen i-te Komponente du®/dz* ist. Offenbar handelt es sich bei diesem

Vektor um den reziproken Basisvektor fa. Damit erhalten wir die Beziehung

o= (8“ Ou” Ou ) = Vu®, (10.50)

oxl’ O0x2’ Ox3

der reziproke Basisvektor ist also der Gradient der Koordinatenfunktion u®. Dieser
Gradient steht senkrecht auf der ,Aquipotentialfliche* von u® (also dem 2-dimen-
sionalen Unterraum von R3 auf dem u® konstant ist) und damit senkrecht auf den
anderen beiden Tangentialvektoren (diese erhilt man durch Ableitung von Z'(u', ..., u®)
nach u? bei festgehaltenem u®).

Man beachte auch, dass bei orthogonalen Basisvektoren die normierten Basis-
vektoren {€®} (wie schon erwéhnt, spielt es hier keine Rolle, ob der Index oben oder
untern steht) iiber die Beziehung € = | /gaq fa mit der reziproken Basis in Beziehung
steht.

10.7.2 Der Gradient in krummlinigen Koordinaten

Bisher haben wir den Gradient einer skalaren Funktion ®(Z(z!, 2%, #3)) in kartesischen
Koordinaten betrachtet und es galt:

Vo (z!, 2%, 2%) = <%, %, %) bzw. (V); = gj =0,®. (10.51)
Nun fithren wir allgemeine Koordinaten {u®} ein und betrachten das skalare Feld als
Funktion dieser Koordinaten. Als Funktion der Koordinaten handelt es sich natiirlich
um eine andere Funktionsvorschrift, daher verwende ich das Symbol ®(u!, u2, u?), aber
fiir einen festen Punkt (in kartesischen Koordinaten (z!, 22, 23)) soll der Funktionswert
natiirlich derselbe sein. Das bedeutet:

b(u(a',a% 2%, ud(at 0% 2%) , ui(at, 0% 2?) = D(a' 0?2, (10.52)
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wobei u®(x!, 22 2%) die Koordinate u® aufgefasst als Funktion der kartesischen Ko-
ordinaten {z'} ist. Die Tatsache, dass in der Physik oft nicht zwischen diesen beiden
Funktionen unterschieden wird (und daher dasselbe Symbol verwendet wird), fiihrt
hédufig zu Missverstéindnissen.

Fiir den Gradienten gilt nun:

3 A A
- O ) ) o -
v<bzza =Y 0 0u” i _ 0P fa. (10.53)

({¢} ist die Standardbasis im R3.) Man beachte, dass dies eine Entwicklung des
Gradienten nach der reziproken Basis ist (die, da der Gradient ein kontravarianter
Vektor ist, auch die angemessene Basis ist).

Beziiglich der orthonormalen Basis bei orthogonalen krummlinigen Koordinaten

gilt:
3
Vo =

a=1

109 _,

—_—— 10.54
haauae , (10.54)

wobei
ha = v/om = | fal = |17 (10.55)
Diese Koeffizienten findet man oft in Formelsammlungen fiir die Komponenten des

Gradienten in krummlinigen Koordinaten.

10.7.3 * Divergenz in krummlinigen Koordinaten

Betrachten wir nun Ableitungen von Vektorfeldern in krummlinigen Koordinaten miissen
wir beriicksichtigen, dass nicht nur die Felder selbst sondern auch die Basisvektoren
von dem jeweiligen Punkt p abhédngen.

Zunéchst untersuchen wir, wie sich die Basisvektoren f; verdndern, wenn man
sie nach einer Koordinate ableitet. Wir definieren

ell) ) (10.56)

(iiber  ist zu summieren). Dies bringt lediglich zum Ausdruck, dass bei krummlinigen
Koordinaten die Anderung eines Basisvektors f; nach einer Koordinate uv® wiederum
ein Vektor ist und sich somit als Linearkombination der Basis schreiben lésst. Die

Symbole sz bezeichnet man als Christoffel-Symbole.?

2Hier ist wichtig, dass wir es nicht mit einer Einbettung (d < n) sondern einer Koordinatentrans-
formation (d = n) zu tun haben. Andernfalls muss die Ableitung eines Tangentenvektors nach einer
Koordinate nicht unbedingt wieder im Tangentialraum liegen, sondern kann auch Komponenten senk-
recht dazu haben, wie wir es schon bei der Beschleunigung einer Kurve gesehen haben. Die Projektion
des Vektors 0 f; /Ouf auf den Tangentialraum lisst sich wiederum durch die Christoffel-Symbole aus-
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Fiir die weiteren Uberlegungen ist die Unterscheidung zwischen der Angabe des
Feldes in kartesischen Koordinaten und in krummlinigen Koordinaten besonders wich-
tig, daher verwende ich folgende Notation: E ist das Vektorfeld, das noch unabhéingig
von der Wahl der Koordinaten einem Punkt des R? einen Vektor zuordnet. £ = FE
(Symbole i, j, k etc.) bezieht sich auf die Komponenten des Vektorfeldes in kartesi-
schen Koordinaten {z' = z;} mit der Basis {€; = ¢}, d.h. £ = E'(z!, 2%, 13) etc.
Entsprechend bezeichnet E* (Symbole «, 3,7 etc.) eine Komponente des Vektorfeldes
beziiglich der Basis f, und aufgefasst als Funktion der Koordinaten {u®} (hier ist die
Stellung der Indizes natiirlich wichtig).

Fiir die Berechnung der Divergenz in krummlinigen Koordinaten miissen wir
die (kartesische) Komponente E° zuniichst in krummlinigen Koordinaten ausdriicken.
Da F; = E. é;, driicken wir zunéchst den kartesischen Basisvektor €; in krummlinigen
Koordinaten aus. Es gilt

- ox' ou® -
= —€; 6i = ——fa- 10.
fa . u e = € o f (10.57)
(Wegen ). %?; ng; = 0f sind die beiden Matrizen %15 und ng; gerade invers zueinan-
der.) Damit folgt
o, = ou”
Ei=—(F:f,) =—=FE,. 10.58
B =50 (10.58)

Die Divergenz ist nun:
ou® 0?u” ou® ouP OF,
3 ( - Ea) - Z( LB, 2 ) = AUCE, + ¢*P95E, . (10.59)

— ——Ey+ ——
Ot dx? dz; Ox' OuP
Man beachte, dass fiir den Ausdruck Au® die Koordinate hier als Funktion der karte-
sischen Koordinaten {z;} aufzufassen ist und somit

0* 0 &
Aut = (8%% * x3 * 3$§> ut (s, 22, 33)

0
Gxi

)

(10.60)

T=F(ul,u?,u3)

ist. AuBlerdem handelt es sich in Gl. 10.59 bei den Komponenten des Vektorfeldes
um die Komponenten beziiglich der reziproken Basis (der Index « steht unten). Diese
kénnen wir aber mithilfe der Metrik ,,hochziehen*:

divE = 955" + (Au“gas)E” . (10.61)

Der Faktor Au®g.s = 'y lésst sich durch die Christoffel-Symbole ausdriicken.

driicken. Die durch die Einbettung gegebenen Komponenten senkrecht zum Tangentialraum werden
durch die sogenannte zweite Fundamentalform beschrieben. (Die erste Fundamentalform ist die Me-
trik.)
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10.7.4 Der Laplace-Operator

Fiir den Laplace-Operator gebe ich eine einfache Ableitung an, die nur in krummlini-
gen Koordinaten eines flachen Raums (also R™) mdoglich ist, nicht in verallgemeinerten
Koordinatensystemen auf gekriimmten Mannigfaltigkeiten. Das skalare Feld ®(p) ist
fiir einen Punkt p im R3 definiert; dieser Wert ist unabhiingig von der Wahl der Ko-

ordinaten. Ausgedriickt in Koordinaten gilt daher wieder
b(u' ({a}), v’ ({2'}), *({z'})) = ®(a', 2, 2%). (10.62)

Fiir den Laplace-Operator erhalten wir:

P . 4 0 (ouwod) 0> ., 0?0
;Tﬁ@(x,x,x);a% ox; Ou® fAu%—i—g ououP (10.63)

(Man vergleiche die #hnliche Herleitung bei der Divergenz.) Auch hier ist Au® der
Laplace-Operator der Koordinatenfunction u®, aufgefasst als Funktion der kartesi-
schen Koordinaten. Nach Berechnung dieser Funktion ersetzt man die kartesischen
Koordinaten durch die verallgemeinerten Koordinaten (vgl. Gl. 10.60).

10.7.5 Gradient und Laplace-Operator in bekannten Koordi-

naten

Fiir die schon frither behandelten Beispiele (vgl. Abschnitt 10.6) sollen explizit der

Gradient und der Laplace-Operator angegeben werden.

2-dimensionale Polarkoordinaten

Die Koordinaten sind r = /22 + y? und ¢ = arctany/z. Damit folgt (vgl. G1. 10.35):

1 pp T L0
Ar=-  Ap=0 gt=[(7 T =" . (10.64)
r grcp gTT O 1

Der Gradient ist (ausgedriickt beziiglich der Orthonormalbasis):

. 199 o
Vo = ;%(— sin p, cos ) + E(cos ©,sing) . (10.65)

und fiir den Laplace-Operator erhalten wir:

100 9?0 10%

AD = — —_— .
r Or + or? +7"20<,02

(10.66)
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Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) sind dhnlich wie Polarkoordinaten, lediglich die dritte

Komponente z kommt , trivial“ hinzu:

Gradient:

_ 190 o o
Vo = ;g—gp(— sin ¢, cos ¢, 0) + g—T(COS @, sin g, 0) + aa—Z(O, 0,1). (10.67)

Laplace-Operator: A . . .
100 9°®  10°0 0%

A = — — . 10.68
r or + or? + r2 0p? * 022 ( )
Kugelkoordinaten
Nun gilt:
2 1 .2
r=\/1? 4 y? + 2* 0 — arctan YY" ¢ = arctan g (10.69)
z x
Eine etwas langere Rechnung ergibt:
2 1 0
Ar== Ag=—=2 Ap=0. (10.70)
r r2 sin 6

Mit der Metrik (Gl. 10.39; wegen der Orthogonalitéit hat die inverse Metrik auf der
Diagonalen die Kehrwerte der Metrik) folgt:

Gradient:

. 9d_ 1099 1 09
Vb= —¢é . +-——¢ée+———¢ 10.71
ar © +T8060+rsin98g0% ( )
mit den normierten Basisvektoren:
e = (cosesinf, sinpsin, cosb)
€¢p = (cosypcosb,sinycosf,—sinf)
€, = (—singp,cosp,0).
Laplace-Operator:
20 200 1cosf0d 10%0 192D
AP — 0 0 1 cost0 0 0 (10.72)

9 T or T Psngo8 2o R ogt

10 [ ,00 1 9 L 1 00
= —— — — | sinf— ——. 10.
r2 or (r 87’) + r2sin § 00 (Sm 89) + r2 0p? (10.73)




250KAPITEL 10. ELEMENTARE KONZEPTE DER DIFFERENTIALGEOMETRIE



Kapitel 11

* Komplexe Funktionen und
Fourier-Transformation

Dieses Kapitel ist eine elementare Einfithung in die Theorie analytischer Funktionen
— kurz Funktionentheorie. Viele Beweise werden nur angedeutet. Auflerdem werde ich
am Ende auf Integraltransformationen, insbesondere die Fourier-Reihen und Fourier-

Transformation, eingehen.

11.1 Analytische und holomorphe Funktionen

Wir hatten schon den Begriff der reell-analytischen Funktion eingefiihrt (siehe S. 137).
Allgemein heifit eine Funktion analytisch in einer Umgebung U eines Punktes zg € U,

wenn sie sich in der Umgebung U als Potenzreihe schreiben lésst:

f(z) = Z%(Z—Zo)n- (11.1)

Bei einer reell-analytischen Funktion ist U C R, bei einer komplex-analytischen Funk-
tion ist U C C.

Definition: Eine komplexwertige Funktion f(z) auf einem Bereich der komplexen Ebe-
ne heifit holomorph [holomorphic] an einem Punkt z, wenn die Ableitung f’(z) der
Funktion am Punkt z, definiert durch

fz+h) = f(z) + f'(z) - h+o(h),

eindeutig ist. Ist eine Funktion f(z) in allen Punkten einer offenen Umgebung D in
der komplexen Ebene holomorph, so bezeichnet man die Funktion als holomorph auf
D.

Komplexe Zahlen z = x + iy lassen sich als Elemente der Zahlenebene R?

interpretieren. Daher kann man eine komplexe Funktion auch als zweikomponentige

251
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Funktion auf dem R? darstellen: f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y). Umgekehrt ist aber
nicht jede zweikomponentige Funktion auf dem R? holomorph. Die Bedingung der
Eindeutigkeit der Ableitung ist sehr einschrankend.

Wir betrachten eine beliebige, einmal stetig differenzierbare zweikomponentige
Funktion auf dem R?, also (u(x,y),v(x,y)) € R?. Wir definieren die Ableitung nach
der allgemeinen Vorschrift:

(w(@ + hi,y + ha),v(x + hy,y + ho) (11.2)

)
ou ou ov ov
- (u(x,y),v(w,y)) + (%hl + a_yh2> %hl + a—yhz) -+ O(h)

ou Ou
_ dx dy h
Oxr 0Oy

Nun kommt die entscheidende Einschrankung: Der in h; lineare Ausdruck soll sich als
(komplexes) Produkt aus der komplexen Zahl der Ableitung f'(z) = (a(x,y),b(x,y))
mit der komplexen Zahl h = (hq, hy) schreiben lassen. Damit muss gelten:

f’(z).h:(ahl—bhg,athrbhl):<Z _ab> (Zl ) .
2

Durch Vergleich mit Gl. 11.3 erkennen wir, dass dies nur méglich ist, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

ou_on
or Oy

Gu_ ov

9" o (11.4)

und

Man bezeichnet diese beiden Gleichungen als Cauchy-Gleichungen oder auch als Cauchy-
Riemann’sche Differentialgleichungen. Es handelt sich um Bedingungen an die Ablei-
tungen einer 2-komponentigen Funktion auf dem R2. Sind diese Bedingungen erfiillt,
ist die Funktion holomorph.

Etwas anders ausgedriickt kann man auch sagen, dass die 2 x 2 Matrix der
ersten Ableitung einer Funktion R? — R? der Matrixdarstellung einer komplexen Zahl
entspricht (vgl. 4.10), wenn die Cauchy-Gleichungen erfiillt sind.

Aufgrund der Cauchy-Gleichungen erfiillen die Funktionen u(z,y) und v(z,y)
beide die zweidimensionale Laplace-Gleichung:

0* 0
(@ + 0_3/2) u(z,y) = Au(z,y) =0 und Av(z,y)=0. (11.5)

Damit sind holomorphe Funktionen geeignete Kandidaten zur Losung von zweidimen-
sionalen Laplace-Gleichungen, wie sie beispielsweise in der Potenzialtheorie oder auch

der Stromungslehre auftreten.
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Als einfache Beispiele betrachten wir die Funktionen

fz)=2* = (> —y°) +i2wy (11.6)
f)=2" = a(a® —y*) — 2ay® + i<y(x2 — )+ 2x2y) (11.7)

Wie man sich leicht {iberzeugen kann, sind sowohl die Real- als auch die Imaginéarteile
Losungen der zweidimensionalen Laplace-Gleichung.

11.2 Der Cauchy’sche Integralsatz

Eine komplexwertige stetige Funktion lasst sich entlang eines geschlossenen Weges
integrieren. Ein geschlossener Weg 7 : [0, 27] C R — C mit ¢ — z(¢) ist dabei wiederum
eine Abbildung von einem (reellwertigen) Intervall (das wir der Einfachheit halber
gleich dem Intervall [0,27] gewihlt haben) in die komplexen Zahlen, sodass z(0) =
z(2m). Das Integral ist dann

éf(z) dz — /O% (f(z(t))%) dt. (11.8)

Mit der Darstellung f = u(x,y) + iv(z,y) und ‘;—j = i—f + i% kénnen wir explizit
schreiben:

/027r (f(z(t))i—i) dt = /027r <u(:c(t)7y(t))i—i —v(m(t),y(t))i—i) At (11.9)

—H/O ' (u(x(t),y(t))i—g;+v(x(t),y(t))i—?) dt(11.10)

Auf der rechten Seite stehen nun zwei gewohnliche Riemann’sche Integrale entlang
geschlossener Wege. Diese Wege liegen zwar in der xy-Ebene, wir konnen aber trotz-
dem den Stokes’schen Satz aus Kapitel 9 anwenden, wenn wir uns die von dem Weg
berandete Fldche ebenfalls als Flache in der xy-Ebene vorstellen und das ,, Vektorfeld*
als ein Feld, dessen z-Komponente verschwindet und das nur von x und y abhéngt. Die
Rotation dieses Vektorfeldes hat somit nur eine z-Komponente, ist also parallel zum
Normalvektor der Fldche in der xy-Ebene, {iber die beim Stokes’schen Satz integriert
wird.

Fiir den Realteil ist das Vektorfeld, das entlang des geschlossenen Weges inte-
griert wird, durch F. = (u, —v) gegeben. Aufgrund der Cauchy-Gleichungen d,u =
—0,v verschwindet die Rotation dieses Feldes und damit auch der Realteil des Inte-
grals. Fiir den Imaginérteil wahlen wir F, = (v,u). Wiederum folgt aus den Cauchy-
Gleichungen d,v = 0,u, dass die Rotation dieses Vektorfeldes verschwindet und damit

auch der Imaginérteil des Integrals.
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Integralsatz von Cauchy: Sei f(z) eine in einem (einfach wegzusammenhéngenden)
Gebiet U holomorphe Funktion, D C U und v = 9D der Rand von D (der ganz in U
liegen soll). Dann gilt

j{f(z) dz=0. (11.11)

Nun berechnen wir das Wegintegral um den Nullpunkt iiber die komplexe Funk-
tion f(z) = 2" fir n € Z. Fir n > 0 ist f(z) holomorph (sogar in der gesamten
komplexen Ebene C), sodass in diesem Fall das Integral nach dem Cauchy’schen In-
tegralsatz verschwinden sollte. Da f(z) auflerhalb von z = 0 immer holomorph ist,
kénnen wir einen Weg um den Punkt z = 0 immer als Kreisweg mit Radius r wéhlen.
Mit der Parametrisierung z = z(p) = re'¥ folgt dz = ire'¥ dy und wir erhalten

27 ) ) 2 ) O n -1
]{z” dz = / e ire'? dp = i/ et g = { 7 (11.12)
Y 0 0

2m1 n = -1

bzw.

0 sonst

1 n=-1
— ¢ 2"dz = { . (11.13)
.

Fiir n # —1 verschwindet das Integral iiber ¢, da iiber ein Vielfaches der vollen Periode
der Sinus- bzw. Kosinus-Funktion integriert wird.

Erste Integralgleichung von Cauchy: Sei wiederum f(z) eine in einem (einfach wegzu-
sammenhéngenden) Gebiet U holomorphe Funktion und ~ ein geschlossener Weg in
U. z liege innerhalb des Gebiets, das von dem Weg umrandet wird. Dann gilt

L)
Tmﬁcjdc = (). (11.14)

Liegt z auflerhalb des Wegs 7, ist das Integral null (nach dem Integralsatz von Cauchy).

Zum Beweis verwenden wir die Tatsache, dass wir v beliebig eng um den Punkt z
zusammenziehen kénnen. Da f stetig und holomorph sein soll, ist fiir einen solchen
Weg f(¢) = f(z) und damit folgt das Ergebnis aus der obigen Integralformel.

Leiten wir die beiden Seiten von Gl. 11.14 n-mal nach z ab, erhalten wir:

RIS (SHP
n!

omi f, (€ — )t Fo() . (11.15)

Auf der linken Seite steht das Integral iiber eine holomorphe Funktion (ausgenom-
men am Punkt ¢ = z, dieser wird jedoch nicht angenommen, sofern der Weg auflen
herumléuft), rechts steht die n-te Ableitung der Funktion f. Damit ist gezeigt, dass
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eine holomorphe Funktion beliebig viele Ableitungen besitzt. Da man z innerhalb des
Bereichs, in dem f holomorph ist, beliebig wihlen kann, ist f(z) durch diese Integrale
eindeutig definiert.

Damit erhalten wir folgende Aquivalenzen von Aussagen iiber eine Funktion in
der Umgebung einer komplexen Zahl (aus [17]):

1. Eine Funktion ist einmal komplex differenzierbar.
2. Eine Funktion ist beliebig oft komplex differenzierbar.

3. Real- und Imaginéarteil erfiillen die Cauchy-Gleichungen und sind einmal stetig
reell-differenzierbar.

4. Die Funktion ist komplex-analytisch (d.h., sie lésst sich in eine komplexe Potenz-
reihe entwickeln).

5. Die Funktion ist stetig und das Wegintegral der Funktion iiber einen beliebigen

geschlossenen zusammenziehbaren Weg verschwindet.

6. Die Funktionswerte innerhalb einer Kreisscheibe lassen sich aus den Funktions-
werten auf dem Rand der Kreisscheibe nach dem Cauchy’schen Integralsatz be-

stimmen.

11.3 Analytische Fortsetzung

Aus den Abschlussbemerkungen des letzten Abschnitts ergibt sich, dass f(z) eine
Potenzreihenentwicklung besitzt und in seinem Holomorphiebereich in der Umgebung
eines Punktes zo durch

n

< §) (5
fey = By (1116

dargestellt werden kann. Eine holomorphe Funktion ist also auch analytisch (manchmal
betont man in diesem Fall komplex-analytisch). Der Konvergenzradius der Potenzreihe
ist mindestens so grof}, wie der minimale Abstand von zy bis zu einem Randpunkt von
U.

Es seien zwei Funktionen fi(z) und f5(z) gegeben, fi(z) sei holomorph in dem
Bereich U; und fs(2) sei holomorph in Us. Weiterhin sei U; N Uy = U eine nicht-leere
offene Menge, und fi(z) = f(z) fir z € U, dann bezeichnet man f, als die analytische
Fortsetzung von f; (und umgekehrt). Es gibt dann eine eindeutige Funktion f(z), die
in dem Gebiet U; UU; holomorph ist und in U; mit f; und in U mit fy {ibereinstimmt.
Diese Konstruktion erlaubt die analytische Fortsetzung von Funktionen, die zunéchst

nur in einem eingeschrinkten Gebiet definiert sind, zu einem gréfleren Gebiet.
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Da eine holomorphe Funktion in der Umgebung von reguldren Punkten durch
ihre Potenzreihenentwicklung eindeutig gegeben ist, kann man versuchen, durch ge-
eignete Wahl von Punkten z;, bei denen die Funktion holomorph ist, sodass sich je-
weils Kreise um z; mit den jeweiligen Konvergenzradien {iberschneiden, die Funktionen
analytisch fortzusetzen. Oftmals geschieht dies auch durch Integraldarstellungen der
Funktionen.

Bei manchen Punkten, an denen eine Funktion nicht holomorph ist, ist eine
analytische Fortsetzung um diese Punkte herum moglich. Dabei kann es vorkommen,
dass die Funktion in Bereichen, die sich iiberlappen, die aber entlang unterschiedlicher
(nicht zusammenziehbarer) Wege durch analytische Fortsetzung entstanden sind, nicht
dieselben Werte annehmen. Ein Beispiel ist die Wurzelfunktion f(z) = z%/2, die bei
z = 0 nicht holomorph (und damit dort auch nicht analytisch) ist. Die Zweideutigkeit
des Vorzeichens der Wurzelfunktion hat zur Folge, dass eine analytische Fortsetzung
um den Punkt z = 0 herum zum jeweils negativen Vorzeichen fiihrt. Das erkennt man
am deutlichsten, wenn man die Darstellung z = re'¥ wihlt, wodurch f(z) = +4/re'¥/2
wird. Erst eine ,,Drehung® um 47 ergibt wieder denselben Funktionswert.

In diesem Fall muss man die komplexe Ebene zu einer sogenannten Riemann’schen
Fliche erweitern. Bei der Wurzelfunktion ist die zugehorige Riemann’sche Fléache die
doppelte Uberlagerung der komplexen Ebene. Bei der Logarithmus-Funktion f(z) =
In z gibt es sogar eine unendliche Uberlagerung, da ein Punkt z = rel? auf f(z) = Inr+
ip abgebildet wird und somit bei einem Umlauf in der komplexen Ebene ¢ — ¢ + 27
das Bild in einer neuen Ebene der Riemann’schen Fliche landet.

Besitzt eine Funktion mehrere Verzweigungsstellen dieser Art (z.B. f(z) =

V2(2 = 1)(z + 1) mit den Verzweigungspunkten z = 0,+1, —1), kann die zugehorige
Riemann’sche Fliache recht kompliziert werden.

11.4 Meromorphe Funktionen
Eine gebrochen rationale Funktion der Form

Yoo g anz”

f(Z) = 27]:/:0 b, n

(11.17)

ist iiberall in C holomorph, aufler bei den Nullstellen des Polynoms im Nenner sowie
eventuell bei z = co. Funktionen dieser Art nennt man meromorph.

Allgemein bezeichnet man eine Funktion auf einem Gebiet U C C als mero-
morph, wenn sie nur an isolierten Punkten nicht holomorph ist und an diesen isolierten

Punkten Polstellen endlicher Ordnung besitzt. In der Umgebung eines solchen Punkts
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2o besitzt die Funktion eine Entwicklung der Form

o0

f(z) = Z an(z — 20)" . (11.18)
n=—N
Eine solche Entwicklung bezeichnet man als Laurent-Reihe. N nennt man die Ordnung

der Polstelle. Die Koeffizienten a,, erhdlt man durch die Integralformel:

1 f(©)

271 J,, (¢ — zo)n+! d¢ = an, (11.19)

wobei nun n > —N auch negative Werte annehmen kann.
Ist f(z) eine meromorphe Funktion in einem Bereich U, dann ist auch der

Kehrwert 1/f(z) eine meromorphe Funktion in diesem Gebiet.

11.5 Integraltransformationen

Eine Abbildung f — ¢ von einer Funktion f(z) (x € R,C oder beispielsweise auch
R™) bezeichnet man als lineare Integraltransformation, wenn es eine Funktion K (z,y)
gibt, sodass

o(z) = / K(z.y) f(y)dy. (11.20)

K (z,y) nennt man den Kern der Integraltransformation. Eine solche Transformation
ist linear in dem Sinne, dass die Funktion af; + Bfs auf die Funktion ag; + (g
abgebildet wird, wobei g; die Transformierte von f; ist.

Lasst man fiir den Kern K (z,y) nicht nur gewohnliche (stiickweise stetige)
Funktionen zu (sodass die Riemann’schen bzw. Lebesgue’schen Integrale existieren),
sondern sogenannte verallgemeinerte Funktionen (diese nennt man auch Distributio-
nen), kann man jede lineare Abbildung auf einem Funktionenraum durch eine solche
Integraltransformation darstellen. Distributionen sind durch ihre , Wirkung® (im Sin-
ne der Integraltransformation) auf eine Funktion f definiert. Beispielsweise ist die
sogenannte d-Funktion (die im strengen Sinne keine Funktion ist) definiert durch die

Bedingung
o) = [ ot =) f) dy. (11.21)

Eine Integraltransformation der Form 11.20 bezeichnet man als umkehrbar,
wenn es eine (verallgemeinerte) Funktion K~!(x,y) gibt, sodass

) = [ K (w2 gl do. (11.22)

oder allgemeiner

f(z) = /dy /dx Kz p) K (y, 2)f() (11.23)
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fiir alle Funktionen f(z) in dem Definitionsbereich der Integraltransformation. Durch
Vergleich mit Gl. 11.21 kann man dies auch (symbolisch) in der Form

dz—x) = /K‘l(z,y)K(y,a:) dy (11.24)

schreiben.

11.5.1 Faltungen

Eine spezielle Form der linearen Integraltransformation ist die Faltung zweier Funk-
tionen. Seien f, g : R” — R" zwei Funktionen iiber dem R", dann bezeichnet man die
Funktion:

(f % 9)(y) = / oy — o) f(x)d" (11.25)

als die Faltung von f mit g. (Es gibt auch Verallgemeinerungen fiir komplex-wertige
Funktionen.)

Faltungen spielen beispielsweise eine wichtige Rolle bei der Glattung von Funk-
tionen oder von Datensétzen. Man stelle sich eine sehr schwankende bzw. verrauschte
Datenreihe vor (beispielsweise die téglichen Niederschlagswerte in einer bestimmten
Region). Interessiert ist man jedoch an einem Mittelwert fiir einen Monat oder einen
langen Zeitraum. Dann kann man fiir jeden Tag die mittlere Niederschlagsmenge der
letzten 30 Tage berechnen und erhilt so eine Kurve, die weitaus weniger schwankt
als die tédglichen Daten. Ein anderes Beispiel findet man bei der Chart-Analyse von
Aktien, wo man oft den Wert der Aktie iiber die letzten 20, 28, 50, 100 oder 200 Tage
mittelt. Man nennt das dann z.B. den GD 200 (Gleitender Durschnitt iiber 200 Tage).
Dabei wir der Mittelwert der Aktie fiir die letzten 200 Tag berechnet. Fiir Borsianer ist
es von Interesse, ob dieser Mittelwert die Tageskurve von oben oder unten schneidet.
In beiden Féllen wird die tatséchliche Datenfunktion f(z) (die auch diskret sein kann,
dann wird das Integral durch eine Summe ersetzt) mit einer Funktion g(y) gefaltet,
wobei g(y) im Fall des GD 200 eine Funktion ist, die den Wert 1/200 annimmt fur
0 <y <200 und ansonsten den Wert 0 hat.

Etwas ausgefeiltere Glattungsverfahren verwenden beispielsweise eine Gauf-
funktion. Wenn man an den durch ein Rauschen bedingten Schwankungen einer Funk-
tion f(x) innerhalb eines Bereichs Az < o nicht interessiert ist, bildet man:

Farly) = [ gl — ) (@) do (11.26)

mit

gz —y) = . exp(—M). (11.27)

2o 202
Durch diese Faltung wird die Funktion f zu der Funktion F' geglédttet. F' enthélt nahezu

alle Information iiber das Verhalten von f auf , grolen Skalen“ (Ax > o), wohingegen
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das Verhalten von f auf kleinen Skalen (Ax < o) praktisch herausgefiltert wurde. Da
die Gauf-Funktion glatt ist, gibt es zwischen diesen beiden Bereichen keinen scharfen
Ubergang.

11.6 Fourier-Reihen

Eine Funktion f : R — R heifit periodisch, wenn f(z + L) = f(z) fiir alle 2 € R und

einen festen Wert L, die sogenannte Periode. Eine solche Funktion ldsst sich auch als

Funktion auf dem Kreis (mit Umfang L oder Radius L/2) interpretieren.
Periodische Funktionen lassen sich unter sehr allgemeinen Bedingungen nach

Sinus- bzw. Kosinusfunktionen entwickeln. Diese Entwicklung bezeichnet man als Fourier-
Reihe.

11.6.1 Die Entwicklungskoeffizienten

Spezielle periodische Funktionen mit der Periode L sind

2mnx 2mnx

sin und cos ——, n=123,.. (11.28)

sowie auch die konstante Funktion. Die Zahl n kann dabei eine beliebige natiirliche
Zahl sein. Den Fall f = const. erhélt man auch, indem man fiir die Kosinusfunktionen
den Wert n = 0 zulésst.

Der franzosische Mathematiker Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) ent-
deckte im Zusammenhang seinen Untersuchungen zur Ausbreitung von Wéirme, dass
man periodische Funktionen nach den oben angegebenen Sinus- und Kosinusfunktionen
entwickeln kann. Wie sich spéter herausstellte, gilt dies fiir alle periodischen differen-
zierbaren Funktionen. Man kann die Differenzierbarkeit durch stiickweise Stetigkeit
ersetzen, allerdings gilt die Konvergenz nur noch , fast iiberall* (an den Unstetigkeits-
stellen kann es passieren, dass der genaue Funktionswert durch die Summe von Sinus-
und Kosinusfunktionen nicht angenommen wird).

Es gilt also fiir eine periodische Funktion (Periode L):

> 2 = 2
f(z) = aﬁ%an cos ( ”Lm:) —|—nz::1bnsin( ”Lm> (11.29)

mit geeigneten Koeffizienten a,, und b, (ich werde in Zukunft nicht immer betonen, dass

solche Gleichungen im Folgenden nur immer ,,fast iiberall“ gelten; fiir differenzierbare
Funktionen gelten sie sogar exakt).
Eine solche Darstellung wére vergleichsweise nutzlos, konnte man die Koeffizi-

enten {a,} und {b,} nicht auch leicht berechnen. Dazu einige Vorbemerkungen: Fiir
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die Sinus- und Kosinusfunktionen gilt

L L
2 2
/ sin< mx) dz =0 / cos( mx) de=0 (n=1,2,3,.). (1130)
0 L 0 L

Es gilt noch allgemeiner:
/ Lo 2omna . (27ma L
sin sin = —=
0 L L 2
L
2mnx 2mrma L
= = mn 11.31
/0 cos ( 7 ) cos ( 7 ) 5 ( )

L
2mnx 2mmax
i =0 =1,2,3,....
/Osm< 7 )cos( 7 ) (n,m ,2,3,....),

wobei hier §,,,, = 1 fiir m = n und 9,,,, = 0 fiir n # m das Kronecker-Delta-Symbol fiir

unendliche viele Indizes darstellt. Zum Beweis kann man folgende Additionstheoreme

der Winkelfunktionen ausnutzen:

sinasinff = %(cos(a — ) — cos(a + ﬁ))
cosacosff = %(Cos(a — ) + cos(a + B)) (11.32)
sinacosf = %(sin(a — ) + sin(a + ﬁ)) :

Zusammen mit Gl. 11.30 erhélt man daraus die obigen Relationen. Fiir m = n erhélt
man in den oberen beiden Féllen die Quadrate von Sinus- bzw. Kosinusfunktionen
(und aus den Additionstheoremen die Konstante cos0 = 1), sodass in diesem Fall das
Integral gerade den Wert L/2 hat.

Mit Hilfe dieser Relationen finden wir folgende Gleichungen fiir die Koeffizienten
in GI. 11.29:

L
ag = %/0 f(z)dx
L
a, = %/o f(x) cos (27}7%) dz (11.33)

2 [t 2
b, — Z/0 f(g;)sjn( ”g’x) dz (n=1,2,3,..).

Anschaulich bedeuten die Koeffizienten a,, bzw. b,, mit welcher Amplitude eine reine

Kosinus- bzw. Sinusfunktion in einer allgemeinen periodischen Funktionen enthalten
ist. In der Akkustik (hier wire x der Zeitparameter) entspricht die Fourier-Reihe der
Zerlegung eines beliebigen (periodischen) Signals in harmonische Schwingungen (reine
Tone). Die Schwingung zu n = 1 bezeichnet man dort als Grundton, und die Schwin-
gungen zu héheren Werten von n als Oberténe oder Harmonische.
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11.6.2 Der Vektorraum periodischer Funktionen

Periodische Funktionen lassen sich addieren oder mit einer reellen Zahl multiplizieren;
das Ergebnis ist wieder eine periodische Funktion mit derselben Periode. Periodische
Funktionen bilden also einen Vektorraum. Das gilt auch, wenn wir uns beispielsweise
auf stetige oder differenzierbare periodische Funktionen einschrénken.

Man kann Gleichung 11.29 als eine Zerlegung einer periodischen Funktion nach
einer ausgezeichneten Basis in diesem Vektorraum interpretieren. Die Sinus- und Ko-
sinusfunktionen bilden zu verschiedenen Werten von n die Basisvektoren (oder Basis-
funktionen). Es gibt nun also unendlich viele linear unabhéngige Basisvektoren; der
Vektorraum der stetigen periodischen Funktionen ist demnach unendlich dimensional.
(Auf einige mathematische Feinheiten in diesem Zusammenhang gehe ich gegen Ende
des Abschnitts kurz ein.)

Wir kénnen auf diesem Vektorraum auch ein Skalarprodukt definieren: Fiir je
zwei periodische Funktionen f und g sei

(F9) =7 [ fagta)ds. (1.34)

Zunichst ist offensichtlich, dass je zwei (integrablen periodischen) Funktionen auf die-
se Weise eine Zahl zugeordnet wird. Auflerdem ist das Skalarprodukt symmetrisch,
(f,9) = (g, f), es ist positiv, (f,f) > 0 (und 0 nur fir f = 0) und es ist bilinear,
also linear in jedem seiner Argumente. Der Ausdruck in Gleichung 11.34 erfiillt also
alle Bedingungen eines Skalarprodukts. Wie iiblich, kann man eine Norm durch die
Vorschrift

1P = =7 | 1P (1135

definieren. Gilt || f|| = 0, so ist f = 0 bis auf eine Menge vom Maf} 0 (also fast iiberall).
Die Gleichungen GI. 11.31 bedeuten, dass die Basisfunktionen beziiglich des
angegebenen Skalarprodukts orthogonal sind. Die Sinus- und Kosinusfunktionen sind
sogar beziiglich dieses Skalarprodukts orthonormal. Soll auch die konstante Funkti-
on beziiglich dieses Skalarprodukts normiert sein (und damit die gesamt Basis eine
Orthonormalbasis), miissen wir fiir die konstante Funktion die Normierung

f(x)zﬁ

wéahlen. Damit finden wir, dass die Funktionen

1 2 2
{E, sin( W;:”) ,cos( an:)} (fiir n = 1,2,3,...) (11.36)

beziiglich des Skalarprodukts 11.34 eine Orthonormalbasis fiir stetige periodische Funk-
tionen der Periode L bilden.
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Die Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten (Gl. 11.33) haben ebenfalls
eine vertraute Interpretation fiir Vektorrdaume mit einem Skalarprodukt und einer Or-
thonormalbasis: In diesem Fall erhélt man die i-te Koordinate eines Vektors durch das
Skalarprodukt mit dem i-ten Basisvektor: z; = (¥, €;).

11.6.3 Ein paar mathematische Feinheiten

In unendlich dimensionalen Vektorrdumen gelten zwar viele Relationen, die auch aus
endlich dimensionalen Vektorrdumen bekannt sind, leider gibt es aber auch Dinge, bei
denen man vorsichtig sein muss.

tga(z)

go(z)

Nyl

[t

Nl

Abbildung 11.1: Eine (beziiglich des definierten Skalarprodukts) konvergente Folge
von stetigen Funktionen ga(z) (links) kann als Grenzwert (A — 0) eine nicht-stetige
Funktion haben (rechts).

Wir betrachten dazu zwei Beispiele. Zunéchst untersuchen wir die Funktion

x OSxS%—A
gal@) =3 3 (5 -4)(5—2)
—L+zx

L_A<z<i+A
LyA<z<L

(11.37)

Diese Funktion (Abb. 11.1) steigt zunéchst linear an, fillt dann in dem Intervall
(% — A, % + A) steil ab auf den entsprechenden negativen Wert, und steigt von dort
wieder mit derselben Steigung wie vorher linear an. Man kann diese Funktion nun in
x periodisch fortsetzen. Bei x = L (und ganzzahligen Vielfachen) ist diese Funktion
stetig und ableitbar. Fiir A > 0 ist ga iiberall stetig. Nun betrachten wir die Folge von
Funktionen (g1 /5 )nen. Der Wert von A = % geht also gegen 0. Jedes Element dieser
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Folge ist stetig, doch der Grenzwert ist

T

IN

8 v 8
A
Nl

go(z) = (11.38)

v~y 8 O
Il

—Liz L<a<L

Diese Funktion ist bei x = % nicht stetig. Der Grenzwert einer Folge von stetigen

Funktionen kann also eine nicht-stetige Funktion sein. Man kann sich leicht davon

iiberzeugen, dass die Folge der Normen dieser Funktionenfolge konvergiert.

tfa(x) bfa(x)
41 41 .
L L
2 L Pl L
‘A%A t } o t } -

Abbildung 11.2: Eine Nullfolge (beziiglich des definierten Skalarprodukts) von stetigen
Funktionen fa(x) (links) kann als Grenzwert (A — 0) eine nicht iiberall verschwin-
dende Funktion haben, deren Norm allerdings 0 ist (rechts).

Als zweites Beispiel betrachten wir eine Nullfolge von Vektoren. Nullfolgen sind
in diesem Fall Folgen von stetigen periodischen Funktionen, deren Norm gegen 0 geht.
Hier ist unser Beispiel:

0 0<z<fZ-A

fA(x): %(x_‘_A_%) %—ASZES % (1139)
LlyA—2) L<az<LfiA
0 L+A<z<L

Diese Funktion ist {iberall 0 aufier in dem Intervall (£ — A, £ + A), wo die Funktion
eine dreiecksférmige Zacke der Hohe 1 hat. Diese Funktion (zunéichst nur definiert fiir
0 <z < L) wird wieder periodisch fortgesetzt. Sie ist stetig fiir jedes A > 0. Betrachtet
man nun eine Nullfolge fiir A (z.B. A = i, n =1,2,...) so ist jedes Element dieser
Folge stetig, der Grenzwert ist aber die Funktion

)0 z#0
ﬁ@j_{l T (11.40)

Wiederum ist dieser Grenzwert keine stetige Funktion.
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Fiir die Norm dieser Funktionenfolge kann man sich leicht iiberzeugen, dass
das Integral iiber das Quadrat dieser Funktion (im Wesentlich ein Integral iiber eine
Parabel) gleich || fa? = A ist. Somit ist fiir A — 0 auch die Folge der Normen eine
Nullfolge. Wie zu erwarten hat die Grenzfunktion, die lediglich in einem Punkt von 0
verschieden ist, die Norm 0. Das bedeutet, es gibt Nullfolgen von stetigen Funktionen,
deren Grenzwert nicht die 0-Funktion ist. (Diese Funktionenfolge wire iibrigens keine
Nullfolge, wenn man statt der Skalarproduktsnorm GIl. 11.35 die Supremumsnorm
| £l = max,{|f(x)|} gewahlt hitte.)

Diese beiden Faktoren spielen eine wichtige Rolle, wenn wir den Vektorraum
zu einem Banach-Raum bzw. zu einem Hilbert-Raum (vgl. Abschnitt 2.4.3) erweitern
wollen. In diesem Fall muss man den Raum vervollstdndigen, &hnlich wie wir das
schon im Zusammenhang mit dem Ubergang von den rationalen zu den reellen Zahlen
gemacht haben. Das bedeutet:

1. Wir miissen die Grenzwerte aller Cauchy-konvergenten Folgen mit in unseren
Vektorraum aufnehmen. Damit kommen wir nicht umhin, auch nicht stetige
Funktionen mit aufzunehmen, die, wie wir gesehen haben, als Grenzwerte von

stetigen Funktionen auftreten kénnen.

2. Wir miissen Aquivalenzklassen von Folgen betrachten, die denselben Grenzwert
haben. Das bedeutet aber, dass wir beispielsweise Funktionen, die sich nur in
Mengen vom Mafl null unterscheiden, identifizieren miissen. Das Rechnen mit
Aquivalenzklassen als Elemente eines solchen Vektorraums ist recht unanschau-
lich. Gewdhnlich wihlt man moglichst glatte Reprisentanten der Aquivalenz-
klasse.

3. Man mochte auf diesen Vektorrdumen natiirlich auch gerne ableiten koénnen.
Das heifit, man muss die Ableitung der oben erwihnten Aquivalenzklassen erst
definieren. Auflerdem kann es passieren, dass die Ableitung einer Funktion (bzw.
der Aquivalenzklasse zu dieser Funktion) kein Element des Vektorraums mehr
ist. Beispielweise fiithrt die Ableitung von nicht-stetigen Funktionen aus dem
Vektorraum heraus.

All diese Punkte erfordern einen recht aufwendigen mathematischen Formalismus.
Das zugehorige Themengebiet der Mathematik bezeichnet man als Funktionalanalysis

[functional analysis].

11.6.4 Komplexe Fourier-Reihen

Fiir das Folgende betrachten wir weiterhin periodische Funktionen iiber der reellen

Achse mit Periode L, der Wert dieser Funktionen darf aber eine komplexe Zahl sein.
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Die Periodiziét bezieht sich dann sowohl auf den Real- als auch den Imaginérteil dieser
Funktion. Das Komplex-konjugierte einer Funktion f ist die Funktion f*, bei der der
Realteil unverdndert und der Imaginérteil durch sein Negatives ersetzt wurde. Die
Bedeutung der Einschrankung auf reellwertige Funktionen wird spéter offensichtlich.

Auch diese Funktionen bilden einen Vektorraum. Da es sich um komplexe Funk-
tionen handelt, definieren wir als Skalarprodukt (vgl. S.55):

L
3
(fr9)= [ [(@)g(z)dz. (11.41)
—3
Der Grund fiir die Wahl der Integrationsgrenzen (die eine volle Periode umfassen) wird
spéter offensichtlich. Ebenso die Wahl der Normierung, bei der wir den Faktor 1/L
weggelassen haben.

Statt der Sinus- und Kosinusfunktionen wahlen wir als Basis die Funktionen

1 2minx
en(x) = ex neZz). 11.42
0= —on(TE) wen (11.42
Man beachte, dass wir nun fiir n auch negative ganze Zahlen zulassen (dies hétten wir
auch bei den Fourier-Reihen durch die Definition b, = a_,, machen kénnen). Auflerdem
haben wir einen Faktor 1/ V'L eingefiigt, sodass diese Funktionen beziiglich des obigen
Skalarprodukts auf 1 normiert sind:

(en, em) = %/_L exp (M) dz =6, = { 0 m#n (11.43)

SISl

1 m=n

Jede komplexwertige, stetige, periodische Funktion lésst sich nun in folgender
Form nach der obigen Basis entwickeln:

f(z) = % i Cn XD (szm;> . (11.44)

n=—oo

Dies nennt man eine (diskrete) Fourier-Entwicklung. Die Koeffizienten {c,} (n € Z)

berechnen sich nach

2minx

e = (ens f) = %/_ exp <— ; )f(:c) dz (11.45)

und sind somit im Allgemeinen beliebige komplexe Zahlen.
Falls f(z) eine reellwertige Funktion ist, folgt aus Gl. 11.44

o)y = S e (—2”2’”) -— S e (QWL”) — f@) (11.46)

n=—oo
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und damit die Bedingung
Cy = C_p. (11.47)

Diese Bedingung bezeichnet man manchmal auch als Realitdtsbedingung. Unter ande-
rem ist ¢g reell. Aulerdem ist offensichtlich, dass die Koeffizienten ¢,, zu einer reellen
Funktion im Allgemeinen nicht reell sind.

Die Koeffizienten {c, } bezeichnet man als die Fourier-Transformierte der Funk-
tion f(x). Tatséchlich ldsst sich Gl. 11.45 als Integraltransformation interpretieren,
wobei der ,Kern® durch K(n,z) = 1/v/L exp(—2H22) gegeben ist und das erste
Argument n nur diskrete Werte annimmt. Die Fourier-Reihe GI. 11.44 ist dann die
Riicktransformation. In den Koeffizienten {c,} steckt somit (fast) dieselbe Informati-
on wie in der Funktion f(x).

Den Zusammenhang mit der Reihenentwicklung nach Sinus- und Kosinusfunk-
tionen (Gl. 11.29) fiir reellwertige Funktionen erkennt man, wenn man die Realitéts-

bedingung ausnutzt und die Fourier-Entwicklung in der Form

flz) = % (co + g (cn exp (QWiLm) + ¢ exp (—%Izm‘r))) (11.48)

schreibt. Mit ¢,, = \/Tz(an —ib,) folgt direkt die Entwicklung aus Gleichung 11.29.

11.7 Fourier-Transformation

Ob man schon die Entwicklung in Gl. 11.44 und ebenso die Riicktransformationen
11.45 als Fourier-Transformation bezeichnet, ist eine Frage der Definition. Oft ver-
steht man unter der Fourier-Transformation die Erweiterung der komplexen Fourier-
Reihenentwicklung auf beliebige (nicht periodische) Funktionen iiber der reellen Achse.

Man erhélt diese Darstellung, indem man den Grenzwert L. — oo betrachtet.
Die ,,Periode“ wird somit unendlich lang. Der folgende Abschnitt versucht diesen Ge-

dankengang zu konkretisieren.

11.7.1 *Der Grenzwert L — oo

Wir definieren zunachst eine Variable

2m™n
k, = —. 114
- (11.49)

Da n € Z, nimmt auch k, (diskrete) Werte zwischen —oco und +oo an. Allerdings ist

der Abstand zwischen zwei benachbarten Werten nun

Ak =kpiy —ky = —. (11.50)
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Dieser Abstand wird also immer kleiner.
Nun schreiben wir fiir Gl. 11.44:

o0

flx) = 77 > (k) exp(ikn) . (11.51)

wobei wir einfach ¢(k,) = ¢, definiert haben. Fiir grofie Werte von L sollten sich die

n=—oo

Koeffizienten nicht sehr rasch als Funktion von n verdndern, sodass man die Koeffizi-
enten als eine Funktion von k,, interpretiert.
Fiir diese Koeffizienten gilt nun:

1 (3 .
(kn) = NG /_g exp(—ik,x)f(z)dx. (11.52)

Es zeigt sich (wegen des Faktors 1/v/L und weil die Funktion f(z) fiir  — 400 gegen
0 gehen muss, vgl. Abschnitt 11.7.2), dass die Koeffizienten c(k;,,) fiir sehr groe Werte

von L kleiner werden, sodass wir eine neue Funktion definieren:

fkn) =) 5=c(kn) (11.53)

wobei der Faktor 1/4/27 reine Konvention ist (dadurch werden die Formeln am Ende
symmetrischer). Mit dieser Funktion wird aus Gleichung 11.51:

x )exp(ik,z) Ak . 11.54
f(w) m n_Zoo J (kn) exp(ik,z) (11.54)
Im Grenzfall L — oo entspricht die rechte Seite der Definition des gewchnlichen Inte-

grals und wir erhalten:

1 R
r) = — k) exp(ikz)dx . 11.55
fla) == | Fkexp(ika) (11.55)
Andererseits wird aus Gleichung 11.52:

f(k exp(—ikz)f(z)dz. (11.56)

7.
Diese Gleichungen bezeichnet man als Fourier- Transformation. Die Funktion f(k) ist
die Fourier-Transformierte der Funktion f(x), und Gl. 11.55 nennt man die Fourier-
Darstellung der Funktion f(z). Wahrend fiir endliche Werte von L die Summen und
Integrale alle existieren, muss man natiirlich die Existenz des Grenzwerts L — oo erst
beweisen. Tatséchlich gilt dies nur fiir sogenannte quadratintegrable Funktionen (s.u.).

Bezieht sich in der Physik der Parameter = auf eine Raumkoordinate, ist L die

Lénge der Periode und £ = 2% bezeichnet man als Wellenzahl. Die Funktion exp(ikx)
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beschreibt eine Welle mit der Wellenléinge L. Die Fourier-Darstellung ist eine Zerle-
gung einer beliebigen Funktion nach reinen harmonischen Wellen, und die Fourier-
Transformierte f(k) gibt die Amplitude an, mit der eine Welle mit Wellenzahl k in
dieser Zerlegung vertreten ist. Bezieht sich der Parameter z auf die Zeit (in diesem

Fall wéhlt man natiirlich meist den Buchstaben ¢), spricht man bei f(¢) oft von einer

2
T

mit 7. w ist nun die (Winkel)-frequenz. Man kann sich die Fourier-Darstellung eines

Zeitreihe. Statt k schreibt man in diesem Fall w = und bezeichnet die Periode
akustischen Signals f(t) als eine Zerlegung nach reinen Ténen mit der Frequenz w
vorstellen und entsprechend die Fourier-Transformierte f (w) als die Amplitude, mit

der eine reine bestimmte Frequenz in einem Signal vertreten ist.

11.7.2 Der Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen

Wir erhalten auf diese Weise einen neuen Vektorraum, auf dem das Skalarprodukt

(f.9) = / " Plo)g(e) de (11.57)

definiert ist. Fiir die durch dieses Skalarprodukt definierte Norm einer Funktion gilt
damit offensichtlich

1= [ 1@ de. (11.59

Damit dieser Vektorraum aus normierbaren Elementen besteht, miissen wir fiir die
Funktionen verlangen, dass dieses Integral existiert (also einen endlichen Wert an-
nimmt). Man bezeichnet eine Funktion, fiir die das obige Integral endlich ist, als
quadratintegrabel (oder auch quadratnormierbar). Die Menge aller quadratintegrablen
Funktionen nennt man den £5(R, dz) oder einfacher L. (Das Argument R soll andeu-
ten, dass es sich um Funktionen {iber der reellen Achse handelt, und das Argument
dz gibt an, beziiglich welchen Mafles die Funktionen quadratintegrabel sind).

Man kann beweisen, dass beliebige Folgen von quadratintegrablen Funktionen,
die beziiglich der angegebenen Norm konvergieren, selbst wieder quadratintegrabel
sind. Fiir Einschrankungen der quadratintegrablen Funktionen auf stetige oder gar
differenzierbare quadratintegrable Funktionen gilt eine entsprechende Aussage nicht,
wie wir andeutungsweise gesehen haben: Beziiglich der angegebenen Norm konvergente
Folgen von stetigen oder differenzierbaren Funktionen miissen nicht wieder stetig oder
differenzierbar sein. Man kann jedoch mit dem Vektorraum stetiger (oder sogar beliebig
oft differenzierbarer) quadratintegrabler Funktionen beginnen und gelangt durch eine
Vervollstandigung zum L. Der Ly ist nicht nur ein Banach-Raum, sondern, da ein
Skalarprodukt definiert ist, sogar ein Hilbert-Raum.

Man kann sich nun fragen, was aus der Normierung der Basisfunktionen (Gl.

11.43) bei einer Fourier-Reihe in dem Grenzfall L — oo wird. Offenbar sind die neuen
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Basisfunktionen

er(z) = exp(ikx) . (11.59)

1
V2T

Bilden wir das Skalarprodukt von zwei solchen Funktionen, erhalten wir:

1 oo
(er, €)) = 2—/ exp(i(k' — k)z) dz . (11.60)
™ —00
Dieses Integral sollte fiir k # k' verschwinden, was sich auch streng beweisen lisst.
Doch fiir £ = k' integrieren wir die konstante Funktion 1 {iber die gesamte reelle
Achse und sollten unendlich erhalten.
Wir betrachten die Fourier-Darstellung einer Funktion (Gl. 11.55) und bilden

davon die Fourier-Transformation, das sollte uns zur Fouriertransformierten bringen:

flk) = \/% /_ dee—i’“ (\/% /_ de’f(k’)eik’x) (11.61)

- /_ de’ (% /_ deei(klk)m) F(E) (11.62)

In Klammern finden wir nun genau die gesuchte , Funktion®, diesmal allerdings als
ein Integralkern mit den Argumenten k und k’. Offenbar reproduziert dieser Inte-
gralkern gerade die Funktion f(k). Genau das war (vgl. Gl. 11.21) die Definition der
»0-Funktion“ (die keine Funktion im strengen Sinne ist). Es folgt also:

1 [e.9]

(ex,€)) = 2—/ exp(i(k' — k)x)dz = o(k — k). (11.63)
™ —0oQ

Fiir £k = k' ist diese ,,Funktion* nicht definiert. Daher liegen die Basisfunktionen ey ()

auch nicht mehr im Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funktionen. Noch so eine

,mathematische Feinheit“, mit der man sich in der Funktionalanalysis (und z.T. auch

in der Quantenmechanik) beschéftigt.

11.7.3 Anwendungen

Eine wichtige Eigenschaft der Fourier-Transformation ist ihr Verhalten unter Ablei-
tungen. Wenn wir in Gl. 11.55 die Ableitung nach z bilden, erhalten wir:

%f) _ / T (%exp(ikm)) dz = /_ Z F(k)ik exp(ika)de.  (11.64)

—00

Die Ableitung einer Funktion nach x bedeutet somit, dass die Fourier-Transformierte
mit ik multipliziert wird. Das macht Fourier-Transformationen besonders interessant
fiir die Suche nach Losungen von Differentialgleichungen, insbesondere lineare Diffe-

rentialgleichungen.
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Eine andere wichtige Eigenschaft ist das Verhalten der Fourier-Transformation
unter Faltungen. Seien g(x) und f(z) zwei Funktionen mit ihren jeweiligen Fourier-
Transformierten §(k) und f(k). Was ist die Fourier-Transformierte der Faltung von
f mit g7 Dazu stellen wir in der Definition des Faltungsintegrals f und g durch ihre

Fourier-Transformierten dar:

[ae=nswar = [Ca (o5 [Caveremgm) (< [Cavesiw)

= [Caess ([Taw (5 [Cavenr Y s e

= [aretgn ([ aw s - i) (11.66)

0
— / dke % (k) f (k) (11.67)
Bei dem Schritt von der zweiten zur dritten Zeile haben wir wieder die Integraldarstel-
lung der d-Funktion ausgenutzt und im néchsten Schritt die Definition der J-Funktion
(welche die Funktion f' einfach reproduziert). Wir erhalten also, dass die Fourier-
Transformation einer Faltung von zwei Funktionen g und f gerade das Produkt der
Fourier-Transformierten g und f ist. Aus diesem Grund sind Fourier-Transformationen
auch immer von Bedeutung, wenn man es mit Faltungsintegralen zu tun hat.

In der Datenanalyse spielt die Fourier-Transformation auch eine wichtige Rol-
le, um ,versteckte“ periodische Abhéngigkeiten beispielsweise in einer Zeitreihe von
Daten zu finden. Sei z.B. T'(t) eine Datenreihe, welche die Temperatur als Funktion
der Zeit iiber mehrere Jahre darstellt. Man wiirde erwarten, dass es besonders grofie
Fourier-Amplituden zu Werten von k (oder w) gibt, die einer Periode von einem Tag
entsprechen (tagsiiber ist es meist wiarmer als nachts) und auch einem Jahr (im Winter
ist es meist kélter als im Sommer). Man kann in diesen Daten aber auch eine Periode
von 11 Jahren finden, die mit dem Zyklus der Sonnenaktivitit zu tun hat, die das
Wetter auf der Erde beeinflusst.
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Gleichungen, quartische und kubische, 97

Gleichungssystem, lineares, 62
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globales Maximum, 132
globales Minimum, 132
Godel, Kurt, 47
Grad (eines Polynoms), 82
Gradient
allgemeine orthonormale Koordinaten,
246
Kugelkoordinaten, 249
Polarkoordinaten, 248
Zylinderkoordinaten, 249
Gradientenfeld, 220
Graph (einer Funktion), 40
Grenzwert, 69, 70
Rechenregeln, 75
Gruppe, 49
abelsch, 50
Gruppenhomomorphismus, 51

Hadamard, Jacques S., 116
harmonische Folge, 71
harmonische Reihe, 77

alternierende, 77
harmonischer Oszillator, 156

geddmpfter, 163

getriebener, 167
Haufungspunkt, 70
Hauptachse, 62
Hauptachsen, 62, 133
Hauptnormalenvektor, 196
Hauptsatz der Integralrechnung, 145
Hausdorft-Topologie, 91
Heaviside-Funktion, 38
Heine-Borel, Satz von, 92
Helix, 192

Beschleunigung, 194

Geschwindigkeit, 193
Hesse-Matrix, 131, 133, 173
Hilbert, David, 13
Hilbert-Raum, 58, 264

Lo, 268

Hintereinanderschaltung
allgemeiner Abbildungen, 41
linearer Abbildungen, 61

Hochpunkt, 133

holomorphe Funktion, 251

Homdéomorphismus, 109

Homomorphismus, 110

Hyperbel, 204

hyperbolische Funktion, 88

Identitatsmatrix, 62
Implikation, 17
implizite Ableitung, 123
implizite Funktion, 123
Induktiver Beweis, 25
Infimum, 104
Infinitesimalrechnung, 120
injektiv, 38
innerer Punkt, 91
Inneres Produkt, 55
Integral, 142, 213
unbestimmtes, 145
Integralgleichung, 155, 160
Integralgleichung von Cauchy, 254
Integralsatz von Cauchy, 254
Integraltransformation, 257
Integrationskonstante, 154, 162
Intervalle, 66
Intervallschachtelung, 75
inverses Element, 49, 99
Involution, 99
Irrationalitat von \/5, 24
Isomorphismus, 109
von Gruppen, 51
iterative Gleichung, 155, 160

Jacobi-Determinante, 228, 240
Jacobi-Matrix, 240

Karte, 201, 233
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Kartesisches Produkt, 30 Kugelkoordinaten, 206, 242, 249
Kegelschnitte, 202 Kugeloberflache, 197, 200, 222, 242
Kern (einer linearen Abbildung), 61 Winkelkoordinaten, 198

Kern einer Integraltransformation, 257 kumulative Wahrscheinlichkeit, 216
Kettenbruch, 72 Kurvenlénge, 151

Kettenregel, 121

Kommutativitit, 50 La Vallée Poussin, Charles-Jean de, 116

Landau, Edmund, 115
Landau-Symbole, 115
Laplace-Gleichung, 252

kompakte Menge, 92

kompakte Rdume, 92, 114

Komplementmenge, 20

komplexe Konjugation, 99 Laplace-Operator, 134
krummlinige Koordinaten, 248
Kugelkoordinaten, 249
Polarkoordinaten, 248
Zylinderkoordinaten, 249

Laurent-Reihe, 257

Leibniz Kriterium, 81

Leistung, 151

Levi-Civita-Symbol, 59

L’Hospital, Satz von, 137

Limes inferior, 104

komplexe Zahlen, 97
Kontinuitatgleichung, 231
Kontinuumshypothese, 47
Kontradiktion, 17
kontravarianter Vektor, 235
Konvergenz, 77

absolute, 77

gleichférmige, 89

punktweise, 89
Koordinatendarstellung, 101 . .
Koordinatensingularitéten, 198 Limes superior, 104
. ’ Lindemann, Ferdinand von, 141
Koordinatensystem lincar unabhiingig, 54
lineare Abbildung, 61

lineare Differentialgleichung, 161

Parameterbereich, 205
Koordinatentransformation, 206, 235
Kérper, 51 ) lineare Ndherung, 181
Kosinus-Funktion, 87

Ableitung, 123, 139

Fourier-Reihe, 259

Orthogonalitit, 260

Taylor-Entwicklung, 139
kovarianter Vektor, 235

Kraft, konservative, 187

Linearkombination (von Vektoren), 54

Linienelement, 150, 152, 219
allgemeine Metrik, 239

Lipschitz-stetig, 114

Logarithmus, natiirlicher, 87

logistische Abbildung, 182

logistische Gleichung, 177

Kreis, 204 lokales Maximum, 132
Kronecker-Delta-Symbol, 59, 260 lokales Minimum, 132
Kriimmung, 195 Lokalitéit, 154
Kriimmungsradius, 195

Kriimmungsvektor, 195 Méchtigkeit, 42

Kugel, 229 Maclaurin, Colin, 136
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Maclaurin-Reihe, 136 metrischer Raum, 68
Majorantenkriterium, 80 Minimum
Mandelbrot-Menge, 186 globales, 132
Mannigfaltigkeit, 233 lokales, 132
Mantelfliche eines Rotationskorpers, 152  Minimum, lokales und globales, 133
MaB, 211 Mittelwert, 215
eines Quaders, 213 Modulo-Rechnen, 37
Matrix, 61 Momentangeschwindigkeit, 125
adjungierte, 62 monotone Folge, 76

diagonalisierbar, 170
natiirliche Zahlen, 14, 50

neutrales Element, 49

inverse, 170

selbstadjungierte, 62
Newton’sche Bewegungsgleichung, 153, 159

NICHT (logischer Operator), 16
Norm, 56

einer Funktion, 261, 264, 268
Normalvektor, 198
Normalverteilung, 215, 258

Matrixmultiplikation, 61
Maximum
globales, 132
lokales, 132
Maximum, lokales und globales, 133

Menge, 13 .
abgeschlossen, 74, 90, 92 normiertes Polynom, 82
dicht. 91 Nullstelle, 82

disjunkt, 19
Durchschnitt, 19
kartesisches Produkt, 30

O, o-Notation, 116
ODER (logischer Operator), 16

offen, 90
leere, 14 offene Menge, 73, 91
offen, 73 offener Ball, 72
offene, 90, 91

Ordnung einer Differentialgleichung, 153

Potenzmenge, 20 Ordnungsrelation, 33, 103

Teilmenge, 20 natiirliche, 95

Vereinigung, 19 orthogonal, 56

meromorphe Funktion, 256
messbare Abbildung, 211

Orthogonalitiat von Funktionen, 260
orthonormal, 56

messbare Menge, 210 Orthonormalbasis, 56, 244, 246
Gegenbeispiel, 210 Kugelkoordinaten, 249
messbarer Raum, 210 periodische Funktionen, 261, 265
Metrik, 68, 236 Polarkoordinaten, 241, 248
Kugelkoordinaten, 242
Kugeloberflache, 243 Parabel, 204
Polarkoordinaten, 241 Parameterdarstellung, 201

metrischer Feldtensor, 237 Doppelkegel, 202
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Flache, 197

Kugeloberflache, 197

Mannigfaltigkeit, 199

Wege, 191
parametrisierte Flache, 197
Partialbruchzerlegung, 146
Partialordnung, 34
Partialsumme, 77, 79
partielle Ableitung, 125
partielle Integration, 146
Partition, 20, 36, 213
Pascal’sches Dreieck, 30
Peano-Axiome, 66
periodische Funktion, 259
Permutation

zyklische und antizyklische, 59
Permutationsgruppe, 51
Phasenraum, 160, 162
Picard-Lindel6f, 155, 157, 160
Poincaré, Satz von, 227
Polarkoordinaten, 205, 241, 248
Polynom, 82

normiertes, 82
potentielle Energie, 150
Potenzmenge, 20, 34, 42, 47
Primzahl, 66
Primzahlsatz, 116
Produktmaf, 213
Produktregel, 120
Proposition, 15
Pseuod-Zufallszahlgenerator, 215
Punkt

innerer, 91

Rand, 91
Punktverteilung, 216

Quadermaf, 213
quadratintegrabel, 268
Quadratur, 141
Quantoren, 18, 50

Quellendichte, 230
Quotientenkriterium, 80
Quotientenmenge, 36
Quotientenregel, 122

rationale Zahlen, 14, 50, 52, 67
Abzéahlbarkeit, 45
dicht, 105
Unvollstandigkeit, 104, 105
Raum
metrischer, 68
Raum, als Menge aller Orte, 193, 205
Realitédtsbedingung, 266
reell-analytische Funktion, 137
reelle Zahlen, 52, 94
Uberabzihlbarkeit, 45
reflexive Relation, 31
Reihe, 76
geometrische, 78
harmonische, 77
Rechenregeln, 81
Relation, 31
antisymmetrisch, 31
Aquivalenzrelation, 35
asymmetrisch, 31
homogen, 31
linksvollstéandig, 40
mehrstellig, 31
Ordnungsrelation, 33
rechtseindeutig, 40
reflexiv, 31
symmetrische, 31
transitiv, 31
vollstandig, 31
zu einer Abbildung, 40
reziproke Basis, 237, 245
im R3, 237
Polarkoordinaten, 241
Richtungsableitung, 126
Riemann’sche Flédche, 256
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Riemann-Integral, 142

Rotation (eines Vektorfeldes), 130, 223
Rotationskorper, 151

Russell, Bertrand, 14

Sattelpunkt, 133
Satz, implizite Funktionen, 201
Schmiegeebene, 196
Schranke, 75
grofite untere, 104
kleinste obere, 103
obere, 103
untere, 103
Schwarz, Satz von, 131
selbstadjungierte Matrix, 62
o-Algebra, 210
Sinus-Funktion, 87
Ableitung, 123, 139
Fourier-Reihe, 259
Orthogonalitét, 260
Taylor-Entwicklung, 139
Skalarprodukt, 54, 236
auf Lo, 268
hermitesches, 55
kartesisches, 55
komplexe periodische Funktionen, 265
reelle periodische Funktionen, 261
Spatprodukt, 60
Stabilitat von Fixpunkten, 182
Stammfunktion, 144
Standardabweichung, 215
stationédrer Punkt, 133
Stetigkeit, 109, 110
Epsilon-Delta-Stetigkeit, 110
Folgenstetigkeit, 110
Umgebungsstetigkeit, 109
Stetigkeitsregeln, 113
Stokes’scher Satz, 223
stiickweise stetig, 142
Substitutionsregel, 147

INDEX

Summenkonvention, 235
Summenregel, 120, 260
Superpositionsprinzip, 161
Supremum, 103
Supremumseigenschaft, 105
Supremumsnorm, 264
surjektiv, 38

symmetrische Relation, 31

Tangentialraum, 199
Tangentialvektor, 199, 207, 235
an eine Flédche, 198
an einen Weg, 192
Taubenschlagprinzip, 27, 76
Tautologie, 17
Taylor-Reihe, 136, 217
Teilfolge, 70
Teilmenge, 20, 42
beschrinkte, 92
charakteristische Abbildung, 42
echte, 20
Tiefpunkt, 133
Tonelli, Satz von, 214
Topologie, 73, 90
diskrete, 90
Hausdorff, 91
triviale, 90
topologischer Raum, 73, 90, 210
Totalitét, 34
Totalordnung, 34
Trajektorie, 192
transitive Relation, 31
transzendente Zahl, 68
Trennung der Variablen, 175
Trennungsaxiom, 91
Treppenfunktion, 212
triviale Topologie, 90

Uberabzihlbarkeit, 45
Umgebung, 90
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Umgebungsstetigkeit, 109
Umkehrabbildung, 39
Umkehrfunktion, 122
Umordnungssatz, Riemann’scher, 78
UND (logischer Operator), 16
Universum, 20

Untergruppe, 51

Urbildmenge, 37

Varianz, 215
Vektor
dualer, 126
kontravarianter, 235
kovarianter, 235
Vektorprodukt, 58
Vektorraum, 53, 234
normierter, 56
periodischer Funktionen, 261
von Funktionen, 63

Vereinigungsmenge, 19
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Wegintegral, 151

Weglénge, 239

Weierstraf, Satz von, 83, 114, 132
Wellenoperator, 134

Wellenzahl, 267

Wendepunkt, 133

Winkel, 56

Winkelkoordinaten der Kugeloberfliache, 242
Winkelsumme im n-Eck, 26
Winkelsumme im Dreieck, 22
Wirbeldichte, 225
Wurzelkriterium, 80

2y, 37, 52
Zeittranslationsinvarianz, 166
Zeta-Funktion, Riemann’sche, 78
Zielmenge, 37

Zufallsvariable, 212

Zweistellige Relation, 31
Zwischenwertsatz, 113

Verkettung (siehe auch Hintereinanderschal- Zylinderkoordinaten, 205

tung), 41
Verteilungsfunktion, 212
Vervollstandigung, 94

von Funktionenrdumen, 264
vollstdndige Relation, 31
vollstandiger metrischer Raum, 94
Volumenelement, 228, 240

Kugelkoordinaten, 242

Polarkoordinaten, 241
Volumenintegral, 228

Wahrheitstabelle, 16
Wahrscheinlichkeitsdichte, 212
GauB-Verteilung, 215
gleichverteilt, 216
Wahrscheinlichkeitsfunktion, 212
Wahrscheinlichkeitsmaf, 211
Wahrscheinlichkeitsraum, 212

Weg, parametrisierter, 191



